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Vzorova reseni druhé série tficatého sedmého roéniku KSP

37-2-1 Urychlovaé ¢&astic

K fesSeni tlohy mutzeme pouzit dynamické programo-
m1| vani.! To trochu pfipomina dikaz indukci — Nejprve
trividlné€ vyresime néjakou zmensenou verzi problému. Po-
té toto Feseni néjak rozsirime, aby fesilo o néco vétsi verzi
problému, poté jesté vétsi, a tak dale, dokud se nedostane-
me k pivodnimu problému.

Ulohu si nejprve zjednodusime tak, e budeme chtit jen spo-
Citat soucet izasnosti v nejlepsi posloupnosti premén, aniz
bychom tuto posloupnost nalezli. Zato feseni spocitame pro
kazdy cilovy prvek, ne jen pro hélium.

Nejprve musime najit néjaky zptisob, jak tlohu zmensit.
Nabizi se tfi moznosti:

1. Vyfesit tlohu pro mensi pocet prvka P.
2. Vyfesit tlohu pro mensi pocet nastaveni urychlovace N.
3. Vyfesit tlohu pro mensi pocet provedenych premén K.

Prvni dvé moznosti sice vypadaji lakavé, ale neni snadné
existujici Feseni rozsirit pridanim prvku nebo nastaveni. Za-
méfime se tedy na tfeti moznost.

Soucet uzasnosti nejlepsi posloupnosti k premén, ktera z vo-
diku vyrobi prvek s protonovym ¢islem p, si oznacime ja-
ko dp[k][p]. Pokud takové posloupnost neexistuje, pak bu-
de dplk][p] —o00. Nagim koneénym tkolem je spocitat
dp[K][2].

Pro k = 0 tlohu vyfesime snadno. Pomoci nula pfemén mii-
zeme ziskat jen vodik, a to se souctem tizasnosti premeén 0,
proto bude dp[0][1] = 0. Ostatni prvky viibec vyrobit ne-
mizeme, tedy pro p > 2 bude dp[0][p] = —o0.

Ted si musime rozmyslet, jak feSeni pro k pfemén rozsirit
na feSeni pro k+1 premén. Posloupnost k41 pfemén ziska-
me tak, Ze vezmeme posloupnost k£ premén a pridame dalsi
preménu. Pro kazdy prvek se tedy podivame na vSechna na-
staveni n, kterd ho umi vyrobit. Pro kazdé z nich spocitdme
soucet jeho zasnosti a tzasnosti nejlepsi posloupnosti dél-
ky k — 1, ktera vyrobi potfebny vstupni prvek. Uzasnost
chceme maximalizovat, takze z téchto potencidlnich tzas-
nosti vezmeme tu nejvétsi. Ziskali jsme tedy tento vzorec:

dplk][p] =

max
preména a, —p

dplk — 1][an] + un

Maximum z prazdné mnoziny definujeme jako —oo.

Ziskali jsme tim tento jednoduchy algoritmus:

1. Pro k od 0 do K:

2. Propod1do P:

3. dplk]lp) « —o0

4. dpl[0][1] «+ 0

5.

6. Prok od 1do K:

7. Propod1ldo P:

8. Pro kazdé nastaveni n vytvarejici prvek p:

9. dplk)lp]  max(dplkl[p], dplk — 1)[an] + 1)

Pro implementaci tohoto algoritmu potfebujeme umét rych-
le najit vSechna nastaveni, ktera vyrobi dany prvek. Nasta-
veni bychom si mohli snadno pfedem roztfidit, ale snazsi fe-
Seni je pro kazdé k jednou projit vSechna nastaveni a kazdé
zapocitat do spravné hodnoty dp:

1. Pro k od 0 do K:

2. Propod1do P:
dp[k][p] <= —o0

dp[0][1] 0

Prokod1do K:
Pronod1do N:
8. dp[k][vyn] < max(dp[k][p], dplk — 1][an] + un)

Tento algoritmus bude mit ¢asovou slozitost O(KP+ KN),
pamétovou O(KP + N).

Jesté musime tento algoritmus upravit tak, aby kromé spo-
¢itani tzasnosti nejlepsiho feseni toto feseni také nasel. Sta-
¢i, kdyz si u kazdé hodnoty v dp navic zapamatujeme, po-
moci kterého posledniho nastaveni jsme ji dosadhli. To nam
umozni postupné posloupnost pfemén zrekonstruovat od-
zadu dopfedu.

3.
4.
5.
6.
7.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-1.cpp

Ulohu pripravili: Michal Kodad, Ben Swart

37-2-2 Pohoti plné jezer

Pojdme nejprve rozebrat, jak zarucené uréit, kolik ma-
m1l ximalné vody se muze nachéazet na jednom vybraném
policku pohofi.

Vime, Ze se voda udrzi na néjakém policku pouze v pripadé,
ze nedokaze néjakou cestou pretéct pres okraj pohofi.

Uvazme potom libovolné policko p. Necht h, je nejvyssi
mozna nadmoiska vyska hladiny vody nachéazejici se na
tomto policku a odpovidéd souc¢tu jeho vysky a vysky nej-
vétsiho sloupce vody, ktery na ném jesté miize lezet.

Vsimneme si, Ze ndm libovolné cesta z p na okraj pohoti
poskytuje horni odhad maximalniho mnozstvi zadrzené vo-
dy na policku p. Je-li totiz vyska nejvyssiho policka na cesté
z p na okraj rovna m, nemtze h, tuto vysku nikdy preséh-
nout. To plati, jinak by v takovém piipadé existovala cesta,
na které by se nenachézela zadna prekazka vysokd, jako je

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

nadmorska vyska hladiny vody na policku p, a néjaka voda
by musela nutné odtéci.

Pokud bychom pro poli¢ko p vybrali ze vSech moznych cest
na okraj (t&ch bude kone¢né mnoho), takovou cestu, pro
kterou plati, Ze je maximum z jejich policek nejnizsi, ziskali
bychom nejnizsi a tedy i nejpfesnéjsi horni odhad.

Dokazme, Ze tento odhad odpovida skute¢nému mnozstvi
zadrzené vody.

Predpokladejme pro spor, Ze je maximalni mnozstvi zadr-
zené vody na policku p nizsi nez nés odhad. Pokud bychom
potom na prazdné policko p nalili mnozstvi vody odpovida-
jici hornimu odhadu a maximalni mnozstvi zadrzené zadr-
zené vody by bylo nizsi, musela by néjaka voda nutné odtéci
z policka p pry¢. Vime vsak, ze voda mtize odtéci jedin€ po
néjaké cesté. Na takové cesté by ovSem muselo byt kazdé
policko mensi, nez nadmorska vyska hladiny, jinak by byl
nékde proud vody zadrzen. Nalezli jsme tedy cestu z vybra-
ného policka na okraj pohofi, jejiz maximum je mensi nez
nas nejnizsi horni odhad. To je ovSem spor s predpokladem,
Ze jsme ptivodné nalezli takovou cestu, jejiz nejvyssi policko
je nejnizsi mozné.

Méame tedy zaruceny postup, jak nalézt pro libovolné po-
licko maximalni mnozstvi vody, které mutze zadrzet. Staci
nalézt pro dotycéné policko takovou cestu na okraj, jejiz nej-
vy$si policko je nejnizsi mozné.

Vyska nejvyssiho policka této cesty pak bude odpovidat
nadmorské vysce hladiny na policku p a odectenim vysky
samotného policka ziskame vysku vodniho sloupu a tedy i
jeho objem.

Pro vétsi prehlednost textu budeme cestu, jejiz nejvyssi po-
licko je nejmensi mozné, odted oznacovat jako nejnizsi. Dale
budeme hodnotu nejvyssiho policka libovolné cesty nazyvat
jeji vyskou.

Reprezentace pomoci vhodného grafu

Doposud jsme pracovali s grafem, ve kterém jsou trochu
neobvykle ohodnoceny vrcholy misto hran. Navic pracuje-
me s okrajem pohoti, ktery byl dosud v naSich tvahach
zastoupen vSemi policky na obvodu pohofti.

Pokusme se tedy, jesté nez se pustime do samotné feseni,
problém lehce preformulovat do takové podoby, o které se
nam bude 1épe premyslet. To udélame reprezentaci pohoti
pomoci vhodného grafu.

Tento graf bude obsahovat za kazdé policko jeden vrchol a
kazdé dva vrcholy budou propojeny hranou, pokud spolu
odpovidajici policka sousedi stranou.

Navic do tohoto grafu zavedeme novy vrchol, ktery bude
predstavovat okraj pohofi a bude propojen se vSemi vrcholy
po obvodu pohofti.

Nakonec ohodnotime kazdou hranu maximem z hodnot vr-
chold, které propojuje. V pripadé ohodnoceni hran vedou-
cich z vrcholu okraje si mizeme predstavit, ze je hodnota
vrcholu okraje rovna nule.

Nahlédneme, Ze je maximum z hodnot poli¢ek na libovolné
cesté a maximum z ohodnoceni hran na téze cesté v novém
grafu totozné.

Problém nalezeni nejnizsi cesty z policka p do okraje je
tedy ve staré i nové reprezentaci ekvivalentni, jen v nové
reprezentaci plyne ohodnoceni z jednotlivych hran cesty a
ne vrcholt.

ReSeni zaloZené na Dijkstrové algoritmu

Nejprve néas problém pfevedeme do vyse uvedené grafové re-
prezentace. Nasim cilem nyni bude pro kazdy vrchol policka
zjistit vysku nejnizsi z néj do okraje vedouci cesty. K tomu
pouzijeme upraveny Dijkstruv algoritmus, ktery misto dél-
ky nejkratsich cest z vybraného vrcholu do vSech ostatnich
bude hledat vysku nejnizsich cest.

Ten spustime z vrcholu okraje. Plati totiz, Ze je kvtli obou-
smérnosti hran kazda nejnizsi cesta z vrcholu v do vrcholu

okraje zaroven nejnizsi cesta vedouci z okraje do vrcholu v,
a naopak.

Pro kazdy vrchol si budeme v pribéhu algoritmu pamato-
vat, jaka je vyska nejnizsi aktudlné znamé cesty vedouciho
z vrcholu okraje. Na poc¢atku bude mit vrchol okraje hod-
notu zaporného nekonec¢na a ostatni vrcholy budou ohod-
noceny nekoneénem.

Zaroven budeme pro kazdy vrchol rozlisovat t¥i stavy. Prvni
bude stav odpovida tomu, ze nebyl dosud nalezen. Jakmi-
le vrchol nalezneme, oznacime jej jako otevieny a naopak
v okamziku, kdy si budeme jisti s jeho ohodnocenim, vrchol
oznacime jako uzavieny.

Jediny vrchol, ktery bude na zacatku otevieny, bude vrchol
okraje. Zbyvajici vrcholy oznac¢ime jako nenalezené.

V kazdém kroku algoritmu vzdy vybereme otevieny vr-
chol u, do kterého vede cesta s aktualné nejmensi vyskou.
Tento vrchol prohlasime za uzavieny. Nasledné projdeme
jeho oteviené a nenavstivené sousedy.

Vsechny nenavstivené sousedy vrcholu u otevieme. Nasled-
né pro kazdého jeho souseda zjistime nejnizsi znamou vysku
cesty, ktery nejprve vede z okraje do vrcholu u a néasledné
vstoupi souseda pies hranu, jez je propojuje. To udélame
tak, Ze vezmeme maximum z nejnizsi zndmé cesty vedouci
do vrcholu v a ohodnoceni hrany, kterad jej spojuje s aktu-
alnim sousedem. Pokud je tato hodnota nizsi, nez nejlepsi
znama cesta vedouci do tohoto souseda, aktualizujeme ji.

Pojdme dokézat, Ze na konci béhu algoritmu budeme pro
kazdy vrchol znat vysku nejnizsi cesty vedouci do vrcholu
okraje.

Nejprve nahlédneme, ze ohodnoceni vrchold, v tom potadi,
v jakém je uzavirame, nikdy neklesne. To plati, nebot ve
chvili, kdy néjaky vrchol uzavieme, je jeho ohodnoceni nej-
mensi ze vSech ostatnich otevienych vrchold a kazdé nové
ohodnoceni, kterym tento vrchol nebo libovolny z ostatnich
otevienych vrcholii ohodnoti nékterého ze svych soused,
bude vyssi nebo stejné.

Déle si vSimneme, ze kazdé ohodnoceni odpovida vysce né-
jakého skutecné existujictho sledu. Rozmysleme si, ze lze
kazdy sled zjednodusit na cestu, aniz by doslo k zhorseni
hodnoceni. Nemtze tedy nastat situace, kdy by algoritmus
ohodnotil néjaky vrchol nizsi hodnotou, nez je vyska jeho
nejnizsi cesty.

Stale ovSem mohl byt néjaky vrchol ohodnocen vyssi hod-
notou, nez je ta spravné, pripadné nemusel byt navstiven
vibec. Predpoklddejme nyni pro spor, Ze existuje néjaky
vrchol, jehoz nalezenad hodnota je vyssi nez vyska nalezené
nejnizsi cesty, pripadné nekonecno, protoze nebyl dotycény
vrchol viibec navstiven.
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UvaZme libovolnou nejnizsi cestu vedouci z tohoto vrcholu
na okraj. Vrcholu na této cesté, jehoz ohodnoceni odpovida
skutec¢né vysce nejnizsi cesty, fikejme dobry, jinak dotycény
vrchol nazvéme Spatnym.



Nejnizsi cesta zarucené obsahuje dobry vrchol, to je vrchol
okraje a Spatny vrchol, to je nas vrchol se $patnym hodno-
cenim.
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této cesté. Ten zarucené sousedi s dobrym vrcholem, kte-
ry se nachazi bliz k okraji. Protoze byl tento dobry vrchol
navs$tiven, nemohlo se stat, ze by nebyl Spatny vrchol na-
vitiven. Spatny vrchol tak byl alespoii jednou ohodnocen.
Spatné ohodnoceni by potom mohl ziskat jediné tehdy, kdy-
by byl uzavien diiv nez sousedni dobry vrchol, jinak by byl
spravné ohodnocen dobrym vrcholem. Na nejnizsi cesté je
skutecné ohodnoceni neklesajici a ohodnoceni $patného vr-
cholu je ostfe vétsi nez to skutecné, takze byl Spatny vrchol
uzavien s vétsi hodnotou a tedy i pozdéji nez dobry vrchol.

Potom by ale dobry vrchol tento vrchol ohodnotil spravnou
vyskou a musel by byt téz dobrym vrcholem. Dosli jsme
k hledanému sporu.

Algoritmus opravdu nalezne pro kazdy vrchol hledanou vys-
ku do néj vedouci cesty.

Pojdme zrekapitulovat celé Feseni.

Nejprve v O(RS) postavime grafovou reprezentaci pohori,
nasledné spustime upraveny Dijkstriv algoritmus a ziskdme
pro kazdé policko maximalni mozny objem vodniho sloupu.
Nakonec v O(RS) objemy secteme.

Pokud Dijkstriv algoritmus implementujeme pomoci binér-
ni haldy, dosdhneme ¢asové slozitosti O(RSlog RS) a pa-
métové O(RS).

Dodejme, Ze neni nutné v implementaci stavét cely graf.

Takova implementace je tfeba v nasem vzorovém zdrojovém
kédu.

ReSeni zaloZené na minimalni kost¥e

Na tuto tlohu existuje jesté jeden pohled, tentokrat zalo-
zeny na minimalni kostfe.

Plati totiz, Ze staci vzit libovolnou miniméalni kostru naseho
grafu a cesta mezi kazdym vrcholem a vrcholem okraje bude
vzdy nejnizsi.

Toto tvrzeni dokédzeme sporem. Méjme libovolnou minimal-
ni kostru a predpokladdejme, Ze existuje vrchol, pro ktery
plati, Ze cesta v minimalni kostfe mezi nim a vrcholem okra-
je neni nejnizsi.

Vezméme nyni libovolnou nejnizsi cestu do tohoto vrcholu
a vyberme z ni ty hrany, které nelezi v minimalni kostfte.
Kazdou z téchto hran zkusime vlozit do miniméalni kostry.
Tim ndm vZdy vznikne v grafu cyklus. Pokud je v tomto
cyklu tato hrana nejvétsi, zahodime ji a zkusime do grafu
vlozit dalsi. V pripadé, ze v cyklu existuje néjaka ostfe vét-
§1 hrana nez nami pfidana, muzeme ji odstranit, zbavit se
cyklu a ziskat kostru s nizsi velikosti. To by byl ovS§em spor
s pfedpokladem, ze byla ptivodni kostra miniméalni.

Tato situace tedy nesmi ani jednou nastat. Pokud by ovsem
byla kazda z vyzkousenych hran nejvétsi hranou ve svém
cyklu, musela by cesta po hrandch v minimélni kostie byt
nejvyse tak vysoka, jako ta nejnizsi, coz je zase spor s pred-
pokladem, ze miniméalni kostra nejnizsi cestu neobsahuje.
V kazdém pripadé jsme dosli ke sporu, takze je tvrzeni do-
kazéno.

V naSem FeSeni tak nejprve nalezneme v grafové reprezen-

taci problému néjakym algoritmem minimalni kostru.

Ve vzniklé kostie pak jiz je tfeba jen spocitat vysku ces-
ty mezi kazdym vrcholem a vrcholem okraje a ziskat tak

objem vodniho sloupu nad kazdym polickem. To lze udélat
napiiklad pomoci prichodu do sitky zacinajicim ve vrcholu
okraje.

Casovéa a pamétova sloZitost algoritmu zavisi na algoritmu
pouzitém k hledédni minimalni kostry, nebot vSechny ostatni
kroky jsou linearni v ¢ase i paméti s velikosti pohoti.

Pokud pouzijeme k hledani minimélni kostry algoritmus
z kucharky, ziskdme FeSeni bézici v ¢ase O(RS log RS) s pa-
métovou slozitosti O(RS).

Linearni FeSeni
Ulohu lze fesit jesté trochu rychleji. Pouzijeme k tomu pred-
chozi feSeni zalozené na minimalni kostfe.

V ném nas nejvice zdrzovalo samotné hleddni minimalni
kostry, nebot ostatni ¢asti algoritmu byly linedrni s velikosti
pohofi.
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mu v obecnych grafech rychleji, nez to umi nas algoritmus
z kucharky, my misto toho nicméné vyuzijeme poznatku, ze
ma nas graf pomérné specificky tvar.

Odpovida totiz ¢tvercové mrizce s jednim vrcholem navic,
ktery je propojen s kazdym vrcholem na obvodu této mfiz-
ky. Takovy graf lze nakreslit bez kfizeni hran a je tedy ro-
vinny.

K nalezeni minimélni kostry v naSem grafu tentokrat po-
uzijeme Bortvkiav algoritmus. PopiSeme jen jeho priibéh,
pripadny dikaz spravnosti lze nalézt naptiklad v Medvédo-
vo Privodci labyrintem algoritmi.

Boravkuv algoritmus ve svém priabéhu udrzuje les, do kte-
rého postupné pridava vhodné hrany z grafu tak dlouho,
dokud se z tohoto lesa nestane minimalni kostra.

Toto ¢ini v jednotlivych iteracich. Na poc¢atku prvni itera-
ce udrzovany les odpovidéd izolovanym n vrcholim grafu.
V kazdé iteraci potom algoritmus vybere pro kazdy strom
v aktualnim lese nejleh¢i hranu, ktera dotyény strom propo-
juje s néjakym jinym stromem lesa. VSechny takové hrany
do lesa algoritmus nasledné pfida.

Pokud jsou hodnoty hran unikatni, nevznikne nam po zad-
né iteraci pridanim hran cyklus a pocet stromt tohoto lesa
se pokazdé alespon dvakrat zmensi, dokud po O(logn) ite-
racich nevznikne minimalni kostra.

My ovSsem neméme unikitnost hran viibec zaruc¢enou. M-
zeme si pomoci tak, ze jednotlivé hrany ohodnotime uspota-
danou trojici, jejiz prvni hodnota bude ptvodni ohodnoceni
hrany a druhé dvé budou odpovidat vrcholtim, mezi ktery-
mi hrana vede. Takové ohodnoceni hran jiz bude zarucené
unikdtni. Hodnoty hran budeme porovnavat lexikograficky.

Bortvktv algoritmus déle upravime, aby kazdy strom lesa
udrzoval kontrahovany do jednoho vrcholu. Iterace v takto
upraveném grafu bude vypadat tak, ze si kazdy vrchol vy-
bere nejleh¢i incidentni hranu, tyto hrany algoritmus zkon-
trahuje a zapamatuje si, ze patfi do minimalni kostry.

Popisme, jak provést rychle potifebné kontrahovani.

Nejprve prohledame les vznikly po prvni ¢asti iterace a pri-
fadime kazdému vrcholu ¢islo komponenty, v niz se nachézi.

Nasledné precislujeme hrany podle ¢isel komponent.

Hrany spojujici vrcholy v téze komponenté poté precislu-
jeme zpét (informace o vrcholech, které hrany na zacat-
ku propojovaly jsou diky nasi Gpravé jiz obsazeny v jejich



ohodnoceni) a pfidame je do seznamu hran minim4alni kost-
ry. Ve zbytku algoritmu s nimi jiz nebudeme pracovat.

Zbyly nam jen hrany spojujici jednotlivé stromy, nicméné
nasledkem precislovani mohou byt nékteré z nich nasobné.
Zbavit se jich muzeme lexikografickym prihradkovym tii-
dénim. Pomoci néj dostaneme nasobné hrany k sobé. Nyni
stac¢i projit posloupnost hran a z kazdého tiseku nasobnych
hran ponechat pouze tu s nejmensi hodnotou.

Pojdme urcit, jakou bude mit takto upraveny Borivkiv
algoritmus na rovinnych grafech ¢asovou slozitost.

Zkusme nejprve odhadnout, s kolika nejvyse hranami nas
algoritmus bude v jednotlivych iteracich pracovat.

K tomu vyuzijeme dvou uziteénych vlastnosti rovinnych
grafi. Jednak plati, Ze rovinny graf zustane po kazdém
kontrahovani hran nadéle rovinny. Pro kazdy rovinny graf
o n vrcholech navic plati, ze obsahuje méné nez 3n hran.

Z predchozich poznatkd plyne, ze v kazdé iteraci pracu-
jeme s linedrnim poc¢tem hran vzhledem k poc¢tu vrchold.
Prihrddkové tiidéni tak bude bézet v linedrnim case vzhle-
dem k poctu vrcholt a tedy i hran. Stejné rychlé budou i
zbylé césti iterace.

Celkovou ¢asovou slozitost ziskdme seCtenim poctu opera-
ci pres jednotlivé iterace. Jejich pocet v kazdé iteraci sho-
ra odhadneme pomoci horniho odhadu poctu hran, to je
trojnasobek pocétu vrchold, nasobeny néjakou konstantou.
Vime, ze se pocet vrcholi v kazdé iteraci alesponi dvakrat
zmensi. Tim dostavame pro graf o n vrcholech geometrickou
posloupnost, kterd se secte na O(n).

Protoze nas graf obsahuje celkem O(RS) vrchold, bude vy-
sledné casovd slozitost O(RS), coz je asymptoticky opti-
malni.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-2.py

Ulohu pripravili: Daniel Culliver,
Michal Kodad, David Koldr

37-2-3 Chov ovci

Pojdme najit osové zarovnany étverec A X A s pravé K bo-
dy uvnitf. Na to pouzijme zndmou geometrickou techniku,
totiz zametani roviny.? Viimnéme si totiz, ze pokud najde-
me libovolny ¢tverec odpovidajici nasim pozadavkiim, tak
ho mtzZeme posouvat doleva, dokud by posunuti nepiidalo
nebo neodebralo néjaky bod. To samé plati pro posunuti
nahoru. Tedy alespoii jedna z vertikdlnich hran bude (nebo
tésné nebude) mit na sobé bod. A to samé plati pro jednu
z horizontalnich.

A jak na to? Budeme si udrzovat pas vysky A, ktery bude
obsahovat vSechny body se soufadnicemi mezi y, a y, + A.
Timto pasem budeme zametat rovinu a pro kazdou pozici
pas zkouset hledat ¢tverec, ktery mé horizontalni hrany na
pasu. V predchozim odstavci jsme zduvodnili, Ze nam staci
uvazovat pouze pozice Ctverce, kde na jedné hrané tésné
bude, nebo nebude bod. Tedy zajimavé situace nastavaji
pouze, kdyz nam bod do pasu pfibude nebo vypadne.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid

A tedy pro kazdou takovouto pozici pasu stac¢i vyzkouset
vSechny mozné pozice ¢tverce. Pokud si aktualni body v pa-
su budeme udrZovat v sefazené podle z (sekunddrné podle
y) v bindrnim vyhleddvacim stromé, staci najit bod s sou-
fadnici = spliujici: Ctverec s levym hornim rohem (y,, z)
obsahuje K bodt. (Zase pouzijeme argument s posunutim.)

A jak najdeme dany ¢tverec? Projdeme vSechny body v pa-
su. — Pokud mé ¢tverec zacinat na soutadnici x; (kde 7 je
pofadi bodu v BVS), pak aby mél K bodt, musi:

e 1, je prvni bod s takovouto soufadnici: z;_1 < z; (Jinak
bychom ¢ast bodt s touto soufadnici vzali a jinou ne.)

e Obsahovat nasledujicich k bod: z;4r—1 < z;+A (VSech-
ny na predchozich indexech maji vétsi x.)

e Zbylé body neobsahovat: z; > z; + A (VSechny nésle-
dujici body jsou vétsi.)

Casovou slozitost uréime nésledovné: Pozic pasu je O(N),
pro kazdou pfidavame bod do binarniho vyhledavaciho stro-
mu (O(log N)) a zkousime vSechny pozice ¢tvercti (O(N)).
Celkem O(N(log N + N)) = O(N?).

o B, [
T

Zrychlujeme

Na posledni zrychleni si v§imnéme, ze pokud vklddame ne-
bo odstranujeme bod do naseho pésu, tak toho nové naleze-
ny ¢tverec musi vyuzivat. Jinak bychom ho nalezli uz dfiv.
Proto sta¢i v nasem binadrnim vyhledavacim stromé K po-
zic doleva a K doprava od naseho pfidaného (odstranéného)
bodu. Navic ale potfebujeme do BVS ptidat velikosti pod-
stromt, abychom mohli v ném rychle najit bod na daném
indexu.

Nicméné si musime dat pozor na pfipad, kdy vice bodu
ma stejnou y-novou soufadnici. Pro predchozi feseni jsme
mohli vSechny body pfidat nebo odebrat naraz a poté projit
cely strom. Néco podobného udélame i zde, jen musime byt


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie

N o ook W

opatrnéjsi. Nejdiiv si vSechna pridani se stejnou souradnici
seskupime. Totéz pro vSechna odebrani.

Pr1i pridavani skupiny bodi nejdiiv vSechny body pfidame,
a potom si najdeme jejich pozice ve binarnim vyhledavacim
stromé. Pokud body odebirame, budeme si vyhledavat po-
zice, na kterych by ve vysledném stromé byly, kdybychom
je tam nechali. (Tedy index nejblizsiho vétsiho prvku.) Poté
akorat zkontrolujeme okoli nalezené kazdé pozice.

1. udélosti + {Pfidej bod 4, v ¢ase y;} U {Odeber bod
i, v Case y; + A}

2. sefad(udélosti) 4 O(NlogN)
3. seskup(udélosti) 4 O(N)
4. body + BVS()
5. Pro kazdou udélost u € udalosti: 1 0(U)
6. Pokud u je pfidani:
7. Pro b € u.body: a1 O(Uy)
8. body.pfidej(b) <1 O(log N)
9. Pro b € u.body: a1 O(Uy)
10. ip < body.find(b) <1 O(log N)
11.  Jinak u je odebrani:
12. Pro b € u.body: a1 O(Uy)
13. body.odeber(u.bod) 1 0O(log N)
14. Pro b € u.body: < O(Uy)
15. ip < body.nejblizsi_vétsi(u.bod) < O(log N)
16.
17.  Pro b € u.body: 1 O(Uyg)
18. tb < body.podposloupnost (i, — k, is+k+1) < tb
— testované body, O(log N + K)
19. Pro vSechna 1 < j < 2k + 1: 4 O(K)
20. Pokud th[j — 1] < tb[j] a tbj + k — 1] <
tb]j] + A < tbj + kI:
21. Nasli jsme ctverec.

Kde U je pocet udalosti a Uy pocet bodi v k-té udalosti.
Pro kazdy bod délame O(log N 4+ K) operaci, takze nase
nové ¢asova slozitost bude O(N(log N + K)) = O(NK +
NlogN).

Znovu zrychlujeme
Nyni ukdzeme jesté o néco rychlejsi reseni od Erika Jezka.

Nejdfive pfevedme problém na trochu jiny: Body nahradi-
me za Ctverce se stranami A X A a jejich pravé dolni ro-
hy budou na soufadnicich ptivodniho bodu. Nyni hledame
bod ¢, ktery se vyskytuje v pravé K c¢tvercich. Nahlédné-
me, Ze pokud / lezi ve ¢tverci odpovidajicimu bodu p, pak
v puvodnim piikladé ¢tverec s levym hornim rohem v £
obsahoval bod p.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy|

Nasledné budeme chtit tyto ¢tverce zamést podle y a udr-
zovat si poéty ¢tverci. Opét si v§imnéme, Ze se zmény déji
pouze na soufadnicich z; a z; — A pro kazdy bod (z;,y;)
na vstupu. Tyto z-ové soufadnice si sefadme, ¢imZz nam
vznikne déleni na intervaly. Vzhledem k tomu, Ze uvnitf
intervald nejsou zadné zmeény, tak nam staci si udrzovat
pocet ¢tverct na kazdém intervalu.

Poté zametejme rovinu podle y a vzdy, kdyz narazime na
néjaky ¢tverec, tak odpovidajici tisek intervald zvednéme
o 1. Kdyz néjaky ¢tverec opustime, tak odpovidajici tisek in-
tervaldl snizme o 1. Na toto se hodi liny intervalovy strom.?
A jak zjistit, zdali mame interval s K ¢&tverci? Vzhledem
k tomu, ze vzdy zveddme o 1, staci se po kazdém novém
¢tverci zeptat na maximum pres cely strom. Pokud je rov-
né K, tak jsme nasli vysledek. A vyssi nez K ur¢ité nikdy
nebude, protoze bychom pred tim nasli K.

Sefazeni na zacatku a intervalovy strom zaberou dohroma-
dy O(Nlog N) ¢asu a O(N) paméti.

Protipriklad

Bohuzel predchozi feseni funguje jen, pokud zadané body
maji rizné y-nové souradnice. Napi. pro v nasledujici kon-
figuraci bodtt s K = 3 najde falesny vysledek:

A jakmile pfipustime, ze K neni maximum, nejsme schopni
najit v intervalovém stromé i opravdové K.

A co si z toho vzit? Castokrat pro omezenéjsi a omezengjsi
kategorie vstuptu jsme schopni konstruovat lepsi a lepsi al-
goritmy. Dulezité je se ptat, jestli vyfeSime stale zajimavou
¢ast vstupt (jako Erikovo feSeni), nebo nase vstupy uz jsou
vzacné a FeSeni spise k ni¢emu.

Nize najdete ochutnavku dalsich algoritmu, kde omezeni
vstupt vyrazné vylepsi casovou slozitost:

— Razeni: Pokud pfedpokladame, Ze prvky na vstupu lze
pouze porovnavat, je potfeba Cas Q(nlogn). Ovsem celd
¢isla v rozsahu 1,...,r jdou sefadit prihradkovym ttridé-
nim v ¢ase O(n +r).

— Splnitelnost logické formule: Obecny pfipad nikdo neumi
fesit v polynomialnim ¢ase,* ale variantu 2-SAT® lze Fesit
v O(n).

— Celociselné datové struktury: Zde uvedeme napfi. van
Emde-Boasovy Stromy® a Q-haldy.”

Ulohu pripravil: Dan Skypala

https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce . pdf#P%C5%99%C3%ADk1ady%20p%C5%99evody,C5%AH

https://cp-algorithms.com/graph/2SAT.html]
http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/7-ram.pdf|
http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/8-qgheap.pdf]



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy
https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.pdf#P%C5%99%C3%ADklady%20p%C5%99evod%C5%AF
https://cp-algorithms.com/graph/2SAT.html
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37-2-4 HTTP bludisté

1. tkol: Autentikace

V prvnim tdkolu na nés server vybafne 401 Unautho-
M1l rized. Ale nastésti v poli hlavicky X-Hint napovi, jaké
je spravné heslo. Tak si vymyslime néjaké uzivatelské jmé-
no (tfeba hroch), pouzijeme autentika¢ni metodu Basic a
zkusime to znovu.

Tak jednoduché to ovSem neni: server nas vyzene s 403
Forbidden a vysvétlenim, ze pravo stahnout si heslo ma
jediné root (spravce serveru). Zkusime tedy zménit uziva-
telské jméno na root a server spokojené posle soubor typu
text/plain s klicem.

2. tikol: Formular

Server nas nejdiiv piesméruje (307 Temporary Redirect)
na .../form.cgi?task=37-2-4&what=key a nasledné nam
vysvétli, Ze pouzivame Spatnou metodu (405 Method Not
Allowed). Nastésti, jak standard kdze, pfipoji Allow:, kde
prozradi, Ze jedina podporovana metoda je POST, a vysveétli
7e oCekava POST webového formulafe.

Podle kuchatky mame tedy odeslat obsah formuléafe ja-
ko Content-Type: application/x-www-form-urlencoded
(jinak dostaneme 415 Unsupported Media Type). Potom
nas server navede odpovédi 422 Unprocessable Content,
ze vyzaduje argumenty task a what. Zkopirujeme je tedy
z ptivodniho URL a server odpovi presmérovanim 303 See
Other na textovy soubor s kli¢em.

Mimochodem, kdybyste misto what=key poslali what=hint,
doslechli byste se, ze nadpovédy nevydavame :)

3. tkol: PUT

Ve tfetim tikolu se opét dozvime, Ze metoda GET neni pod-
porovana. Tentokrat mame pouzit PUT a nahrat tak své jmé-
no. Télo musi mit textovy Content-Type, jinak ho server
odmitne s 415 Unsupported Media Type. Musime uvést
délku téla (jinak 411 Length Required) a ta nesmi byt
vétsi nez 1000 bytt (nechceme-li dostat 413 Request En-
tity Too Large). V odpovédi na PUT obdrzime heslo.

4. tkol: Varianty

Zde na prvni pokus server odpovi 300 Multiple Choices
a nabidne ndm vybér z nékolika variant: minotauros.gif,
minotauros.xml a minotauros.png.

Pozadame-li o GIF, server ho odmitne vydat s 4561 Unavai-
lable for Legal Reasons a odkazem na zndmou kontro-
verzi kolem poftwarovych patentti na kompresi LZW. Od-
mitnuti je nicméné doprovazeno omluvou a nabidkou kom-
penzace ve vysi jednoho dolaru. A vskutku: v hlavicce od-
povédi objevime X-Coin: $1. Heslo ovSem nikde.

Tak zkusime XML a dostaneme dokument ve formatu XML,
v némz je ocividny element <klic> s o¢ekdvanym obsahem.

Intermezzo: Odznaéek

Co kdybychom zkusili jesté PNG? To by nas s omluvou, ze
dokument byl do¢asné pfesunut, pfesmérovalo (307 Tem-
porary Redirect) na .../img/1/minotauros.png. Tam
bychom dostali pfesmérovani na .../img/2/... atd. Kdo
si to vyzkousel, zjistil, Ze server umi libovolné velka cisla,
takze posloupnost presmérovani je nejspis nekonecna.
Pokud méme hravou naladu, zkusime se podivat na konec
nekonecné posloupnosti: misto ¢isla napiSeme nekonecno,
nekoneéno, infinity nebo oco (v UTF-8). To piekvapivé
funguje a obdrzime 303 Found something at infinity
s Location: odkazujici na URL typu mailto: — pozada-
vek na odeslani mailu organizatorim, jehoz prfedmétem si
fikdme o odznécek.

5. ukol: Pigzip

V tomto tkolu ndm server hned posle kli¢. Jenze ouha, kli¢
je ve forméatu application/x-pigzip, zkomprimovany do
fetézce 42. X-See-Also ndm prozradi, ze Pigzip je narazka
na davny linuxovy comics Hackles,® kde prasitko Preston
vyvine novy kompresni algoritmus, schopny cokoliv zkom-
primovat do 3 bajti. Jen ma zatim potize s dekompresi . . .

Ani my nedokéZeme Pigzip dekomprimovat, tak si vSimne-
me, ze v hlavicce odpovédi je jest€ Vary: Accept a Accept-
Ranges: bytes. To druhé nés jesté nezajima, ale prvni na-
znacuje, ze server nejspis podporuje domlouvani se na typu
dat.

Nevime ovsem, o jaky typ si fici. Accept: text/plain ani
nic podobného server neni ochoten splnit. Co tedy chce-
me? Inu, cokoliv kromé Pigzipu. To se da fici jako Accept:
*/%;9=1.0, application/x-pigzip;q=0.9.

Server malem odpovi s Content-Type: application/x-
ksp-key, ale v posledni chvili se zarazi, Ze je odpovéd moc
dlouhd (413 Request Entity Too Large) a dod4, Ze ne-
konecéné soubory neposila. Neni divu, Ze na to potfebovali
Pigzip ...

Vzpomeneme si tedy na Accept-Ranges a zkusime poslat
pozadavek na néjaky interval, tfeba Range: bytes=0-1000.
Dostaneme 206 Partial Content s télem, v némz se opa-
kuji fadky k1lic=.... Vida.

Dodejme, ze kdybychom si fekli o interval delsi nez 1 KB,
dostali bychom také status 413.

6. ikol: Ach ty kese

V tomto tkolu ndm server ochotné posle pozadovany sou-
bor. Jenze v ném je napsano, ze kli¢ zatim nebyl nastaven
a mame to zkusit znovu po vydani 2. série. Last-Modified
nam prozradi, ze tento soubor opravdu vznikl pred vyda-
nim série, a podle pfitomnosti Age pozname, ze mezi nami
a serverem stoji kes, kterd si soubor zapamatovala. A pa-
matovat si ho nejspis bude dost dlouho, protoze uvedené
Expires je v daleké budoucnosti.

Nagtésti mizeme kesi pomoci Cache-Control: no-cache
nebo max-age naridit, aby sehnala Cerstvy obsah. V ném
uz kli¢ cinka.

7. ikol: Vhodte minci

V poslednim tikolu nam server odmita vydat kli¢, dokud
nezaplatime: 402 Payment Required. A pry mame vlozit
minci. Tak si vzpomeneme, zZe ve 4. ikolu jsme jednu minci
ziskali. Posleme tedy s pozadavkem X-Coin: $1 a hle — je
tu klic.

8 https://web.archive.org/web/20060924193925/http://www.hackles.org/cgi-bin/archives.pl?request=31(

-6 —
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Zavérem

Vzorovy program si vystac¢i s pythoni knihovnou requests,
kterd vsechny potiebné ¢asti HT'TP bud pfimo umi, nebo
si je jde objednat ruénim nastavenim hlavicky.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-4.py

Uloha je inspirovana Medvédovou ddvnou tlohou v soutézi
Po dratd Dékujeme Jefovi Poskanzerovi za minimalisticky
webovy server phttpd, z néjz nase implementace vychézi.

Ulohu pripravili: Honza Cernohorsky,
Martin ,,Medveéd“ Mares

37-2-X1 Intervalové vétsiny

Zacnéme uzitecnym pozorovanim. Méjme libovolny tisek
posloupnosti a rozdélme jej na nékolik libovolné dlouhych
casti. Potom plati, ze kdykoliv mé néjaka barva v celém
useku nadpolovi¢éni vétsinu, je tato barva zastoupena v nad-
polovi¢ni vétsiné i v alesponi jedné z téchto Casti.

To plati, nebot kdykoliv mé néjaké barva nadpoloviéni vét-
Sinu, lze jeji vyskyty sparovat s vyskyty ostatnich barev
v posloupnosti a navic zistane néjaky vyskyt vzdy nespa-
rovan. Pokud ovSem nema barva ani v jedné ¢asti vétsinu,
Ize sparovat vSechny jeji vyskyty.

Vime tedy, ze kdykoliv m4a néjaka barva v libovolném tseku
posloupnosti nadpolovi¢ni vét§inu, muZzeme tsek libovolné
nasekat na rtzné velké ¢asti a barva vzdy bude mit nad-
polovi¢ni vétsinu alesporni v jedné z téchto ¢asti. Opacna
implikace bohuzel neplati, a pokud obsahuje jedna z ¢asti
tseku néjakou barvu v nadpoloviéni vétsiné, viibec nic to
nefika o vyskytu této barvy ve zbylych ¢astech tseku, a tim
padem ani o vyskytu této barvy v celém tuseku.

Presto je toto pozorovani velice uzite¢né. Pokud jsme totiz
schopni rozdélit néjaky tsek na k ¢asti, o kterych jiz vime,
zda v nich mé néjakéa barva nadpoloviéni vétsinu, ziskdme
nejvyse k kandidatt na barvu zastoupenou v nadpolovi¢ni
vétsiné, a stacl ndm potom jiz jen ovéfit, zda néjaky kan-
didat nadpoloviéni vétsiny skuteéné nabyva.

Na této myslence budou stat vSechna feSeni, kterd si dnes
ukazeme. V kazdém z nich pro vhodné vybrané tuseky po-
sloupnosti pfedpocitame, zda v nich ma néjaka barva nad-
polovi¢éni vétsinu.

Diky tomu budeme schopni slozit libovolny dotazovany tisek
z nékolika predpocitanych, a zjistit tak kandidaty na nad-
polovi¢ni vétsinu. Nejprve si ukazeme feSeni bézici v Case
O(Nlog N). V ném budeme skladat kazdy dotazovany tsek
z nejvyse dvou predpocitanych tseki. V dalsich, rychlejsich
feSenich uz budeme potiebovat predpocitanych tsekt vice.

Jakmile ziskdme vSechny kandidaty, ovéfime pro kazdého
z nich, zda nabyva néjaky z nich nadpolovi¢ni vétsinu a
pripadné tuto vétsinu vratime.

Protoze jsme limitovani ¢asem O(1) na dotaz, bude nezbyt-
né v tomto Case zvladnout nejen rozdéleni tiseku na jednot-
livé ¢asti, ale i ovéreni Cetnosti kandidatu.

Precislovani barev

Ze zadani vime, ze ¢isla barev mohou byt pomérné vysoka.
Nam by se nicméné hodilo, aby jejich velikosti byly v roz-
sahu Ffadové tak velkém, jako je jejich pocet. Potom by by-
lo napfiklad mozné ¢isly barev indexovat pole o velikosti

O(N).

Precislovani provedeme takto: ke kazdé barvé si pozname-
ndme jeji ptvodni pozici, pak dvojice (barva, pozice) se-
tfidime podle barvy. Nasledné barvam pritadime nové ¢islo
podle poradi, v jakém se objevi, a tato nova ¢isla zaneseme
zpét na puvodni pozice. Zaroven si vytvorime pole, které
mapuje nové ¢islo zpét na puvodni hodnotu barvy.

Predvypocet a nasledné intervalové dotazy budeme ve vsech
popsanych fesenich provadét na ziskané precislované po-
sloupnosti, pfipadny vysledek precislujeme vyuzitim po-
mocného pole mapujiciho barvy v O(1) zpét.

Predpokladejme po zbytek TfeSeni, ze maji Cisla velikost
O(N*) pro néjakou konstantu k. MiiZzeme potom pouzit
prihradkové tfidéni. Celkova casova slozitost pfecislovani
tak bude O(N).

Nalezeni kandidatu

Nasim tukolem nyni bude pfepocitat pro vhodné vybrané
useky posloupnosti, zda v nich ma néjaka barva nadpolo-
viéni vétsinu tak, aby Sel kazdy tusek slozit z predpocitanych
Casti.

Predstavme si nejprve, ze je posloupnost rozdélena v po-
loviné a prichozi dotaz prochézi skrz tuto polovinu. Kazdy
takovy dotaz lze slozit ze sufixu prvni poloviny posloupnosti
a prefixu druhé poloviny posloupnosti.

Pokud bychom tedy pro vSechny sufixy prvni poloviny po-
sloupnosti a prefixy druhé poloviny posloupnosti predpoci-
tali jejich vétsiny, byli bychom schopni slozit kazdy inter-
valovy dotaz prochéazejici pres stied.

Protoze dotazované tseky obecné pres stfed prochazet ne-
musi, vybudujeme rekurzivné datové struktury stejného ty-
pu zvlast pro levou a pro pravou polovinu.

Pojdme rozebrat, jak rychle predpocitat prefixové ¢i sufixo-
vé vétsiny v néjakém tseku. Postup budeme popisovat jen
pro prefixy, postup pro sufixy je analogicky.

Zalozime si dvé pomocné pole, ktera budou indexované bar-
vami. To prvni bude slouzit jako pocitadlo a to druhé si bu-
de pro kazdou barvu pamatovat index posledniho navstive-
ného vyskytu. Déale si budeme udrzovat barvu s nejvétsim
zastoupenim v aktualnim useku. Pokud je takovych barev
vice, stacl si pamatovat jednu z nich.

Budeme postupné rozsifovat doprava prefix tiseku a pokaz-
dé zjistime, zda je v ném néjaka barva zastoupena v nad-
poloviéni vétsing.

Pfi rozsifeni prefixu aktualizujeme pole poslednich navsti-
venych vyskyti barev. Dale zvysime pocitadlo nové prida-
né barvy o jedna. Pokud cCetnost barvy prekonala aktual-
ni maximum, prohlasime ji za nové maximum. Nasledné
zkontrolujeme, zda je aktudlné nejéetnéjsi barva zastoupe-
na v nadpolovi¢ni vétsiné, a pfipadné ji ulozime. P¥ipiseme
k ni i posledni navstiveny vyskyt barvy, v budoucnu se nam
tato informace bude hodit.

Na konci nesmime zapomenout pocitadlo zase vynulovat.
To 1ze udélat opétovnym prichodem useku, nicméné tento-
krat budeme jen nulovat barvy, na které v prubéhu narazi-
me.

Timto postupem predpocitame vSechny potiebné prefixy a
sufixy. Podivejme se nyni na ¢asovou a pamétovou slozitost
celého vypoctu.

Vratme se zpét k myslence rekurzivniho déleni vstupu na
poloviny. Tuto strukturu si mizeme ptredstavit jako binarni
strom, jehoz vrcholy odpovidaji isekim posloupnosti. Ten-
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to strom mé O(log N) hladin a na kazdé z nich zpracujeme
vSech N prvki, byt v rdmci kratsich tsekt. Celkovy pocet
operaci tak bude O(N log N).

Na kazdé hladiné stromu navic vSechny jeji tiseky zakladaji
vlastni pomocné pole linearni s jejich délkou, takze kazda
hladina spotiebuje O(N) paméti a celkovd pamétova slozi-
tost pres vSechny hladiny ¢ini O(N log N).

SloZeni dotazu ze sufixu a prefixu

Nyni jsme schopni slozit kazdy dotazovany interval z sufi-
xu prvni poloviny néjakého tiseku a prefixu druhé. Pojdme
ukézat, jak takovy tsek nalézt.

Nabizi se algoritmus, ve kterém nejprve ovérime, zda do-
tazovany interval protina stfed, a pokud ano, nalezli jsme
hledany usek a muzeme slozit dotazovany interval ze sufixu
jeho prvni poloviny a prefixu druhé. Pokud interval stred
neprotina, lezi konce intervalu ve stejné poloviné a na do-
ty¢nou polovinu zavolame rekurzivné tentyz algoritmus.

Takovy postup uréité funguje, nicméné trva O(log N), coz
je pro nase ucely prilis pomalé. Zkusme jej urychlit. Nejprve
pomoci triku s bindrnim zapisem soutfadnic okraji zjistime
hloubku této rekurze.

K tomu si predstavme, Ze je délka posloupnosti mocninou
dvojky. Podivejme se na zapis indext prvkia ve dvojkové
soustavé. VSechny prvky v levé poloviné zac¢inaji nulou a
v pravé jednickou. Usek protina stied pravé tehdy, kdyz se
jeho levy a pravy okraj lisi v nejvyssim bitu. Pokud jsou
nejvyssi bity pravého a levého okraje totozné, lezi ve stej-
né poloviné a zbyvajici bity zapisi okraju popisuji jejich
vzajemné pozice v ramci této poloviny. Nejvyssi bit zapisu
proto miizeme zahodit a uplatnit rekurzivné stejny postup.
Timto zptsobem se postupné porovnavame pary bitd od
nejvétsiho po nejmensi, dokud nenarazime na prvni pér,
ktery se lisi.

K tomu se bude hodit binarni operace XOR. Ta porovnava
bity dvou zadanych ¢isel a vraci jako vysledek ¢islo, které
ma na pozici i-tého bitu 1 praveé tehdy, kdyz jsou i-té bity
obou ¢isel odlisné.

Souradnice okraje dotazovaného intervalu proto v konstant-
nim ¢ase vyXORujeme a ziskame ¢islo, které obsahuje vy-
sledky porovnani jednotlivych pozic. Nas zajima nejlevejsi
pozice, kde se bity ¢isel lisi. Hledame tedy nejvyssi jednicku
tohoto cisla.

Vyuzijeme toho, Ze ndam XOR vzdy vrati ¢isla ve stejném
rozsahu, jako je délka posloupnosti, takze si mizeme pted-
pocitat tabulku, jenz pro kazdé ¢islo obsahuje pozici jeho
nejvyssi jednicky. To mizeme udélat v linedrnim c¢ase vypl-
novanim tabulky od nejmensiho ¢isla po nejvétsi a udrzo-
vani si nejvétsi mocniny dvojky, kterd je mensi nebo rovna
aktualné zpracovavané hodnoté.

Zjistili jsme tedy hloubku rekurze, zbjyva nam vsak nalézt
samotny usek. K tomu vyuzijeme, Ze spolec¢né bity pozic
okrajli oznacuji poradi tiseku na dané trovni rekurze.
Ovéreni kandidatu

Uz tedy umime zjistit, které dva tiseky spojit. Pro kazdy
z nich zname nejéetnéjsi prvek. Zbyva oveérit, jestli néktery
z nich je nejcetnéjsi i v celém zadaném intervalu.
Zamérme se tedy na to, jak v konstantnim case pro kandi-
data ovérit v zadaném tseku jeho ¢etnost.

Nabizelo by se prosté zjistit pfesny pocet vyskyt kandida-
ta v zadaném intervalu. To lze v O(1) zjistit pomoci oby-

¢ejnych prefixovych soucti. Pokud bychom si vSak predpo-
¢itali prefixové soucty pro kazdou barvu a vzdy pro celou
posloupnost, stravili bychom O(N?) piedvypodétem.

Mohli bychom proto vyuzit pozorovani, Zze na jedné hladiné
rekurze pri hledani kandidatt staci prefixové soucty spo-
¢itat pro O(log N) rtznych barev, nicméné to je pro nase
ucely prilis silné a vysledné feseni by to zbytecné zpomalilo
logaritmus-krat.

Uvazme, zZe vlastné nepotiebujeme védét, jaka je pfesné cet-
nost kandidata v dotazovaném tseku, ale jen, jestli je pocet
jeho vyskyti vétsi nez polovina délky tseku. Vyuzijeme to-
ho, Ze pro kazdého kandiddta zndme bud jeho nejlevéjsi
nebo nejpravéjsi vyskyt.

Méjme nejlevéjsi vyskyt néjakého kandidata v dotazova-

ném useku délky d. Necht ¢ znac¢i jeho poradi v ramci vSech

vyskytt jeho barvy. Nahlédneme, Ze mé tento kandidat

nadpoloviéni vétsinu v dotazovaném useku, pravé kdyz pla-

ti, ze i+ | |-ty vyskyt lezi téz v dotazovaném tseku. Totéz
d

si rozmyslime i s nejpravéjsim vyskytem a vyskytem i—[ 5 ].

Pokud bychom tedy uméli v konstantnim case preskocit
z i-tého vyskytu barvy na j-ty, zvladli bychom ovéfit pro
kandidata jeho cetnost v konstantnim case. K tomu sta-
& vytvorit v O(N) pole indexované barvami, jez obsahuje
odkazy na pole pozic vyskytt dotycné barvy v rostoucim
poradi.

Zaroven si ke kazdé barvé v posloupnosti poznamename, na
jaké pozici v poli své barvy se nachazi.

Umime tedy v O(1) nalézt dva kandidaty i ovéfit jejich cet-
nost a ¢asové i pamétova slozitost algoritmu je O(N log N),
takze jsme splnili pozadavky zadani.

Zrychlujeme

Predchozi feseni bylo linearni k po¢tu predpocitanych tse-
ki. Pokud tedy chceme feSeni urychlit, budeme muset zmé-
nit, jaké tseky predpocitavame a jak z nich poté skladame
ty dotazované.

Doposud jsme skladali kazdy dotazovany usek nejvyse ze
dvou predpocditanych, pojdme konecéné pouzit pfi skladani
aseki vice.

V nasledujici ¢asti textu si predstavime feSeni bézici v ca-
se O(N loglog N). Toto feSeni vSak bude pomérné kompli-
kované, proto nejprve vysvétlime jeho hlavni myslenky a
teprve poté se budeme vénovat jeho jednotlivym c¢astem
podrobnéji.

Podstata rychlejsiho feseni spociva v rozdéleni celé posloup-
nosti na mensi bloky o velikosti ©(log N).

Prichozi dotazy potom budeme rozliSovat podle toho, zda
lezi uvniti jediného bloku tohoto rozdéleni, nebo zasahuji
do nékolika sousednich bloki.

Pokud nam bude polozen dotaz na tsek lezici cely uvnit#
n&jakého bloku, vyridime ho pomoci zvlast predpocitané
datové struktury pro tento blok.

Zajimavéjsi budou dotazy zasahujici do vice bloki. Kazdy
takovy dotaz lze slozit popofadé z prefixu bloku, néjakého
poctu celych blokt a sufixu bloku.

Prefixy a sufixy blokt si mizeme snadno predpocitat po-
dobné, jako jsme zpracovavali prefixy a sufixy tsekd jiz dii-
ve.

Cést dotazovaného intervalu skladajici se z celjch bloki vy-
feSime postavenim podobné rekurzivné datové struktury,



jakou jsme pouzili v pfedchozim feseni na celou posloup-
nost. Kazdou ¢ast intervalu celych bloku tak slozime z né-
jakého predpocitaného prefixu a sufixu, které se skladaji
z celych bloki.

Pri skladani tiseku si tak nakonec vystacime vzdy s nejvyse
Ctyfmi tseky. Ziskdme tak maximélné ¢tyfi rizné kandida-
ty, coz bohuzel trochu zkomplikuje ovérovani jejich cetnosti,
ale i s tim si nakonec poradime.

Dekompozice na bloky podrobnéji

Pokud ndm bude polozen dotaz na tisek lezici cely uvniti né-
jakého bloku, vyfidime ho pomoci pfedchoziho O(N log N)
algoritmu, ktery uplatnime na kazdy blok zvlast. Tentokrat
nicméné nebudeme pro kazdy blok precislovavat barvy a
pouzijeme pro vSechny stejné poéitadlo délky O(N).
Blokit je O (-l

O(log N loglog N), takze pfedvypocet vSech blokt zabere

dohromady O (lo]gVN -log N log log N) = O(N loglog N).

N ) a predvypocet kazdého bloku zabere

Pojdme vytesit piipad, kdy dotaz k¥izi vice blokt. Jak jiz
vime, kazdy dotaz zasahujici do vice bloku lze slozit z pre-
fixu bloku, néjakého poctu celych blokt a sufixu bloku.

Predpocitat prefixy a sufixy bloku jiz umime — Ize to udé-
lat obdobnym zpusobem, jakym jsme predpocitali prefixy
a sufixy v nasem O(N log N) algoritmu. Za kazdy sufix ¢i
prefix si opét mimo piipadnou nadpoloviéni barvu ulozi-
me i jeji nejpravéjsi ¢i nejlevejsi vyskyt. Vsimnéme si, ze je
nyni mozné pro oba kandidaty snadno ovéfit, zda nabyva
néktery z nich nadpolovi¢ni vétSinu v celém dotazovaném
tseku. Staci k tomu vyuzit idaje o nejkrajnéjsim vyskytu
a preskocit o polovinu délky celého tiseku v odpovidajicim
SIMEru.

Zajimavéjsi bude nalezeni a ovéfené Cetnosti kandidatu ve
zbylé Casti tiseku, tedy té sloZené z prefixu a sufixu celych
bloki. Bohuzel plati, Ze pokud pfi dotazu zndme kandidaty
pro prefix i sufix celych bloku, jejich vyskyty nemusi byt
nutné nejkrajnéjsi v dotazovaném useku a nas trik se sko-
kem nebude fungovat. Dalsi problém, ktery je tfeba vyfesit,
je jak vubec rychle predpocitat kandidaty pro dotyc¢né pre-
fixy a sufixy bloki.

S feSenim obou problémi ndm pomize nova uzite¢na dato-
vé struktura, kterou si predstavime v néasledujicich odstav-
cich.

Kdykoliv budeme v posloupnosti znat pozici néjakého vy-
skytu libovolné barvy, pomoci této struktury budeme schop-
ni v konstantnim ¢ase pro libovolnou jinou pozici ve stej-

ném bloku urcit nejblizsi vyskyt téze barvy smérem doleva
a doprava.

Zafixujme si konkrétni barvu a pfedstavme si posloupnost
nul a jednicek, kde na kazdé pozici je jednicka pravé teh-
dy, kdyz odpovidajici pozice ptivodni posloupnosti obsahuje
tuto barvu.

Vsimnéme si, ze kazdy blok této posloupnosti ma délku
O(log N) a obsahuje pouze nuly a jednicky. Takovy blok lze
snadno zakédovat jako ¢islo, které se vejde do konstantniho
poc¢tu pamétovych bunék, coz ndm umozni provadét s nim
zékladni operace v konstantnim case.

Toho vyuzijeme nasledovné: jestlize nas zajima nejblizsi
vyskyt dané barvy vlevo nebo vpravo od néjaké pozice
v ramci bloku, znamena to, Zze hledame pozici nejblizsiho
jednickového bitu vlevo nebo vpravo od odpovidajiciho bitu
v zakédovaném ¢isle tohoto bloku.

Tento problém lze vyresit vhodnym pouzitim bitové masky,
¢imz se prevede na nalezeni nejlevéjsiho nebo nejpravéjsiho
nenulového bitu v ¢islu. Napftiklad pro nalezeni nejblizsi-
ho nenulového bitu vpravo sta¢i pomoci masky vynulovat
v8echny vyssi (vyznamnéjsi) bity neZ dotazovany bit a na-
sledné v takto upraveném ¢isle uréit nejvyznamnéjsi (nej-
levéjsi) nenulovy bit.

Analogicky pro nalezeni nejblizsiho nenulového bitu vlevo
vynulujeme vSechny méné vyznamné bity nez dotazovany
bit a ve vysledném cisle nalezneme nejméné vyznamny ne-
nulovy bit.

Pozici nejvyznamnéjsiho bitu v daném disle lze nalézt po-
moci pfedpocitané tabulky. Zvolime-li délku blokd v nasem
feSeni jako k -log N, kde k je kladna konstanta mensi nebo
rovna jedné, velikost nejvétsiho ¢isla po vymaskovani bude
oklog N — Nk < N tudiz lze pouzit nasi tabulku, kterou
jsme pouzivali pfi nalezeni spravné arovné rekurze v pred-
chozim feSeni.

Stejné tak by si slo i pfedpocitat tabulku pro nalezeni nej-
méné vyznamného bitu, nicméné to neni tfeba — mame-li
¢islo x, lze snadno pomoci zakladnich operaci vytvorit ¢is-
lo, které obsahuje jen nejméné vyznamny bit a jinak samé
nuly. Rozmyslete si, pro¢ funguje vzorec x & ~(x-1).

Protoze se v ziskaném ¢isle nachézi jediny bit, vyuzijeme
k nalezeni jeho pozice nasi tabulku slouzici k nalezeni pozice
nejvyznamnéjsiho bitu.

Umime tedy v konstantnim ¢ase nalézt pro danou cifru
v ¢isle pozici nejblizsi jednicky zprava a zleva, nicméné si
jesté musime opatrit ¢isla kddujici jednotlivé bloky, na kte-
rych budeme popsané operace provadét.

To udélame tak, Ze si pro kazdou pozici v posloupnosti pred-
pocitame cislo, které bude kddovat blok, ve kterém dotyc-
na pozice lezi a které popisuje nulami a jednickami vyskyty
barvy nachézejici se na této pozici:

Pro kazdou barvu projdeme seznam pozic jejich vyskyt
a budeme si udrzovat, v jakém bloku se aktualné nacha-
zime a jaka je pozice prvni barvy v ramci seznamu pozic,
kterd se v tomto bloku téZ nachézi. Jakmile zjistime, ze
jsme vstoupili do nového bloku, projdeme vsechny vysky-
ty z pfedchoziho bloku a sestavime na zakladé jejich pozic
v ramci bloku ¢islo, které tento blok kdéduje.

Pokud nyni zname vyskyt néjaké barvy, mtzeme se podivat
na Cislo, které kéduje vyskyty barvy v jeho bloku a poté jiz
nalézt v konstantnim ¢ase nejblizsi jednicku zleva ¢i zprava
pro libovolnou dotazovanou pozici ve stejném bloku.

Predpoéitani a nalezeni blokovych kandidatu

Nyni nam uz nic nebrani se naplno zabyvat otazkou kandi-
datt blokové ¢asti dotazu.

Pfipoménme, Ze pldnujeme postavit podobnou rekurzivni
datovou strukturu, jakou jsme pouzili v pfedchozim Feseni
na celou posloupnost, ale tentokrat na posloupnosti blok.

Pokud tedy naptiklad tsek z celych bloku kiizi stfed po-
sloupnosti blokd, mazeme jej opét slozit z jednoho predpo-
¢itaného prefixu a sufixu polovin posloupnosti blokti. Jinak
rekurzivné uplatnime stejny postup na jednu z polovin po-
sloupnosti.

Nalezeni spravného blokového prefixu a sufixu mizeme udé-
lat se stejnymi bitovymi triky jako v O(N log N) feSeni.



Zajimavéjsi bude predpocitani jednotlivych prefixi a sufi-
xu. Postup ukdZeme opét jen pro prefixy. Béhem vypoctu
si budeme opét ukladat i nejkrajnéjsi vyskyty.

Prefixy budeme stejné jako minule postupné rozsirovat do-
prava o 1 blok. Pfi rozsifeni vyuzijeme toho, ze ma-li mit
néjakd barva po rozsifeni nadpoloviéni vétSinu, je to bud
ta, co ji ma ted, nebo ta, kterd tvoii vétsSinu v pfipojeném
bloku.

Zkusme nejprve ovérit, zda vétsinu prefixu tvoii stejnd bar-
va, jako ta, kterd tvoii vétSinu v nové pripojeném bloku.
Vyuzijeme toho, ze zname jeji nejpravéjsi vyskyt. Potom
muzeme ovérit Cetnost klasickym zptsobem skokem o po-
lovinu posloupnosti dopfedu.

Kontrola, zda si barva z prefixu pred rozsifenim zachovava
nadpoloviéni éetnost, se provede trochu vic komplikované.

Nejprve skoc¢ime na dalsi vyskyt po nejpravéjsim vysky-
tu kandidata v ramci prefixu blokt pred rozsifenim. Pokud
tento vyskyt lezi v nové pfipojeném bloku, pouzijeme bloko-
vou jednic¢kovou datovou strukturu a nalezneme nejpraveéjsi
vyskyt v rdmci nové pfidaného bloku. V pfipadé, ze tento
vyskyt lezi za pripojenym blokem, piipadné viibec neexis-
tuje, je nejpravéjsim vyskytem ten, ktery byl nejpravéjsi
v prefixu pred rozsifenim.

Jakmile zndme nejpravéjsi vyskyt, ovétime opét Cetnost tra-
di¢nim zpisobem.

Casova slozitost této ¢asti predvypocétu bude:

N N N
JR—— C _— = .
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Ovéfeni kandidata podruhé

Nyni jsme jiz schopni kazdy dotaz slozit z az 4 predpocita-
nych tsekl a ziskali jsme tak az 4 rizné kandidaty. Zbyva
nam ovérit, zda néjaky z nich skuteéné nabyva nadpoloviéni
vétsiny v dotazovaném tuseku.

Ovéfeni kandidata pochazejiciho z prefixu ¢ sufixu néjaké-
ho bloku jsme popsali jiz diive - zndme jeho krajni vyskyt a
miuzeme tedy zkontrolovat jeho ¢etnost preskocenim o polo-
vinu dotazovaného tseku, stejné, jako v predchozim feseni.

Pro prefixy a sufixy blokt uz bude situace trochu zajimavéj-
81, protoze nezndme nejpravéjsi ¢i nejlevéjsi vyskyt kandi-
data v celé dotazovaném tiseku, nicméné si opét pomizeme
nasi bitovou datovou strukturou. Postup ovéreni ukazeme
opét jen pro prefixy blokiu, sufixy by se délaly zrcadlové.

Zname nejpravejsi vyskyt kandidata v ramci prefixu blo-
ki, zkusme tedy skocit na dalsi vyskyt kandidata vpravo.
Pokud neexistuje, pfipadné nelezi v sousednim prefixu blo-
ku, zndme nejpravéjsi vyskyt a mizeme tedy ovérit ¢etnost
v ramci celého tseku.

Pokud se nachézi tento vyskyt v prefixu bloku, zndme né-
jaky vyskyt kandidata v ramci sousedniho bloku a pomo-
ci nasi jednickové datové struktury nalézt pro kraj prefixu
bloku nejblizsi vyskyt zleva.

Opét jsme nalezli nejpravéjsi vyskyt kandidata v celém tse-
ku a mizeme ovérit cetnost.

Jsme tedy schopni v konstantnim case vyfidit vSechny do-
tazy. Ziskali jsme tak Teseni, které k predvypoctu potiebuje
O(N loglog N) ¢asu a paméti.

S tim bychom se mohli spokojit, nicméné si ve zbytku to-
hoto textu ukazeme, jak pfedvypocet jesté urychlit.
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Vsimnéme si, ze v predchozim feSeni nejvice ¢asu zabral
predvypocet na dotazy nachézejici se uvnitt jednoho bloku,
nebot zbylé ¢asti algoritmu bézely v O(N).

Co kdybychom proto misto O(N log N) FeSeni pouzili na
bloky feSeni v ¢ase O(N loglog N)? Hle, nase nové feSeni
bézi v ¢ase O(N logloglog N). A co kdybychom tedy misto
toho pouzili na bloky toto feSeni?

Je patrné, ze si do feseni muzeme takto pridavat kolik logt
chceme, alesponi dokud je jich konstantni pocdet. Pojdme na
tom proto zalozit co nejrychlejsi algoritmus.

Vicetroviiova blokova dekompozice

Na predchozi tvahu o rekurzivnim uplatiiovani feseni na
bloky muzeme nahlizet jako na viceuroviiovou stromovou
datovou strukturu.

Na nulté arovni této struktury se nachazi kotfen reprezentu-
jici celou posloupnost. Z néj vedou hrany do prvni Grovné,
kde se nachézi vrcholy reprezentujici jednotlivé bloky délky
O(log N), na které je naSe posloupnost rozloZena.

Z kazdého vrcholu bloku obdobné vedou hrany do vrcholi
na druhé trovni, které reprezentuji rozklad daného bloku na
bloky velikosti O(loglog V). Tteti vrstva pak obsahuje blo-
ky délky O(logloglog N), ¢étvrta vrstva O(loglogloglog N)
a tak dale.

Potomci kazdého vrcholu jsou fazeni stejné, jako odpovida-
jici bloky v posloupnosti.

Listy této struktury reprezentuji nejdrobnéjsi rozklad po-
sloupnosti, na néz je zavoldn nas O(N log N) algoritmus.

Kazdy dotaz poté vyfizujeme tak, ze postupné prochazime
od kofene jednotlivé irovné a hleddme nejmensi blok, kte-
ry obsahuje cely dotazovany tsek. Jakmile jej nalezneme,
spustime odpovidajici feSeni.

K ziskdni co nejrychlejsiho feSeni se nabizi nastavit této
struktufe nejvétsi mozné mnozstvi tirovni, tedy takové, aby
bloky na posledni tirovni mély délku jedna. To by mélo za
nasledek, Ze by pocet trovni nebyl konstantni, takze by
nebylo konstantni ani naivni hledani spravného bloku pri-
chodem od korene.

S tim bychom si mohli poradit, nejprve bychom vynutili,
aby mély vSechny bloky na stejné Grovni stejnou délku. Po-
kud by poté dotaz zasahoval jen do jednoho bloku na prvni
arovni, nezélezelo ndm na tom, do jakého bloku prvni trov-
né pfesné padl. Diky pravidelné struktuie stromu by totiz
platilo, ze nehledé na blok bude vyfizen na stejné hladiné
a k vrcholu nejmensiho bloku obsahujici cely dotaz povede
stejna cesta.

Stacilo by si proto pfedpodéitat tabulku pro véech O(log N -
log N) druht dotazt, a ziskat tak moznost nalézt hledany
blok v konstantnim case.

Takovy postup by vedl na FeSeni bé&zici v ¢ase O(N log™ N).

My nicméné nebudeme v nasem findlnim FeSeni stavét da-
tovou strukturu s nekonstantni hloubkou. Misto toho si vy-
stacime se strukturou, kterd ma pouze tii trovné.

Vyuzijeme ptitom skutecnosti, Zze bloky na druhé, tedy nej-
niz$i trovni maji délku pouze O(loglog N). Jejich mal4 ve-
likost ndAm umozni na né uplatnit efektivnéjsi algoritmus
nez klasicky O(N log N), ktery jsme na bloky na posledni

trovni pouzivali doposud.



Diky tomu nakonec se nakonec dopracujeme k feSeni s cel-
kovou ¢asovou slozitosti O(N), coz je zarucené optimalni.

Linearni feSeni

Nase stromové datova struktura tedy bude mit celkem tii
arovné. Prvni dvé drovné jsme jiz popsali dfive, takze se ve
zbytku textu zaméfime pouze na tu posledni.

O té vime, 7e se celd skladd z bloka délky O(loglog N).
Predpokladejme bez Gjmy na obecnosti, ze vSechny bloky
této trovné maji stejnou délku d.

Zkusme nyni libovolné piecislovat barvy v kazdém bloku
¢isly 0,1,...,d — 1. To ma za néasledek, ze kazdy blok po-
sloupnosti nyni spad4 do jednoho z d¢ moznych druht blo-
ku.

Protoze je d ve srovnani se vstupem velmi malé ¢islo, nabizi
se otazka, kolik takovych druhd bloku vlastné existuje. Po-
kud by byl jejich pocet dostateéné maly, mohli bychom si
pro kazdy druh piedpoéitat viech O(d?) moznych dotazii.
Pri feseni dotazu na tfeti trovni by pak stacilo zjistit, do
jakého druhu spada blok, ve kterém se dotaz nachézi, na-
lézt odpoveéd v tabulce pro dany druh a dany dotaz, a tuto
odpovéd nésledné predislovat zpét.

Na této myslence bude stat nase feSeni.

Nejprve dokazeme, ze je druhti blok méalo, a odhadneme
potfebny pocet operaci na predvypocet vSech moznych do-
tazil pro vSechny bloky.

Zkusme proto odhadnout celkovy pocet riznych druhi blo-
k. Protoze plati, ze d € O(loglog N), omezme d shora vy-
razem c - loglog N, kde c je néjaka kladna konstanta vétsi
nez 1:

dd < (C . log IOg N)c-loglogN
_ Cc~10glogN . (loglog N)c~10glogN

—_ (log N)clogc . 20~loglog N-logloglog N.

Podivejme se na vyraz 26108108 N-logloglog N' ' lonkrétné na
jeho exponent. Bez ohledu na volbu konstanty ¢ bude tento
exponent pro dostateéné velkd N mensi nez %log N. Plati
proto:

2c~log log N-logloglog N c O( /N) .

Celkovy pocet druhti blokt tedy bude lezet v O((log N)* -
V/N), kde k je néjaké konstanta, a tudiz celkové v O(N).

Rozmysleme si navic, ze pokud si pro kazdy druh bloku
predpocitame vSechny mozné dotazy a predvypocet pro je-
den druh zabere polynomialni ¢as vzhledem k délce bloku d,
zustava celkovy ¢as na predvypodet v O(N).
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Nyni, kdyz vime, ze umime dostatecné rychle predpocitat
vysledky vSech dotazt na t¥eti irovni, zbyva vyresit, jak pro
kazdy blok v posloupnosti nalézt odpovidajici druh a jak
nakonec precislovat predpocitanou hodnotu zpét na sprav-
nou barvu.

Nejprve kazdy druh bloku zakédujeme do ¢isla o O(log N)
bitech. Pod takto vzniklymi ¢isly budeme v tabulce ucho-
vavat odpovédi pro prislusné druhy bloki.

Protoze si muzeme kazdy druh bloku predstavit jako se-
znam O(loglog N) éisel, z nichz kazdé ma bitovou reprezen-
taci délky O(loglog N), staéi tato ¢isla spojit do jednoho.
To Ize provést pomoci operaci souc¢tu a bitového posunu.

Dale kazdy blok v posloupnosti precislujeme a vytvorime
pomocné pole, které bude indexované precislovanymi bar-
vami a bude uchovavat jejich puvodni hodnoty.

Blok poté projdeme zleva doprava a zpracujeme jednotlivé
pozice. Pokazdé, kdyz se pfesuneme na novou pozici, zjis-
time nejprve, zda jsme jeji barvu jiz precislovali.

K tomu stac¢i nahlédnout na predchozi vyskyt dané barvy
(vzpometime si na pomocné seznamy pozic barev). Pokud
se tento vyskyt nachazi mimo aktudlni blok, narazili jsme
na barvu poprvé a prifadime ji nejnizsi dosud nepouzité
¢islo a aktualizujeme pole s ptivodnimi hodnotami barev.
Pokud se predchozi vyskyt nachazi uvnitt bloku, pouzijeme
¢islo barvy, na které byl precislovan.

Na zavér precislovany blok zakédujeme do ¢isla a tim jed-
noznacné ur¢ime jeho druh.

Tim je nase prace hotova. Pokud padne dotaz do bloku na
tfeti irovni, vezmeme ¢islo jeho druhu, najdeme v tabulce
odpovéd pro prislusny dotaz, a pfipadnou barvu s nadpo-
lovi¢éni vétsinou poté jednoduse pfecislujeme zpét na jeji
ptvodni hodnotu.

Nalezli jsme tak nakonec feSeni, které skutecné potfebuje
jen O(N) &asu na pfedvypocet a O(1) ¢asu na dotaz.

Ulohu pripravili: David Koldr,
Martin ,,Medveéd“ Mares

37-2-S Lexery utoéi

Serial lze odevzdavat za snizeny pocet bodd az do konce
kolniho roku. Resiteliim, kteii uz druhé sérii odevzdali,
rozesleme vzorové feSeni napiimo. Pokud chces tuto sérii
preskocit a zacit fesit dalsi dil, mtzes si o vzorové feseni
napsat na ksp@mff.cuni.cz.



KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

.‘ ma tf\[Z Webové stranky: E-mail: Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/| https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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