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Vzorova reseni druhé série tficatého sedmého roéniku KSP

37-2-1 Urychlovaé ¢&astic

K fesSeni tlohy mutzeme pouzit dynamické programo-
m1| vani.! To trochu pfipomina dikaz indukci — Nejprve
trividlné€ vyresime néjakou zmensenou verzi problému. Po-
té toto Feseni néjak rozsirime, aby fesilo o néco vétsi verzi
problému, poté jesté vétsi, a tak dale, dokud se nedostane-
me k pivodnimu problému.

Ulohu si nejprve zjednodusime tak, e budeme chtit jen spo-
Citat soucet izasnosti v nejlepsi posloupnosti premén, aniz
bychom tuto posloupnost nalezli. Zato feseni spocitame pro
kazdy cilovy prvek, ne jen pro hélium.

Nejprve musime najit néjaky zptisob, jak tlohu zmensit.
Nabizi se tfi moznosti:

1. Vyfesit tlohu pro mensi pocet prvka P.
2. Vyfesit tlohu pro mensi pocet nastaveni urychlovace V.
3. Vyfesit tlohu pro mensi pocet provedenych premén K.

Prvni dvé moznosti sice vypadaji lakavé, ale neni snadné
existujici Feseni rozsirit pridanim prvku nebo nastaveni. Za-
méfime se tedy na tfeti moznost.

Soucet uzasnosti nejlepsi posloupnosti k premén, ktera z vo-
diku vyrobi prvek s protonovym ¢islem p, si oznacime ja-
ko dp[k][p]. Pokud takové posloupnost neexistuje, pak bu-
de dplk][p] —o00. Nagim koneénym tkolem je spocitat
dp[K][2].

Pro k = 0 tlohu vyfesime snadno. Pomoci nula pfemén mii-
zeme ziskat jen vodik, a to se souc¢tem tizasnosti piemeén 0,
proto bude dp[0][1] = 0. Ostatni prvky viibec vyrobit ne-
mizeme, tedy pro p > 2 bude dp[0][p] = —oc.

Ted si musime rozmyslet, jak feSeni pro k pfemén rozsirit
na feSeni pro k+1 pfemén. Posloupnost k+ 1 pfemén ziska-
me tak, Ze vezmeme posloupnost k£ premén a pridame dalsi
preménu. Pro kazdy prvek se tedy podivame na vSechna na-
staveni n, kterd ho umi vyrobit. Pro kazdé z nich spocitdme
soucet jeho zasnosti a tzasnosti nejlepsi posloupnosti dél-
ky k — 1, ktera vyrobi potfebny vstupni prvek. Uzasnost
chceme maximalizovat, takze z téchto potencidlnich tzas-
nosti vezmeme tu nejvétsi. Ziskali jsme tedy tento vzorec:

dplk][p] =

max
preména a, —p

dplk — 1][an] + un

Maximum z prazdné mnoziny definujeme jako —oo.

Ziskali jsme tim tento jednoduchy algoritmus:

1. Pro k od 0 do K:

2. Propod1do P:

3. dplk]lp) « —o0

4. dp[0][1] «+ 0

5.

6. Prok od 1do K:

7. Propod1ldo P:

8. Pro kazdé nastaveni n vytvarejici prvek p:

9. dplk)lp]  max(dp[kl[p], dplk — 1)[an] + 1)

Pro implementaci tohoto algoritmu potfebujeme umét rych-
le najit vSechna nastaveni, ktera vyrobi dany prvek. Nasta-
veni bychom si mohli snadno pfedem roztfidit, ale snazsi fe-
Seni je pro kazdé k jednou projit vSechna nastaveni a kazdé
zapocitat do spravné hodnoty dp:

1. Pro k od 0 do K:

2. Propod1do P:
dp[k][p] <= —o0

dp[0][1] = 0

Prokod1do K:
Pronod1do N:
8. dp[k][vn] < max(dp[k][p], dplk — 1][an] + un)

Tento algoritmus bude mit ¢asovou slozitost O(KP+ KN),
pamétovou O(KP + N).

Jesté musime tento algoritmus upravit tak, aby kromé spo-
¢itani tzasnosti nejlepsiho feseni toto feSeni také nasel. Sta-
¢i, kdyz si u kazdé hodnoty v dp navic zapamatujeme, po-
moci kterého posledniho nastaveni jsme ji dosadhli. To nam
umozni postupné posloupnost pfemén zrekonstruovat od-
zadu dopfedu.

3.
4.
5.
6.
7.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-1.cpp

Ulohu pripravili: Michal Kodad, Ben Swart

37-2-2 Pohoti plné jezer

Pojdme nejprve rozebrat, jak zarucené uréit, kolik ma-
m1l ximalné vody se muze nachéazet na jednom vybraném
policku pohofi.

Vime, Ze se voda udrzi na néjakém policku pouze v pripadé,
ze nedokaze néjakou cestou pretéct pres okraj pohofi.

Uvazme potom libovolné policko p. Necht h, je nejvyssi
mozna nadmoiska vyska hladiny vody nachéazejici se na
tomto policku a odpovidéd souc¢tu jeho vysky a vysky nej-
vétsiho sloupce vody, ktery na ném jesté miize lezet.

Vsimneme si, Ze ndm libovolné cesta z p na okraj pohoti
poskytuje horni odhad maximalniho mnozstvi zadrzené vo-
dy na policku p. Je-1i totiz vyska nejvyssiho policka na cesté
z p na okraj rovna m, nemtze h, tuto vysku nikdy presih-
nout. To plati, jinak by v takovém piipadé existovala cesta,
na které by se nenachézela zadna prekazka vysokd, jako je

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

nadmorska vyska hladiny vody na policku p, a néjaka voda
by musela nutné odtéci.

Pokud bychom pro poli¢ko p vybrali ze vSech moznych cest
na okraj (t&ch bude kone¢né mnoho), takovou cestu, pro
kterou plati, Ze je maximum z jejich policek nejnizsi, ziskali
bychom nejnizsi a tedy i nejpfesnéjsi horni odhad.

Dokazme, Ze tento odhad odpovida skute¢nému mnozstvi
zadrzené vody.

Predpokladejme pro spor, Ze je maximalni mnozstvi zadr-
zené vody na policku p nizsi nez nés odhad. Pokud bychom
potom na prazdné policko p nalili mnozstvi vody odpovida-
jici hornimu odhadu a maximalni mnozstvi zadrzené zadr-
zené vody by bylo nizsi, musela by néjaka voda nutné odtéci
z policka p pry¢. Vime vsak, ze voda mtize odtéci jedin€ po
néjaké cesté. Na takové cesté by ovSem muselo byt kazdé
policko mensi, nez nadmorska vyska hladiny, jinak by byl
nékde proud vody zadrzen. Nalezli jsme tedy cestu z vybra-
ného policka na okraj pohofi, jejiz maximum je mensi nez
nas nejnizsi horni odhad. To je ovSem spor s predpokladem,
Ze jsme ptivodné nalezli takovou cestu, jejiz nejvyssi policko
je nejnizsi mozné.

Méame tedy zaruceny postup, jak nalézt pro libovolné po-
licko maximalni mnozstvi vody, které mutze zadrzet. Staci
nalézt pro dotycéné policko takovou cestu na okraj, jejiz nej-
vy$si policko je nejnizsi mozné.

Vyska nejvyssiho policka této cesty pak bude odpovidat
nadmorské vysce hladiny na policku p a odeCtenim vysky
samotného policka ziskame vysku vodniho sloupu a tedy i
jeho objem.

Pro vétsi prehlednost textu budeme cestu, jejiz nejvyssi po-
licko je nejmensi mozné, odted oznacovat jako nejnizsi. Dale
budeme hodnotu nejvyssiho policka libovolné cesty nazyvat
jeji vyskou.

Reprezentace pomoci vhodného grafu

Doposud jsme pracovali s grafem, ve kterém jsou trochu
neobvykle ohodnoceny vrcholy misto hran. Navic pracuje-
me s okrajem pohoti, ktery byl dosud v naSich tvahach
zastoupen vSemi policky na obvodu pohofti.

Pokusme se tedy, jesté nez se pustime do samotné feseni,
problém lehce preformulovat do takové podoby, o které se
nam bude 1épe premyslet. To udélame reprezentaci pohoti
pomoci vhodného grafu.

Tento graf bude obsahovat za kazdé policko jeden vrchol a
kazdé dva vrcholy budou propojeny hranou, pokud spolu
odpovidajici policka sousedi stranou.

Navic do tohoto grafu zavedeme novy vrchol, ktery bude
predstavovat okraj pohofi a bude propojen se vSemi vrcholy
po obvodu pohofti.

Nakonec ohodnotime kazdou hranu maximem z hodnot vr-
chold, které propojuje. V pripadé ohodnoceni hran vedou-
cich z vrcholu okraje si mizeme predstavit, ze je hodnota
vrcholu okraje rovna nule.

Nahlédneme, Ze je maximum z hodnot poli¢ek na libovolné
cesté a maximum z ohodnoceni hran na téze cesté v novém
grafu totozné.

Problém nalezeni nejnizsi cesty z policka p do okraje je
tedy ve staré i nové reprezentaci ekvivalentni, jen v nové
reprezentaci plyne ohodnoceni z jednotlivych hran cesty a
ne vrcholt.

ReSeni zaloZzené na Dijkstrové algoritmu

Nejprve néas problém pfevedeme do vyse uvedené grafové re-
prezentace. Nasim cilem nyni bude pro kazdy vrchol policka
zjistit vysku nejnizsi z néj do okraje vedouci cesty. K tomu
pouzijeme upraveny Dijkstruv algoritmus, ktery misto dél-
ky nejkratsich cest z vybraného vrcholu do vSech ostatnich
bude hledat vysku nejnizsich cest.

Ten spustime z vrcholu okraje. Plati totiz, Ze je kvtli obou-
smérnosti hran kazda nejnizsi cesta z vrcholu v do vrcholu

okraje zaroven nejnizsi cesta vedouci z okraje do vrcholu v,
a naopak.

Pro kazdy vrchol si budeme v pribéhu algoritmu pamato-
vat, jaka je vyska nejnizsi aktudlné znamé cesty vedouciho
z vrcholu okraje. Na poc¢atku bude mit vrchol okraje hod-
notu zaporného nekonec¢na a ostatni vrcholy budou ohod-
noceny nekoneénem.

Zaroven budeme pro kazdy vrchol rozlisovat t¥i stavy. Prvni
bude stav odpovida tomu, ze nebyl dosud nalezen. Jakmi-
le vrchol nalezneme, oznacime jej jako otevieny a naopak
v okamziku, kdy si budeme jisti s jeho ohodnocenim, vrchol
oznadime jako uzavieny.

Jediny vrchol, ktery bude na zacatku otevieny, bude vrchol
okraje. Zbyvajici vrcholy oznac¢ime jako nenalezené.

V kazdém kroku algoritmu vzdy vybereme otevieny vr-
chol u, do kterého vede cesta s aktualné nejmensi vyskou.
Tento vrchol prohlasime za uzavieny. Nasledné projdeme
jeho oteviené a nenavstivené sousedy.

Vsechny nenavstivené sousedy vrcholu u otevieme. Nasled-
né pro kazdého jeho souseda zjistime nejnizsi znamou vysku
cesty, ktery nejprve vede z okraje do vrcholu u a néasledné
vstoupi souseda pies hranu, jez je propojuje. To udélame
tak, Ze vezmeme maximum z nejnizsi zndmé cesty vedouci
do vrcholu v a ohodnoceni hrany, kterd jej spojuje s aktu-
alnim sousedem. Pokud je tato hodnota nizsi, nez nejlepsi
znama cesta vedouci do tohoto souseda, aktualizujeme ji.

Pojdme dokézat, Ze na konci béhu algoritmu budeme pro
kazdy vrchol znat vysku nejnizsi cesty vedouci do vrcholu
okraje.

Nejprve nahlédneme, ze ohodnoceni vrchold, v tom potadi,
v jakém je uzavirdme, nikdy neklesne. To plati, nebot ve
chvili, kdy néjaky vrchol uzavieme, je jeho ohodnoceni nej-
mensi ze vSech ostatnich otevienych vrchold a kazdé nové
ohodnoceni, kterym tento vrchol nebo libovolny z ostatnich
otevienych vrcholi ohodnoti nékterého ze svych sousedi,
bude vyssi nebo stejné.

Déle si vSimneme, ze kazdé ohodnoceni odpovida vysce né-
jakého skutecné existujictho sledu. Rozmysleme si, ze lze
kazdy sled zjednodusit na cestu, aniz by doslo k zhorseni
hodnoceni. Nemtze tedy nastat situace, kdy by algoritmus
ohodnotil néjaky vrchol nizsi hodnotou, nez je vyska jeho
nejnizsi cesty.

Stale ovSem mohl byt néjaky vrchol ohodnocen vyssi hod-
notou, nez je ta spravné, pripadné nemusel byt navstiven
vibec. Predpoklddejme nyni pro spor, Ze existuje néjaky
vrchol, jehoz nalezenad hodnota je vyssi nez vyska nalezené
nejnizsi cesty, pripadné nekonecno, protoze nebyl dotycény
vrchol viibec navstiven.
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Uvazme libovolnou nejnizsi cestu vedouci z tohoto vrcholu
na okraj. Vrcholu na této cesté, jehoz ohodnoceni odpovida
skutec¢né vysce nejnizsi cesty, fikejme dobry, jinak dotycny
vrchol nazvéme Spatnym.



Nejnizsi cesta zarucené obsahuje dobry vrchol, to je vrchol
okraje a Spatny vrchol, to je nas vrchol se $patnym hodno-
cenim.
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této cesté. Ten zarucené sousedi s dobrym vrcholem, kte-
ry se nachazi bliz k okraji. Protoze byl tento dobry vrchol
navs$tiven, nemohlo se stat, ze by nebyl Spatny vrchol na-
vitiven. Spatny vrchol tak byl alespoii jednou ohodnocen.
Spatné ohodnoceni by potom mohl ziskat jediné tehdy, kdy-
by byl uzavien diiv nez sousedni dobry vrchol, jinak by byl
spravné ohodnocen dobrym vrcholem. Na nejnizsi cesté je
skutecné ohodnoceni neklesajici a ohodnoceni $patného vr-
cholu je ostfe vétsi nez to skutecné, takze byl Spatny vrchol
uzavien s vétsi hodnotou a tedy i pozdéji nez dobry vrchol.

Potom by ale dobry vrchol tento vrchol ohodnotil spravnou
vyskou a musel by byt téz dobrym vrcholem. Dosli jsme
k hledanému sporu.

Algoritmus opravdu nalezne pro kazdy vrchol hledanou vys-
ku do néj vedouci cesty.

Pojdme zrekapitulovat celé Feseni.

Nejprve v O(RS) postavime grafovou reprezentaci pohori,
nasledné spustime upraveny Dijkstriv algoritmus a ziskdme
pro kazdé policko maximalni mozny objem vodniho sloupu.
Nakonec v O(RS) objemy secteme.

Pokud Dijkstriv algoritmus implementujeme pomoci binér-
ni haldy, dosdhneme ¢asové slozitosti O(RSlog RS) a pa-
métové O(RS).

Dodejme, Ze neni nutné v implementaci stavét cely graf.

Takova implementace je tfeba v nasem vzorovém zdrojovém
kédu.

ReSeni zaloZené na minimalni kost¥e

Na tuto tlohu existuje jesté jeden pohled, tentokrat zalo-
zeny na minimalni kostfe.

Plati totiz, Ze staci vzit libovolnou miniméalni kostru naseho
grafu a cesta mezi kazdym vrcholem a vrcholem okraje bude
vzdy nejnizsi.

Toto tvrzeni dokédzeme sporem. Méjme libovolnou minimal-
ni kostru a predpokladejme, Ze existuje vrchol, pro ktery
plati, Ze cesta v minimalni kostfe mezi nim a vrcholem okra-
je neni nejnizsi.

Vezméme nyni libovolnou nejnizsi cestu do tohoto vrcholu
a vyberme z ni ty hrany, které nelezi v minimalni kostfte.
Kazdou z téchto hran zkusime vlozit do miniméalni kostry.
Tim ndm vZdy vznikne v grafu cyklus. Pokud je v tomto
cyklu tato hrana nejvétsi, zahodime ji a zkusime do grafu
vlozit dalsi. V pripadé, ze v cyklu existuje néjaka ostre vét-
§1 hrana nez nami pfidana, muzeme ji odstranit, zbavit se
cyklu a ziskat kostru s nizsi velikosti. To by byl ovS§em spor
s pfedpokladem, ze byla ptivodni kostra miniméalni.

Tato situace tedy nesmi ani jednou nastat. Pokud by ovsem
byla kazda z vyzkousenych hran nejvétsi hranou ve svém
cyklu, musela by cesta po hrandch v minimélni kostie byt
nejvyse tak vysoka, jako ta nejnizsi, coz je zase spor s pred-
pokladem, ze miniméalni kostra nejnizsi cestu neobsahuje.
V kazdém pripadé jsme dosli ke sporu, takze je tvrzeni do-
kazéno.

V naSem feSeni tak nejprve nalezeneme v grafové reprezen-

taci problému néjakym algoritmem minimalni kostru.

Ve vzniklé kostie pak jiz je tfeba jen spocitat vysku ces-
ty mezi kazdym vrcholem a vrcholem okraje a ziskat tak

objem vodniho sloupu nad kazdym polickem. To lze udélat
napiiklad pomoci prichodu do sifky zacinajicim ve vrcholu
okraje.

Casovéa a pamétova slozitost algoritmu zévisi na algoritmu
pouzitém k hledédni minim&lni kostry, nebot vSechny ostatni
kroky jsou linearni v case i paméti s velikosti pohofi.

Pokud pouzijeme k hledani minimalni kostry algoritmus
z kucharky, ziskdme FeSeni bézici v ¢ase O(RS log RS) s pa-
métovou slozitosti O(RS).

Dodejme pro zajimavost, ze spolu oba uvedené zptisoby Te-
Seni tzce souvisi. Reseni zaloZzené na Dijkstruv algoritmu
totiz odpovida hledani minimalni kostry pomoci Jarniko-
vo algoritmu, ve kterém rovnou pocitadme vysku nejnizsich
cest.

Linearni feSeni

Ulohu lze tesit jesté trochu rychleji. Pouzijeme k tomu pred-
chozi feSeni zalozené na miniméalni kostre.

V ném nas nejvice zdrzovalo samotné hledani minimalni
kostry, nebot ostatni ¢asti algoritmu byly linedrni s velikosti
pohori.

vvvvv

mi v obecnych grafech rychleji, nez to umi nas algoritmus
z kuchatky, my misto toho nicméné vyuzijeme poznatku, ze
ma& nas graf pomérné specificky tvar.

Odpovida totiz ¢tvercové miizce s jednim vrcholem navic,
ktery je propojen s kazdym vrcholem na obvodu této mtiz-
ky. Takovy graf lze nakreslit bez kiiZeni hran a je tedy ro-
vinny.

K nalezeni minimalni kostry v nasem grafu tentokrat po-
uzijeme Boruvkiav algoritmus. PopiSeme jen jeho pribéh,
pripadny dtkaz spravnosti 1ze nalézt naptiklad v Medvédo-
vo Privodci labyrintem algoritmd.

Boravkuv algoritmus ve svém prabéhu udrzuje les, do kte-
rého postupné pridava vhodné hrany z grafu tak dlouho,
dokud se z tohoto lesa nestane minimalni kostra.

Toto ¢ini v jednotlivych iteracich. Na poc¢atku prvni itera-
ce udrzovany les odpovidéd izolovanym n vrcholim grafu.
V kazdé iteraci potom algoritmus vybere pro kazdy strom
v aktualnim lese nejleh¢i hranu, ktera dotyény strom propo-
juje s néjakym jinym stromem lesa. VSechny takové hrany
do lesa algoritmus nasledné ptida.

Pokud jsou hodnoty hran unikatni, nevznikne nam po zad-
né iteraci pridanim hran cyklus a pocet stromt tohoto lesa
se pokazdé alespon dvakrat zmensi, dokud po O(logn) ite-
racich nevznikne minimalni kostra.

My ovSsem nemame unikatnost hran vibec zaruc¢enou. M-
zeme si pomoci tak, ze jednotlivé hrany ohodnotime uspoia-
danou trojici, jejiz prvni hodnota bude piivodni ohodnoceni
hrany a druhé dvé budou odpovidat vrcholtiim, mezi ktery-
mi hrana vede. Takové ohodnoceni hran jiz bude zarucené
unikatni. Hodnoty hran budeme porovnavat lexikograficky.

Boravkuv algoritmus dale upravime, aby kazdy strom lesa
udrzoval kontrahovany do jednoho vrcholu. Iterace v takto
upraveném grafu bude vypadat tak, ze si kazdy vrchol vy-
bere nejleh¢i incidentni hranu, tyto hrany algoritmus zkon-
trahuje a zapamatuje si, zZe patii do miniméalni kostry.

Popisme, jak provést rychle potfebné kontrahovani.

Nejprve prohledame les vznikly po prvni ¢asti iterace a pfi-
fadime kazdému vrcholu ¢islo komponenty, v niz se nachazi.



Nasledné precislujeme hrany podle ¢isel komponent.

Hrany spojujici vrcholy v téze komponenté poté precislu-
jeme zpét (informace o vrcholech, které hrany na zaéit-
ku propojovaly jsou diky nasi apravé jiz obsazeny v jejich
ohodnoceni) a pfiddme je do seznamu hran minimélni kost-
ry. Ve zbytku algoritmu s nimi jiz nebudeme pracovat.

Zbyly ndm jen hrany spojujici jednotlivé stromy, nicméné
nasledkem precislovani mohou byt nékteré z nich nésobné.
Zbavit se jich muzeme lexikografickym prihradkovym t¥i-
dénim. Pomoci néj dostaneme nasobné hrany k sobé. Nyni
stacl projit posloupnost hran a z kazdého tiseku nasobnych
hran ponechat pouze tu s nejmensi hodnotou.

Pojdme urcit, jakou bude mit takto upraveny Borivkiv
algoritmus na rovinnych grafech ¢asovou slozitost.

Zkusme nejprve odhadnout, s kolika nejvySe hranami nas
algoritmus bude v jednotlivych iteracich pracovat.

K tomu vyuzijeme dvou uziteénych vlastnosti rovinnych
grafi. Jednak plati, Zze rovinny graf zistane po kazdém
kontrahovani hran nadéle rovinny. Pro kazdy rovinny graf
o n vrcholech navic plati, ze obsahuje méné nez 3n hran.

Z predchozich poznatkd plyne, ze v kazdé iteraci pracu-
jeme s linedrnim poc¢tem hran vzhledem k poc¢tu vrchold.
Prihradkové tiidéni tak bude bézet v linedrnim case vzhle-
dem k poCtu vrchola a tedy i hran. Stejné rychlé budou i
zbylé Casti iterace.

Celkovou c¢asovou sloZitost ziskdme sectenim poctu opera-
ci pres jednotlivé iterace. Jejich pocet v kazdé iteraci zhora
odhadneme pomoci horniho odhad pocétu hran, to je trojna-
sobek poctu vrcholtl, nasobeny néjakou konstantou. Vime,
Ze se pocet vrcholu v kazdé iteraci alespon dvakrat zmensi.
Tim dostavame pro graf o n vrcholech geometrickou po-
sloupnost, ktera se se¢te na O(n).

ProtoZe nas graf obsahuje celkem O(RS) vrchold, bude vy-
sledné casovd slozitost O(RS), coz je asymptoticky opti-
malni.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-2.py

Ulohu pripravili: Daniel Culliver,
Michal Kodad, David Kolar

37-2-3 Chov ovci

Pojdme najit osové zarovnany ¢tverec A x A s pravé K bo-
dy uvnitf. Na to pouzijme zndmou geometrickou techniku,
totiz zametani roviny.2 Viimnéme si totiz, Ze pokud najde-
me libovolny ¢tverec odpovidajici nasim pozadavkam, tak
ho muzeme posouvat doleva, dokud by posunuti nepfidalo
nebo neodebralo néjaky bod. To samé plati pro posunuti
nahoru. Tedy alespoii jedna z vertikdlnich hran bude (nebo
tésné nebude) mit na sobé bod. A to samé plati pro jednu
z horizontalnich.

A jak na to? Budeme si udrzovat pas vysky A, ktery bude
obsahovat vSechny body se soufadnicemi mezi y, a y, + A.
Timto pasem budeme zametat rovinu a pro kazdou pozici
pas zkouset hledat ¢tverec, ktery mé horizontalni hrany na
pasu. V predchozim odstavci jsme zduvodnili, Ze nam staci
uvazovat pouze pozice Ctverce, kde na jedné hrané tésné
bude, nebo nebude bod. Tedy zajimavé situace nastavaji
pouze, kdyz nam bod do pasu pfibude nebo vypadne.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid

A tedy pro kazdou takovouto pozici pasu stac¢i vyzkouset
vSechny mozné pozice ¢tverce. Pokud si aktualni body v pa-
su budeme udrZovat v sefazené podle z (sekunddrné podle
y) v bindrnim vyhleddvacim stromé, staci najit bod s sou-
fadnici = spliujici: Ctverec s levym hornim rohem (y,, z)
obsahuje K bodt. (Zase pouzijeme argument s posunutim.)

A jak najdeme dany ¢tverec? Projdeme vSechny body v pa-
su. — Pokud mé ¢tverec zacinat na soutadnici x; (kde 7 je
pofadi bodu v bvs), pak aby mél K bodt, musi:

e 1, je prvni bod s takovouto soufadnici: z;_1 < z; (Jinak
bychom ¢ast bodt s touto soufadnici vzali a jinou ne.)

® Obsahovat nasledujicich k bod: z;4r—1 < z;+A (VSech-
ny na predchozich indexech maji vétsi x.)

e Zbylé body neobsahovat: z; > x; + A (VSechny nésle-
dujici body jsou vétsi.)

Casovou slozitost uréime nésledovné: Pozic pasu je O(N),
pro kazdou pfidavame bod do binarniho vyhledavaciho stro-
mu (O(log N)) a zkousime vSechny pozice ¢tvercti (O(N)).
Celkem O(N(log N + N)) = O(N?).

o B, [
T

Zrychlujeme

Na posledni zrychleni si v§imnéme, ze pokud vklddame ne-
bo odstranujeme bod do naseho pésu, tak toho nové naleze-
ny ¢tverec musi vyuzivat. Jinak bychom ho nalezli uz dfiv.
Proto sta¢i v nasem binadrnim vyhledavacim stromé K po-
zic doleva a K doprava od naseho ptidaného (odstranéného)
bodu. Navic ale potfebujeme do BVS ptidat velikosti pod-
stromt, abychom mohli v ném rychle najit bod na daném
indexu.

Nicméné si musime dat pozor na pfipad, kdy vice bodu
ma stejnou y-novou soufadnici. Pro predchozi feseni jsme
mohli vSechny body pfidat nebo odebrat naraz a poté projit
cely strom. Néco podobného udélame i zde, jen musime byt


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie

opatrnéjsi. Nejdiiv si vSechna pridani se stejnou souradnici
seskupime. Totéz pro vSechna odebrani.

Pti ptridavani skupiny bodt nejdiiv vSechny body pfidame,
a potom si najdeme jejich pozice ve binarnim vyhledavacim
stromé. Pokud body odebirame, budeme si vyhledavat po-
zice, na kterych by ve vysledném stromé byly, kdybychom
je tam nechali. (Tedy index nejblizsiho vétsiho prvku.) Poté
akorat zkontrolujeme okoli nalezené kazdé pozice.

1. udalosti < {Pfidej bod ¢, v ¢ase y;} U {Odeber bod
i, v Case y; + A}

2. sefad(udélosti) 4 O(NlogN)
3. seskup(udélosti) 4 O(N)
4. body < BVS()
5. Pro kazdou udélost u € udalosti: a1 0(U)
6. Pokud w je pfidani:
7. Pro b € u.body: a1 O(Uy)
8. body.ptidej(b) 1 0O(log N)
9. Pro b € u.body: 1 O(Uyg)
10. ip < body.find(b) <1 O(log N)
11.  Jinak w je odebrani:
12. Pro b € u.body: a1 O(Uy)
13. body.odeber(u.bod) 1 0O(log N)
14. Pro b € u.body: 4 O(Uy)
15. ip < body.nejblizsi_vétsi(u.bod) < O(log N)
16.
17. Pro b € u.body: a1 O(Uy)
18. tb < body.podposloupnost (i, — k, ip+k+1) < tb
— testované body, O(log N + K)
19. Pro vSechna 1 < j < 2k + 1: 4 O(K)
20. Pokud tb[j — 1] < tb[j] a tb[j + k — 1] <
tbj] + A < tb[j + k]:
21. Nasli jsme ctverec.

Kde U je pocet udalosti a Uy pocet bodl v k-té udélosti.
Pro kazdy bod délame O(log N 4+ K) operaci, takze nase
nové casovd slozitost bude O(N(log N + K)) = O(NK +
NlogN).

Ulohu pripravil: Dan Skyjpala

37-2-4 HTTP bludiste

1. kol: Autentikace
V prvnim tkolu na nas server vybafne 401 Unautho-
M1l rized. Ale nastésti v poli hlavicky X-Hint napovi, jaké
je spravné heslo. Tak si vymyslime néjaké uzivatelské jmé-
no (t¥eba hroch), pouzijeme autentika¢ni metodu Basic a
zkusime to znovu.

Tak jednoduché to ovSem neni: server nas vyzene s 403
Forbidden a vysvétlenim, ze pravo stahnout si heslo ma
jeding root (spravce serveru). Zkusime tedy zménit uziva-
telské jméno na root a server spokojené posle soubor typu
text/plain s klicem.

2. tikol: Formular

Server nas nejdiiv piesméruje (307 Temporary Redirect)
na .../form.cgi?task=37-2-4&what=key a nasledné nam
vysvétli, ze pouzivime Spatnou metodu (405 Method Not
Allowed). Nastésti, jak standard kaze, pfipoji Allow:, kde
prozradi, ze jedina podporovana metoda je POST, a vysvétli
ze ocekava POST webového formuléfe.

Podle kuchatky mame tedy odeslat obsah formulaie ja-
ko Content-Type: application/x-www-form-urlencoded
(jinak dostaneme 415 Unsupported Media Type). Potom
nas server navede odpovédi 422 Unprocessable Content,
ze vyzaduje argumenty task a what. Zkopirujeme je tedy
z puvodniho URL a server odpovi pfesmérovanim 303 See
Other na textovy soubor s kli¢em.

Mimochodem, kdybyste misto what=key poslali what=hint,
doslechli byste se, ze ndpovédy nevydévame :)

3. ukol: PUT

Ve tretim tkolu se opét dozvime, Ze metoda GET neni pod-
porovana. Tentokrat mame pouzit PUT a nahrat tak své jmé-
no. Télo musi mit textovy Content-Type, jinak ho server
odmitne s 415 Unsupported Media Type. Musime uvést
délku téla (jinak 411 Length Required) a ta nesmi byt
vétsi nez 1000 byt (nechceme-li dostat 413 Request En-
tity Too Large). V odpovédi na PUT obdrzime heslo.

4. tkol: Varianty

Zde na prvni pokus server odpovi 300 Multiple Choices
a nabidne ndm vybér z nékolika variant: minotauros.gif,
minotauros.xml a minotauros.png.

Pozadame-li o GIF, server ho odmitne vydat s 4561 Unavai-
lable for Legal Reasons a odkazem na znamou kontro-
verzi kolem poftwarovych patentt na kompresi LZW. Od-
mitnuti je nicméné doprovazeno omluvou a nabidkou kom-
penzace ve vysi jednoho dolaru. A vskutku: v hlaviéce od-
povédi objevime X-Coin: $1. Heslo ovSsem nikde.

Tak zkusime XML a dostaneme dokument ve formatu XML,
v némz je oc¢ividny element <klic> s ocekavanym obsahem.

Intermezzo: Odznaéek

Co kdybychom zkusili jesté PNG? To by nas s omluvou, ze
dokument byl do¢asné pfesunut, pfesmérovalo (307 Tem-
porary Redirect) na .../img/1/minotauros.png. Tam
bychom dostali presmérovani na .../img/2/... atd. Kdo
si to vyzkousel, zjistil, Ze server umi libovolné velka cisla,
takze posloupnost presmérovani je nejspis nekonecéna.

Pokud méame hravou naladu, zkusime se podivat na konec
nekonecné posloupnosti: misto ¢isla napiSeme nekonecno,
nekone&no, infinity nebo oo (v UTF-8). To piekvapivé
funguje a obdrzime 303 Found something at infinity
s Location: odkazujici na URL typu mailto: — pozada-
vek na odeslani mailu organizatortim, jehoz pfedmétem si
fikdme o odznécek.

5. ukol: Pigzip

V tomto tikolu ndm server hned posle kli¢. Jenze ouha, kli¢
je ve formatu application/x-pigzip, zkomprimovany do
fetézce 42. X-See-Also nam prozradi, Zze Pigzip je narazka
na davny linuxovy comics Hackles,® kde prasitko Preston
vyvine novy kompresni algoritmus, schopny cokoliv zkom-
primovat do 3 bajtti. Jen ma zatim potize s dekompresi . . .

3 https://web.archive.org/web/20060924193925/http://www.hackles.org/cgi-bin/archives.pl?request=31(
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Ani my nedokézeme Pigzip dekomprimovat, tak si v§imne-
me, ze v hlavicce odpovédi je jesté Vary: Accept a Accept-
Ranges: bytes. To druhé nés jesté nezajima, ale prvni na-
znacuje, ze server nejspis podporuje domlouvani se na typu
dat.

Nevime ovsem, o jaky typ si fici. Accept: text/plain ani
nic podobného server neni ochoten splnit. Co tedy chce-
me? Inu, cokoliv kromé Pigzipu. To se da fici jako Accept:
*x/*;9=1.0, application/x-pigzip;q=0.9.

Server malem odpovi s Content-Type: application/x-
ksp-key, ale v posledni chvili se zarazi, Ze je odpovéd moc
dlouh4 (413 Request Entity Too Large) a dodd, Ze ne-
konec¢né soubory neposila. Neni divu, Ze na to potfebovali
Pigzip ...

Vzpomeneme si tedy na Accept-Ranges a zkusime poslat
pozadavek na néjaky interval, tfeba Range: bytes=0-1000.
Dostaneme 206 Partial Content s télem, v némz se opa-
kuji fadky klic=.... Vida.

Dodejme, Ze kdybychom si fekli o interval delsi nez 1 KB,
dostali bychom také status 413.

6. tkol: Ach ty keSe

V tomto tkolu ndm server ochotné posle pozadovany sou-
bor. Jenze v ném je napsano, ze kli¢ zatim nebyl nastaven
a mame to zkusit znovu po vydani 2. série. Last-Modified
nam prozradi, ze tento soubor opravdu vznikl pred vyda-
nim série, a podle pfitomnosti Age pozname, Ze mezi nami
a serverem stoji kes, kterd si soubor zapamatovala. A pa-
matovat si ho nejspis bude dost dlouho, protoze uvedené
Expires je v daleké budoucnosti.

Nastésti miizeme kesi pomoci Cache-Control: no-cache
nebo max-age nafidit, aby sehnala cCerstvy obsah. V ném

uz kli¢ cinka.
7. ikol: Vhodte minci

V poslednim tkolu nam server odmité vydat kli¢, dokud
nezaplatime: 402 Payment Required. A pry mame vlozit
minci. Tak si vzpomeneme, Ze ve 4. tikolu jsme jednu minci
ziskali. Posleme tedy s pozadavkem X-Coin: $1 a hle — je
tu klic.

Zavérem

Vzorovy program si vystacéi s pythoni knihovnou requests,
ktera vSechny potfebné ¢asti HI'TP bud pfimo umi, nebo
si je jde objednat ru¢nim nastavenim hlavicky.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-4.py

Uloha je inspirovand Medvédovou davnou tlohou v soutézi
Po dratd. Dekujeme Jefovi Poskanzerovi za minimalisticky
webovy server phttpd, z néjz nase implementace vychézi.

Ulohu ptipravili: Honza Cernohorsky,
Martin ,,Medvéd“ Mares

37-2-X1 Intervalové vétSiny

Protoze se nikomu nepodarilo tuto tlohu vyfesit, rozhodli
jsme se, ze prodlouzime jeji deadline do konce 3. série. Navic
vydavame _néﬁovédi], ktera vam snad pomuze k FeSeni.

37-2-S Lexery utoéi

Serial 1ze odevzdavat za snizeny pocet bodu az do kon-
ce $kolniho roku. Resiteliim, ktefi uz prvni sérii odevzdali,
rozesleme vzorové feseni napiimo. Pokud chces tuto sérii
preskocit a zacit fesit dalsi dil, mtzes si o vzorové feseni
napsat na ksp@mff.cuni.cz.



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-4.py
http://podrate.ucw.cz/
http://www.acme.com/software/thttpd/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-2-X1

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

.‘ ma tf\[Z Webové stranky: E-mail: Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/| https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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