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37-3-1 Robot

Najdolezitejsie pri rieSeni tejto tlohy je uvedomit si, aké
1| pripady mozu nastat. Ked im budeme rozumiet, moze-
me uz tulohu vyriesit pomocu jednoduchého prehladévania
grafu.

Zaujima nas, ktoré policka skladu st dosiahnutelné, teda na
ktoré vieme robota prinatit ist. Uréite to plati pre policko,
na ktorom zaéina. Dalej teda musime ist z neho. Pokial m4
toto policko jedno alebo dve volné susedné policka, mozeme
robotovi prikazat isf na opacné pole, nez chceme aby Siel,
a prinatit ho tak spravit krok pozadovanym smerom.

Pokial mé v8ak susednych poli¢ok viac, ma robot po kaz-
dom prikaze asponi dve moZnosti kam sa pohnif, a teda
nevieme ho dostat ani na jedno susedné policko, pretoZe sa
vzdy pohne inak, nez chceme.

Staéi ndm teda spustit BFS alebo DFS z poc¢iatoéného po-
licka a pokracovat len po poli¢kach, ktoré maji najviac
dvoch susedov. Vzdy ked takto ndjdeme pascu, uréite je do-
siahnutelnd, takze vSetky pasce, ktoré ndjdeme, budi ozna-
¢ené spravne. Funguje takéto rieSenie? Bohuzial nie.

Problémom je, Ze stdle mozu existovat pasce, ktoré sme
tymto procesom neoznacili. V nasledujicom priklade mo-
7eme vyséavaé naviest do kazdej pasce napriek tomu, Ze do-
terajsim algoritmom by sme neoznacili ani jednu:

##.P.
V.. .#P
##.P.

Ale v tomto podobnom priklade mdZzeme vysdvaé naviest
iba do prvej pasce v strednom riadku, nevieme ho naviest
do Ziadnej zo zvys$nych troch.

##.P . ##
V..#P.P
##.P . ##

Predoslym algoritmom by sme oznacili len prvé tri polic-
ka cesty k pasciam (vrdtane zaciato¢ného). Vyuzijeme te-
da tieto priklady a priddme pozorovanie: okrem predoslych
oznacenych pasci dokdZeme vysdvaé naviest aj do takych,
ktoré

1. lezia na ceste, ktora spaja oba vychody z krizovatky.

. lezia na krizovatke, kde sa stretavaju vsetky vetvy, na
ktoré sa nejaké cesta deli (ale nie do takych, ktoré lezia
na ceste do tejto krizovatky, pretoze vysavac si vzdy vie
vybraf int z ciest, aby sa im vyhol).

Tieto pasce vieme najst tak, Ze z kazdej pasce spustime
BFS prehladéavanie, ktorym sa poktsime dostat na Startov-
né policko. Pokial navstivime krizovatku (¢o vieme zistit
z poctu susedov daného policka), oznacime si, Ze na to,
aby sme z nej mohli pokradovat, musime ju navstivit este
raz za kazda dalsiu cestu, ktord do nej vedie, okrem tej,
ktorou chceme pokracovat (teda o dva menej, ako je pocet
jej susednych policok, pretoze z jedného sme prave prisli a
jednym odideme).

Vzdy, ked dant krizovatku navstivime znova, jej pocita-
dlo znizime. Ak sa pocitadlo krizovatky dostane na nulu,
priddme ju do fronty pokracujeme z nej pri prehladévani.
Ak narazime na Startovné policko, oznac¢ime pascu, z ktorej
sme zacali prehladdvanie, ako dosiahnutelnt.

Toto prehladévanie mé ¢asovi zlozitost O(Rx S x P), kde P
je pocet pasti, pretoZe teoreticky moze byt potrebné prejst
pre kazdu pascu cely sklad.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-1.py

Ulohu pripravili: Daniel Culli-
ver, Jan ,Janci“ Plachy

novali. Proto nejprve vyfeSime jeji jednodussi variantu.
Pak si uvédomime, pro¢ primocaré zobecnéni tohoto reseni
na celou tlohu nefunguje. Néasledovat bude nékolik pozoro-
vani o struktufe optiméalni posloupnosti prikazt, ze kterych
nakonec vykoukame, jak feseni opravit.

Jednodussi tloha

Nejprve si rozmyslime, jak by se iloha feSila s méné svéraz-
nym textovym editorem, ktery by vkladal a mazal samo-
statné znaky. VSimneme si, Ze takové piikazy jsou na sobé
nezavislé — v optimalni posloupnosti piikaz se jisté nesta-
ne, ze bychom vlozeny znak pozdéji smazali. Diky tomu
mizeme piikazy sefadit zleva doprava: dostaneme posloup-
nost vkladéni, mazéani a posuni kurzoru doprava.

Oznacime « vstupni text a n jeho délku, podobné 5 vy-
stupni text a m jeho délku. Déle bude ai] znacit i-ty znak
fetézce a (indexovéno od 0) a «f : 9] prefix tvofeny prvnimi
i znaky Fetézce «, tedy a[0]a[l]...afi —1].
Definujme ¢islo D(4,j) jako minimalni pocet piikazi, kte-
rymi z «af : i vytvoiime 5[ : j]. Rozebereme, ¢im mize
optimalni posloupnost pfikazi konéit:
o vkladdnim — tehdy jsme z «f : 4] vytvorili 8] : j—1], nacez
jsme vlozili znak [j—1]. Proto je D(4,j) = D(i,j—1)+1.
® mazdnim — tehdy jsme z «af : i — 1] vytvofili [ : j], nacez
jsme smazali znak S[i—1]. Tedy je D(i,7) = D(i—1,5)+1.
® posunem kurzoru doprava — z prefixu af : i — 1] jsme
vytvofili 8] : j — 1], nadez jsme pfeskocili znaky afi — 1]


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-1.py

a B[j — 1], které se musely rovnat. Proto je D(i,j) =
D(i—1,j—1), jelikoz v nasi tloze jsou pohyby kurzorem
zadarmo.

7 téchto t¥i moznosti si vybereme tu, kterd ndm dé nejmensi
vysledek:

D(Zv.j) = mln(D(l_1a])+17D(Z?.7_1)+17D(2_1vj_1))a

pricemz posledni ¢len se do minima zahrne jen tehdy, je-li
afi — 1] = plj — 1.

To nédm dava navod, jak tabulku vSech D(i,j) vypliiovat
po fadcich. Na okrajich bude D(0,0) = 0, D(i,0) = i a
D(0,7) = j. N&§ vztah pro D(i,j) se odkazuje jen na hod-
noty vlevo a/nebo nahote od pozice (i,7), které uz méame
spocitané.

V ¢éase O(nm) vyplnime celou tabulku. Pak nam D(n,m)
fekne, jak z celé o vyrobit celou 5. Zkratka dynamické pro-

gramovani jak z u¢ebnice (kapitola 12.3 v )

TotéZ bychom mohli interpretovat jako graf: Vrcholy budou
uspotadané dvojice (i,5) s (0,0) v levém hornim rohu. Hra-
ny povedou o 1 doprava (mazani znaku), o 1 doli (vloZeni
znaku) a Sikmo doprava dolt (pfeskoceni znaku, shoduje-li
se). Cesty z (0,0) do (n, m) odpovidaji hledanym posloup-
nostem piikazi. Ohodnotime-li svislé a vodorovné hrany 1
a sikmé 0, staci najit nejkratsi cestu. To jde provést in-
dukei podle topologického poradi, nebot graf je acyklicky.
Prichod po fadcich da toplologické poradi. Vysledny al-
goritmus bude takika identicky s pfedchozim dynamickym
programovanim.

Necéekany zadrhel

Nabizi se podobnym zptusobem vyfesit zadanou tlohu, v niz
mame prikazy na vlozeni nebo smazani dvojice nebo trojice
znakl a opét zdarma pohyby kurzorem. Tyto prikazy mu-
Zeme zase popsat vztahy typu D(i,j) = D(i,j —2) + 1 pro
vlozeni dvojice znakw, D(i,j) = D(i—3, )+ 1 pro smazani
trojice atd.

Co kdyz potfebujeme vlozit jediny znak znak x? To mtizeme
nahradit vlozenim zyz a naslednym smazanim yz. To vede
na vztah D(4,5) = D(i,j — 1) + 2.

Tim se nam ovsem rozbil predpoklad, ze prikazy jsou neza-
vislé. Ve skutecnosti se mohou prekryvat docela kompliko-
vané (jedno mazani mize lezet pfes 2 rtizna vloZeni, mezi
nimiz se mohou vyskytovat pivodni znaky fetézce a). Pro-
to uz vibec neni jasné, co znamend seradit piikazy zleva
doprava, a celd myslenka FeSeni se rozpadne.

Struktura optimalnich FeSeni

I v této temné chvili nastésti mihota svétélko nadéje. Ukaze-
me, Ze v optimélnich feSenich vétSina prekryvi nenastane,
nebo se jim alesponn da vyhnout.

Budeme uvazovat néjakou optiméalni posloupnost prikazt a
postupné ji budeme upravovat, aby méla ¢im dal jednodus-
81 strukturu, a pfitom se neprodlouzila. Pohyby kurzorem
zanedbame, protoze se za né neplati, a u prikaz vkladani
a mazani si budeme pamatovat, na které pozici v fetézci
nastanou.

Ozna¢ime I ptikaz pro vkladani (insert), D pfikaz pro ma-
zéni (delete). I, a Dy znamend verzi pro vloZeni/smazani
k znakt.

Predchdzi/ndsleduje bude popisovat vztahy v ¢ase (pozice
v posloupnosti ptikazil), nalevo/napravo/prekrijvd se vzta-
hy v prostoru (pozice v editovaném Fetézci).

Krok 1: VSechny inserty lze provést pred vSemi delety.

Méjme posloupnost prikazt, pro kterou tvrzeni neplati. Na-
chézi se tam tedy inverze: delete D, po kterém bezprostied-
né nasleduje insert I.

Ptedstavme si, co se stane, kdyz I a D v néjaké inverzi
prohodime. I zjevné probéhne bud nalevo nebo napravo
od D, takze I neovlivni, jak D probéhne, kromé toho, zZe
miuze posunout indexy. Ty ale mizeme snadno opravit.

Pokud se timto zptisobem budeme zbavovat proni inverze
v poradi ptikazti, bude se postupné pozice nejlevéjsi inverze
posouvat ke konci posloupnosti, az budou vSechny inserty
ptred vSemi delety. Pocet operaci tim nezménime, takze po-
sloupnost bude nadéle optimalni.

Krok 2: Dva prikazy téhoZ druhu se neprekryvaji.
Dva delety se prekryvat nemohou.

Pokud se prekryvaly dva inserty, znamené to, Ze nejprve
vlozime jeden fetézec a pak dovnitf néj druhy. Tim vznikne
podretézec z 4-6 znaki, ktery ale umime vyrobit i dvéma
po na sebe navazujicimi inserty.

Krok 3: Delete se prekryva s nejvyse 1 insertem.

Delete se miize prekryvat s nejvyse 2 inserty. Mezi témi-
to inserty mohou byt néjaké znaky ptivodni posloupnosti.
Uvazme nejlevéjsi takovy delete.

Pokud mezi inserty nejsou zadné ptvodni znaky, nejprve
dva inserty vytvoii 4-6 znakt, pak z nich delete smaze 2—
3, takze zbude 1-4 znakt. Kazdy fetézec této délky ovsem
umime vyrobit jednoduseji: délku 2—-3 pomoci I3 nebo I3,
délku 4 dvéma I, délku 1 pomoci I3, jehoz zbytek sma-
ze Ds. Tim dostaneme kratsi posloupnost pfikazi se stej-
nym vysledkem, takze takze v optimalni posloupnosti tento
pfipad nemohl nastat.

Pokud mezi inserty lezi néjaky puvodni znak, musi byt jedi-
ny a delete musi byt D3 (jinak by delete nemohl zasdhnout
do dvou insert soucasné), tim padem delete z kazdého in-
sertu smaze jeden znak. Uvazujme mozné kombinace délek
insertti.

V rozborech pripad budeme dodrzovat nasledujici konven-
ce: Velké pismena pochézi z ptivodniho fetézce o, mala pis-
mena z néjakého predchoziho insertu, tu¢na pismena maze
delete. Svislé ¢arky odd€luji jednotlivé inserty jak od sebe
navzajem, tak od ptvodnich znaki.

Mozné kombinace tedy jsou:

® pq | A | xy, coz da vysledek py. Tentyz vysledek ovSem
mizeme dosdhnout pomoci pyy | A (to je I3 a D).

® pgr | A |xy, coz d4 vysledek pqy. Nahradime za pq| A | xy
(tedy dva I3 a pak Ds).

® pq| A |xyz, coz da vysledek pyz. Nahradime za py| A |qz
(dva Iy a pak Ds).

® pgr | A |xyz, coz da vysledek pgyz. Nahradime za pq | A |
xyz (Ia, I3 a pak D).

Pokazdé tedy umime dvojity prekryv nahradit jednodu-
chym, aniz by ptikazt pfibylo. Zadny novy dvojity piekryv
nevznikne, takze po koneéné mnoha opakovanich se vsech
nasobnych prekryva zbavime.

BliZime se do finale

Kombinaci predchozich t¥i kroku ziskame, Ze aspon jedna
z optimalnich posloupnosti spliiuje to, zZe se sklada z nepie-
kryvajicich se ¢asti téchto typt:


https://pruvodce.ucw.cz/

e preskoceni znaku spoleéného pro a a 3,
e samostatné I, I3, Do, D3,

e dvojice insertu s prekryvajicim se deletem.

Tyto ¢asti opét muzeme sefadit zleva doprava a ziskat reku-
rentn{ vzorec. (Pofad{ z kroku 1 uz dodrZzujeme jen v rdmci
Gasti.)

Jen je jesté potifeba dofesit, jak mohou vypadat dvojice in-
sertu s deletem (pFicemz delete miZze mazat i znaky ptivod-

niho textu). Budeme se drzet znaceni z dtikazu pfedchoziho
kroku:

® Levéjsi z dvojice piikazt je Io, praveéjsi Ds:
® pq = ¢ (prazdny fetézec): neprovede nic
® pq | A = p: to se chové jako D,
e Nalevo I, napravo Ds:
® pg|A =e: to je jako Dy
® pq | AB = p: to je jako I; Do
® Nalevo I3, napravo Ds:
® pqr = p: to je jako Iy
® pgr | A = pg: to je jako I3D4
e Nalevo I3, napravo Ds:
® pqr = ¢: neprovede nic
® par | A = p: to je jako Iy D,
® pgr | AB = pq: to je jako I3 Do

e Kombinace s deletem nalevo od insertu vyjdou zrcadlové.

Dvojice, které neprovedou nic nebo jsou ekvivalentni s Ds,
nemusime brat v uvahu — téhoz efektu jde dosdhnout mé-
né prikazy. Variantu Iy Ds umime provést i bez prekryvu.
Ostatni dvojice ndm dvéma piikazy dokazi simulovat I,
Dy, I1 D1, 15Dy, I1 Dy (nepiekryvajici se).

Hotovy algoritmus

Ted uz mizeme dat dohromady cely algoritmus. Z predcho-
ziho rozboru pripadit odvodime:

D(i—1,j—1) pokud «afi — 1] = [j — 1]
D(i—1,j—1)42 simulovany I1 Dy
D@GE—-1,5)+2 simulovany D,
D(i—2,j)+1 D,
. D(E—-3,j)+1 Ds

DG, 5) = Dgi,j — 1; +2 simulovany Iy
Dij-2+1 I
D(i,j—3)+1 I
D(i—1,7—2)+2 simulovany IrD;
D(i—2,7—1)+2 simulovany I1 Dy

Varianty, kterym vyjdou indexy mimo tabulku, vynechame.

Tabulku miZzeme opét vyplnit po fadcich v éase O(nm),
jako okrajovou podminku postaéi polozit D(0,0) = 0.

Jesté je potfeba domyslet, jak rekonstruovat posloupnost
ptikazt. Na to staci pamatovat si pfi viypoctu tabulky, pro
kterou variantu se minimum nabyvalo. To umozni rekon-
struovat posloupnost pozpatku od D(n,m).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-2.py

Ulohu ptipravili: Honza Cernohorsky, Martin
»Medveéd“ Mares, Viadimir Sklendr, Dan Skiypala

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-texty
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37-3-3 Hledani podmatice

Kdybychom tuto dlohu fesili v 1D svété, slo by o klasic-
ky problém hledani v textu. Na ten existuje napfiklad al-
goritmus KMP, o kterém se doctete v kuchaice.! My ale
potfebujeme hledat ve 2D. Celkem piimocary zptisob, jak
prevést algoritmus do vice dimenzi, je zpracovavat jednot-
livé osy postupné.

Nejdiive budeme hledat po fadcich. Jelikoz hledame vysky-
ty nékolika rdznych radkd malé matice, pouzijeme algorit-
mus Aho-Corasickova. Ten mé navic tu vyhodu, ze pokud
jsou nékteré fadky malé matice identické, tak je najdeme,
protoze jim bude odpovidat stejny vrchol v trii. Projdeme
kazdy radek velké matice a na vSech polickach si zazname-
ndme, v jakém stavu (vrcholu trie) jsme byli. Tim dostane-
me novou matici, kterd nam tika, jestli a jaky maly fadek
na daném misté konci.

Poté budeme hledat po sloupcich. Sloupec obsahuje pravy
kraj vyskytu malé matice, pravé kdyz jsou v ném ve sprav-
ném poradi konce radkt malé matice. To je opét hledani
v textu, jen s jinou abecedou tvofenou vrcholy trie. Jeli-
koz je tentokrat jenom jedna jehla, pouZzijeme algoritmus
KMP. Projdeme kazdy sloupec zpracované velké matice.
Kazdy vyskyt jehly pak odpovidd pravému dolnimu rohu
vyskytu malé matice.

Celkové ¢asova slozitost algoritmu je O(N? + K?). Trii si
piipravime v O(K?), KMP tabulku v O(K) a obé prohle-
davani trvaji O(N?). Pohyb v trii sice z4visi na abeceds,
ale ta je v prvnim prohledavani konstantni. Ve druhém hle-
dani mame abecedu velikosti az K2, ale KMP nastésti umi
pracovat bez zpomaleni s libovolné velkou abecedou. V dru-
hém prohledavani mizeme vynechat prvnich K —1 sloupct,
protoze nemutizou obsahovat konec malého radku, ale asym-
ptoticky to nic nezméni.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-3.cpp

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-3.py

Ulohu pripravili: Jan Addmek, Jdn ,Janci“ Plachy

37-3-4 Vghybky
(Ne)obvyklé hradlo

Nejdiiv si ukazme, ze z vyhybkového hradla jdou se-
M1l strojit hradla, ktera vsichni zndme. NOT sestrojime jed-

noduse — vybereme nulu, pokud je vstupni hodnota jedna,

a opacne:

NOT: X 0 1

U ANDu si vSimneme, ze pokud prvni vstup je nula, vysledek
je urcité nula. Jinak stac¢i vratit druhy vstup:

AND: XY O

OR vyfesime obdobné:
OR: X 1Y

Zbyva vytesit XOR. Pokud oba vstupy jsou jedna, vratime
nula. Jinak vratime jejich OR:
AND: XY O

OR: X 1Y
XOR: AND O OR


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-3.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu

Cas Tesit

Nyni pojdme Fesit jednotlivé podiulohy. V prvni poduloze
staci udélat AND vSech vstupt. Abychom dosahli logaritmic-
ké hloubky, tak staci udélat ANDy dvou sousednich hodnot.
(Pokud je pocet vstupt lichy, tak ndm jedna zbude.) A to
staci délat opakované, ¢imz skonc¢ime s jednou hodnotou.
Protoze v kazdé vrstvé vydélime podet hodnot dvéma (a
zaokrouhlime nahoru), hloubka bude logaritmick4.

Druhou podilohu vyfesime obdobné — stac¢i vymeénit AND
za OR.

V tfeti podiloze chceme zjistit, jestli mame prave jednu jed-
nicku. Na to zobecnéme nas postup. Mame néjaké hodnoty
reprezentujici tseky. (V pfedchozich podilohéch to byl AND
nebo OR daného tseku.) Poté v jedné vrstvé zkombinujme
sousedni dvojice do jedné, ¢imz dané hodnoty budou od-
povidat tseku o dvojnasobné délky. (AZ na pfipady, kdy
pocet hodnot je lichy.)

A v této podiloze si budeme posilat nasledujici dvojici:

— Méme alespoii jednu jednic¢ku (one)

— Méme alespoii dvé jednicky (more)

Na zacatku v kazdém tseku o mame dvojici (i-ty vstup,
konstantni nula). Kombinovat dvojice s jiz zkonstruovany-
mi hradly zvlddneme nasledovné:

onel OR one2
(onel AND one2) OR morel OR more2

— >

one
more

O
onel

morel one

O
one2 more

more2

Na konci staci pouze zkontrolovat, ze vysledna dvojice je
(1,0). To mizeme udélat nasledovné: Ze vSech hodnot, co
maji byt 0, udéldme NOT, a néasledovné vsechny hodnoty
zANDujeme.

Vzhiiru na ¢tvrtou tlohu — zde je uz doopravdy zapotiebi
pocitat pocty jednicek. Nase tiseky budou reprezentovany
log n bity, udévajicimi pocet jednicek v daném useku. (Na
zacatku jen vstupni hodnoty zleva doplnime konstantnimi
nulami.) A zkombinovani dvou tseku odpovidani secteni
dvou log n bitovych ¢isel.

Na to si nejdiive sestrojme primitivni obvod, ktery secte tti
bity — bit z levého tseku, bit z pravého tseku a bit za pre-

nos. Vysledek bude tedy dvoubitové éislo (carry, result):

w DD
right L result
camryC carry

Kdyz uz mame sc¢itacku, tak jsme je schopni zapojit za sebe
pro libovolné dlouh4 &isla (pfiklad pro 4 bity):
0
left10 ———

rightlo———
left20q

right2o
left30q

right3o
left40q

right4o

Ooresl

L

ores2

=

——oOres3

=

——oOres4d

Kde posledni carry bit prosté zahodime — vime, ze tolik
jednicek v nasem vstupu prosté nemuze byt. Na zavér staci
opét znegovat bity, co maji byt nulové, a udélat AND.

Nicméné tohle pouzije moc hradel. Udélame proto jesté jed-
nu optimalizaci — vSimneme si, ze v i-té vrstvé jednickovych
mize byt pouze nejnizsich ¢ bitl. Kdyz tyto nepotiebné ¢as-
ti obvodu odstranime, uz se do limitu poc¢tu hradel vlezeme.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-4.py

Magnum opus

Na zévér zminime, ze feSeni ¢tvrté podilohy jde pouzit na
feSeni vSech ostatnich. — Staci spocitat pocet jednicek a
porovnat ho s pozadovanym poctem. Pouze u podalohy na
alespon jednu jednicku staci porovnat s nulou a udélat ne-
gaci.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-3-4-mo.py

Ulohu pripravili: Dan Skypala, Ben Swart

37-3-S Parsery vraci uder

Serial lze odevzdavat za sniZzeny pocet bodu az do kon-
ce kolniho roku. Resiteltim, ktefi uz tieti sérii odevzdali,
rozesleme vzorové feSeni napiimo. Pokud chces tuto sérii
preskocCit a zacit FeSit dalsi dil, muzes si o vzorové reseni
napsat na ksp@mff.cuni.cz.

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|

K
BN matfyz
|4

E-mail:

sp @mff.cuni.c

—4-

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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