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37-5-1 Pekelna cesta
Uloha od nas ziada najst zo vietkych ciest prave ti, kto-
Tl r4 je lexikograficky najmens$ia. Vébec pritom nezalezi
na dlzke danej cesty. Zadanie vSak pripomina, Ze na ceste sa
ziadne vrcholy neopakuji. To znamend, ze v grafe existuje
iba koneény pocet ciest. Ak zvlddneme v lexikografickom
poradi otestovat vSetky, tak prva, ktord bude obsahovat
cielovy vrchol BOBER, je t4 spravna.

Otestovat vSetky cesty v spravnom poradi pritom dokaze-
me jednoduchou rekurziou vo vrcholoch grafu: v kazdom
vrchole skisime cestu predizif postupne o vsetky vrcholy,
do ktorych sa d4 z neho dostat, v ich lexikografickom pora-
di. Za¢neme vrcholom ALICE.

Aby sme Ziadny vrchol pocas cesty nenavstivili viackrat,
budeme si udrziavat mnozinu navstivenych vrcholov (ktord
sa d4 implementovat ako pole N bitov). To ndm umoz-
ni v konStantnom case zistif, ¢ uz nejaky vrchol v ceste
mame alebo nie. Pri rekurzivnom vnoreni sa do nového vr-
cholu tento vrchol priddme do mnoZiny, pri navrate funkcie
ho z nej odoberieme. Okrem toho si mézeme udrziavat ak-
tudlnu cestu v poli, ¢o ndm umozni ju na konci jednoducho
vypisat. Pri vnoreni sa do vrcholu ju vzdy prediZzime o tento
novy vrchol, pri navrate odoberieme posledny vrchol. Toto
pole vSak nepotrebujeme, ked si uvedomime, Ze zdsobnik
volania rekurzivnych funkcii za nas uz uklada presne rov-
naké informadcie, cestu teda vieme zreprodukovat aj potom,
ako ju najdeme.

Taktymto spésobom vzdy nadjdeme spravne rieSenie, ale mo-
7e ndm to trvat dost dlho. Predstavme si napriklad, ze by
s vrcholom ALICE susedili vrcholy AAAAA, AAAAB, AAAAC ...
ZZZ7Y, ktoré by boli navzdjom spojené do uplného grafu
(kazdy s kazdym), a potom vrchol ZZZZZ, ktory by viedol
do cielového vrcholu. N4§ algoritmus by najskor prehladal
vietkych (26° —1)! permutécif (4no, je tam faktorial!), kym
by sa vobec pozrel na vrchol ZZZZZ. M4 exponencidlnu ca-
sovi zlozitost!

Zlepsit to vieme jednoduchym pozorovanim: predstavme si,
7e sme uz v rdmci predoslého prehlad4dvania navstivili vr-
chol W, napriklad ABCDE, presli sme vSetky moznosti, kam
z neho pokracovat, a vratili sme sa z neho. V takom pripade
si uz moézeme vrchol W oznacit ako nepriechodny — tvrdi-
me, Ze ak sme sa doteraz nedostali do cielového vrcholu (a
prehladdvanie neskonéili), uz sa ndm to cez vrchol W nikdy
nepodari a moéZzeme ho dalej preskakovat.

Dokaz je, ehm, jemne zapeklity. Tvrdenie je implikacia, do-
kazeme ju sporom. Negacia tvrdenia znie: doteraz sme sa
nedostali do cielového vrcholu a dokédZeme sa tam dostat
cestou cez W.

Pokial sa do ciela dokdzeme dostat teraz, musi existovat
aspoti jedna cesta z W do cielového vrcholu. Zvolme si le-
xikograficky najmensiu z nich. Ak by sme po tejto ceste
vedeli prejst uz predtym, vedeli by sme sa dostat do ciela
aj pri prvej navsteve W (a skonéit), ¢o je spor.

Zostéva moznost, Ze sme po nej predtym prejst nevedeli,
musela teda obsahovat aspoii jeden vrchol, ktory ndm v tom
zabranil — a to tym, Ze sme ho uZ navstivili na povodnej
ceste do W a nemodzeme ho navstivit znova. Oznaéme si
prvy vrchol cesty do W, ktory nam takto brani, ako V.

Z definicie vyplyva, ze existuje cesta zo startu cez vrchol V
do cielového vrcholu, ktord neobsahuje vrchol W — ndjdeme
ju tak, ze zo sledu idiceho cez V., W a zase V', vystrihneme*
¢ast medzi dvomi navstevami V. V sme ale zvolili ako taky
vrchol, ktory na aktudlnej ceste do (opétovnej navstevy)
W nelezi, takze predtym, nez sme sa dostali k opétovnej
navsteve W, sme museli prehladat vSetky cesty vedice z
vrcholu V' (a az potom sme mohli vrchol V' opustit). Museli
sme preto najst aj cestu vedicu z V do ciela, ¢o je spor
s tym, Ze sme sa nedostali do ciela a teda doteraz neskon¢ili
prehladévanie.

Tym sme dokazali, Ze opdtovna navsteva W nemodze viest
k rieseniu, preto mozeme kazdy uz prehladany vrchol da-
lej ignorovat (v8imnime si, Ze hoci je dokaz zlozity, samotna
myslienka je velmi intuitivna). Upravime si teda nasu rekur-
zivnu funkciu tak, aby pri navrate z kazdého vrcholu dany
vrchol umiestnila do nejakej mnoziny nepriechodnych vr-
cholov... alebo este jednoduchsie, nebudeme ho vobec odo-
berat z mnoZiny vrcholov navstivenych (rychlejsi program
teda ziskame odstranenim riadku z programu pomalsSieho —
vskutku pekelné).

Tento pristup nam zabezpeci, ze kazdy vrchol navstivime
najviac raz a teda kazda hranu skontrolujeme tiez najviac
raz. Pred samotnym prehladédvanim vSak musime jednotlivé
vrcholy lexikograficky utriedif. Preto je celkova ¢asové zlo-
zitost O(M log M) (zadané méame iba hrany, vrcholov teda
moze byt az O(M)). Pamitova zlozitost je O(M).
Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-5-1.py

Ulohu pripravili: Rise Hladik,
Jan ,Janci“ Plachy, Matus Pull

37-5-2 Fantomas se zlobi

K této 1tiloze slo pfistupovat mnoha zptisoby, my si jeden
W1l konkrétni ukdzeme. Muzeme si povSimnout, Ze vstup
mé velikost N2, tudiz libovolny algoritmus s éasovou slozi-
tosti O(IN?) je linearni s velikosti vstupu, tedy optimalni.

Jako Pu][v] si ozna¢me v-té ¢islo na u-tém faddku vstupni
matice, tedy ¢islo vychodu z mistnosti u, kterym se z ni mu-
sime vydat, abychom dosli do mistnosti v. Dulezita vlast-
nost tlohy je, Zze Fantomasovo doupé tvofi strom, a tedy
mezi kazdymi dvéma mistnostmi existuje pravé jedna ces-
ta. V opacném piipadé by tiloha neméla jednoznacné feseni.

Reseni funguje na jednoduché myslence: co kdybychom pro
libovolné dvé mistnosti z a y uméli v konstantnim case roz-
hodnout, zda mezi nimi vede chodba? Pak uz umime vyfesit
celou dlohu: staci vyzkouset vSechny dvojice mistnosti a ty,
mezi kterymi vede chodba, vypsat. Abychom dvojici ne-
vypisovali dvakrat — jednou jako x,y a podruhé jako y, z —
budeme iterovat jen pies dvojice, kde x < y. Téch je O(N?)


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-5-1.py

a otestovat kazdou z nich nas dle naseho predpokladu stoji
konstantni cas, tedy celkova c¢asova slozitost algoritmu je

O(N?).

Jak ale ze vstupu poznat, zda mezi x a y vede chodba?
Pomiize ndm nasledujici tvrzeni:

Necht d;[j] zna¢i podet mistnosti, do kterych se z ¢ musime
vydat stejnym vychodem, jako do j. Jinymi slovy, d;[j] je
pocet mistnosti k takovych, ze P[i|[k] = P[i][j]. Pak plati,
Ze mezi = a y vede chodba pravé tehdy, kdyz d,[y]+d,[z] =
N.

Tvrzeni dokazeme nasledovné. Oznacme jako X mnozinu
vsech mistnosti, do kterych se z = jde jinym vychodem, nez
tim do y; specidlné x € X. Pak plati, ze d.[y] + | X| = N,
jelikoz do kazdé mistnosti se bud jde stejnym vychodem
jako do y, nebo jingm. Upravou dostévame d,[y] = N —|X]|.
Obdobné zadefinujme Y jako mnozinu mistnosti, do kterych
se z y jde jinym vychodem, nez tim do z. Opét plati, ze
dylz] =N —-1Y|.

Plati, ze X a Y jsou disjunktni: kdyby existovala mistnost
v zarovenl v X a Y, znamenalo by to, Ze mizeme vyrazit
z x vychodem, ktery nevede k y a dojit do v (z definice X)
a z néj prijit do y vychodem, ktery nevede k x (z definice
Y') — to celé bez toho, abychom cestou znovu prosli  nebo
y. To je nemozné, jelikoz Fantomasovo doupé tvofi strom.
X aY jsou tedy disjunktni, a tedy plati | X |+ |Y| < N.

Zaroven si snadno rozmyslime, ze |X| 4+ |Y| = N pravé
tehdy, kdyz mezi x a y existuje chodba. V opa¢ném piipadé
totiz na cesté mezi x a y existuje aspon jedna dalsi mistnost
w. Taneniani v X, anivY, atedy | X|+|Y|< N—-1<N.
Nyni staci poskladat nerovnosti dohromady. Mame d,[y] +
dy[r] = N = [X|+ N = [Y] = 2N — (| X[ + |[Y]) = N, pfi-
¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x a y jsou spojeny
chodbou, coz je presné to, co jsme chtéli dokazat.

Méame tedy jednoduchy zptsob, jak poznat, Ze spolu dvé
chodby sousedi: sta¢i otestovat, zda d[y] + dy[z] = N.
Zbyva si rozmyslet, jak toto délat efektivné, tedy jak pro
libovolné u a v spoéitat d,[v] v konstantnim ¢ase. Pro kaz-
dou mistnost u si vytvofime pole A[u] velikosti odpovidajici
poc¢tu vychodi z u, a pro i-ty vychod si do Afu|[i] ulozime
poCet mistnosti v takovych, ze Plu][v] = i. Chceme-li pak
znét hodnotu d, [v], pouzijeme hodnotu A[u][P[u][v]].
Spocitani vSech poli A[z] ndm zabere ¢as O(n?) a jeden
test, zda x a y jsou spojeny chodbou, zabere konstantni
¢as. Casova slozitost celého algoritmu je tak O(n?).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-5-2.py

Trhani listu

Uvedme jests ve strucnosti jeden zptisob, jak $la tiloha Fesit.
Umime poznat, zda je mistnost list: vede z ni jen jediny
vychod. Budeme tedy listy postupné ze stromu odtrhéavat.
Konkrétné si pro kazdou mistnost budeme udrzovat pocet

aktivnich vychodt a do kolika jesté nesmazanych mistnosti
ktery z nich vede.

Listy si udrzujeme ve fronté, kterou ze zacatku naplnime
mistnostmi s jedinym aktivnim vychodem. Kdyz mazeme
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list u, tak aktualizujeme statistiky ve vSech ostatnich mist-
nostech. Pravé u jedné mistnosti v se nam stane, ze nam
pocet aktivnich vychodi klesne o 1. Rozmyslete si, Ze to je
mistnost sousedici s u. Dvojici u, v vypiSeme. Pokud navic
mistnosti v pocet aktivnich vychodu klesl na 1, priddme ho
do fronty list. Tak pokracujeme, dokud je fronta neprazd-
na.

Ulohu ptipravili: Risa Hladik, Ben Swart

37-5-3 Ledova socha

Jak je u tloh, kde hleddme nejkratsi/nejrychlejsi cestu zvy-
kem, feSeni spociva ve vyrobé vhodného grafu. Kdyby so-
cha nezrychlovala, bylo by feseni uc¢ebnicové: za kazdé vol-
né policko (policko, kde neni piekdzka) vyrobime vrchol a
kazda dvé sousedni volna policka spojime hranou. Na vy-
sledny graf pustime BFS a jsme hotovi. Mame-li R fadki a
S sloupci, zvladneme konstrukci grafu i BFS v optimalnim
case O(RS).

Socha ale umi zrychlovat. V kazdém okamziku nas tudiz ne-
zajima jen jeji pozice, ale také jeji aktualni rychlost. Pojdme
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moznou pozici sochy (tedy kazdé volné policko) budeme mit
vrchol pro kazdou dvojici (pozice, rychlost). Z jednoho vr-
cholu do druhého vede hrana, pokud se socha nachazejici
na jednom policku s jednou rychlosti mize v dalsim kroku
ocitnout na druhém policku s druhou rychlosti, dle pravidel
specifikovanych v zadani.

Zatim jsme graf popsali ponékud vagné a nefekli jsme, jak
ho vyrobit, ale mélo by byt zfejmé, ze s nim bychom uz méli
vyhrano: staci pustit BFS z vrcholu ,start, nulova rychlost*
do vrcholu ,,cil, nulova rychlost“. Z nalezené nejkratsi ces-
ty uz snadno vycCteme, kdy mame kterym smeérem sochu
zrychlovat.

Ve zbytku feseni nam tedy zbyva odpovédét na dveé zasadni
otazky: jak presné tento graf vypada? A jak ho efektivné
vyrobit?

Zacnéme prvni otazkou. Vrchol budeme reprezentovat ¢tve-
fici celych ¢isel: Ctvetice (p,q,r,s) oznacuje sochu na po-
licku (p, q) pohybujici se rychlosti (r, s). To znamend, ze —
nezmeéni-li se jeji rychlost — bude v dalsim kroku na policku
(p+r, g+s). Dle zadani je navic r nebo s vzdy nula. Zarovern
ur¢ité ma smysl uvazovat jen rychlosti, kde —R < r < R
a —95 < s < S — jede-li socha jesté rychleji, pak v dalsim
kroku vysko¢i z mapy, coz neni dovoleno. Celkové tedy pro
kazdé z O(RS) policek mame O(R + S) riznych rychlosti,
tedy celkem ma graf O(RS - (R + S)) vrcholt. Na konci
feSeni se jesté k poctu vrcholi vratime, ukaze se totiz, ze
nam jich sta¢i o dost méné.

Jaké mame v grafu hrany? Kromé specialniho pfipadu vr-
choli s nulovou rychlosti vedou z kazdého vrcholu nejvyse
3 hrany: do stavu, kdy rychlost zmensime o 1, ponechdme
stejnou, nebo zvétsime o 1. Kazda takova hrana existuje
ovSem jen tehdy, kdyz dany vchol existuje (tedy napf. ne-
vylezeme 7z mapy) a nenachézi-li se mezi ptivodnim a novym
polickem na mapé prekazka.

Nyni uz tedy vime, jak m4 graf vypadat na papife. Pojdme
ho efektivné sestrojit. K tomu nam sta¢i umét pro kaz-
dou dvojici policek na stejném fadku nebo sloupci rychle
testovat, zda mezi nimi existuje piekazka. Zacnéme s Fad-
ky, sloupce vyfesime obdobné. Pofidime si tabulku A, kde
Ali][j] bude fikat vzdalenost k nejblizsi prekézce / konci


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-5-2.py

mapy nalevo od poli¢ka (i,7). Celé A spoéteme jednodu-
chym prichodem zleva doprava. Kdyz nyni mame dvé po-
licka, (r,s1) a (r,s2) pro sy < sg, sta¢i se podivat, zda
s9 — Alr][s2] < s1.

S timto polem tedy umime testovat existenci kazdé hrany
v konstantnim case. Jelikoz hran je nejvyse linedrné v po-
¢tu vrcholu, celkova velikost grafu a ¢asova slozitost celého
algoritmu je O(RS - (R+ 9)).

Zrychlujeme, moZna nevédomky

Vratme se k odhadu na pocet vrcholt. Vyse jsme fekli, ze
nemad smysl uvazovat rychlosti mimo rozsah —R < r < R
a —S5 < s < S. Smysluplny rozsah rychlosti je ale o hodné
mensi: socha jedouci rychlosti £ do ni musela zrychlit z nu-
lové rychlosti, pficemz musela dohromady urazit vzdalenost
alespon 1 +2+3+...+k = @ > k?/2. To ale zna-
mena, Ze socha se horizontalné nemuze pohybovat rychleji
nez v/2S5, nebot pak by bez zmény sméru urazila vzdalenost
vétsi nez S, tedy by vylezla z mapy. Podobné dostavame,
ze vertikalni rychlost je v absolutni hodnoté omezena na
V2R. Smysluplnjch rychlosti v kazdém policku je tedy nej-
vise O(VR + V/S) a velikost grafu i ¢asova slozitost tak
klesnou na O(RS - (VR + V/S9)).

Na zavér dodame, ze kdyby tato tloha byla prakticka, dalo
se takové slozitosti dosdhnout i nevédomky: v praxi neni
potieba nejdiive vytvaret cely graf a pak na ném poustét
BF'S, staci pustit BFS pfimo na mapé a za béhu vytvaret
ty vrcholy a hrany, na které se BFS pravé pta. A jelikoz
vime, ze vétsi nez odmocninové rychlosti nejsou potieba,
BFS do prislusnych zbyteénych vrcholii nikdy nedojde a
nas algoritmus bude mit vySe zminénou ¢asovou slozitost.

Ulohu pripravili: Risa Hladik, Jdn ,Janci“ Plachy

37-5-4 Uziteéné mnohocleny

Jak interpretovat nasobeni mnoho¢leni

Nez se vrhneme na samotna feseni jednotlivych podiloh,
ukaZeme si, Ze ma nasobeni dvou mnohoclentt A(x) a B(x)
velice péknou a uzite¢nou geometrickou interpretaci.

Nejprve vezmeme seznam koeficientt mnohoclenu A(x) a
jeho koeficienty zrcadlové oto¢ime. Nasledné vezmeme tento
novy seznam a seznam koeficienttt B(X), ddme je naproti
sobé, a posuneme je tak, aby posledni koeficient otoceného
A(x) lezel naproti nultému koeficientu B(xz). Koeficienty
piSeme v seznamech od nejmensiho smérem zleva doprava.

Poté za¢neme seznam A(x) posouvat doprava a pii kazdém
posunu (véetné pocéteéniho) spoéitdme skaldrni soucin me-
zi prekryvajicimi se ¢astmi obou seznamt. To znamena, ze
pri kazdém posunu vynasobime vSechny dvojice koeficien-
t, které prave lezi naproti sobé, a secteme vysledky. Pokud
ma prekryv nulovou délku, je vysledek sou¢tu automaticky
0.

Jednotlivé soucty, které takto ziskame, budou odpovidat
jednotlivym koeficientiim vysledného soucinu mnohoc¢lenti
A(z) a B(z). Konkrétné plati, Ze kdyz jsme se posunuli
oproti vychozi pozici o ¢ pozic, ziskdme skaldrnim soucinem
hodnotu koeficientu 3.

Pojdme dokézat, ze je naSe interpretace s posouvanim se-
znami spravna. Ud€lame to tak, ze vysledek po i-tém po-
sunu popiseme pomoci vhodného souctu.

Nejprve doplnime oba seznamy koeficientti zprava nulami
do nekonec¢na. Po zrcadlovém otoceni seznamu koeficient

A(x) tedy tyto doplnéné nuly povedou doleva. Tato tiprava
mohla zpisobit, Ze se nékteré prekryvy zveétsily, nicméné
v8echny nové vzniklé dvojice v pfekryvu obsahuji nulovy
koeficient, takZe nijak neovlivni vysledny soucet.

Nyni muzeme vysledek po i-tém posunu snadno vyjadrit
sumou. Predstavme si, Ze stojime na pravém okraji prekry-
vu. Tam bude vzdy koeficient ag, ktery v tomto posunu lezi
naproti koeficientu b;.

Postupujeme od tohoto pravého okraje prekryvu smérem
doleva, az dojdeme na levy okraj prekryvu, kde je koefici-
ent by. Cestou postupné s¢itame souciny naproti sobé le-
zicich koeficientti. Diky doplnéni se nikdy nestane, ze by
néjaky koeficient v prekryvu nebyl v dvojici.

Koeficienty mnohoélenu B(x) se tedy postupné snizuji, za-

timco koeficienty oto¢eného A(x) se naopak zvySuji. Pro
koeficient vysledku c¢; tak dostavame nasledujici soucet:

i
¢ = E aj - bi—j,
=0

kde koeficienty mimo ptvodni rozsah povazujeme za nulové
(vznikly doplnénim).

Tato suma presné odpovida vyjadieni i-tého koeficientu
souc¢inu mnohoclentl ze zadani, takze je nas ditkaz hotovy.
Rozmysleme si nakonec, ze A(z)-B(x) = B(x)- A(x), takze
Ize nasobeni interpretovat i tak, ze naopak otoc¢ime zrcadlo-

vé seznam koeficienttt B(x) a posouvdme jej vi¢i seznamu
A(z) smérem doprava.

Prekryv jednicek

V mozném naivnim feSeni této tlohy bychom vzali jeden
z Tetézci, posunuli jej tak, aby jeho konec lezel naproti za-
¢atku druhého fetézce, a zacali jej postupné posouvat vici
druhému fetézci smérem doprava. Pti kazdém posunu by-
chom spocitali vSechny pary jednicek lezicich v prekryvu
naproti sobé a po vyzkousSeni vSech posund bychom vratili
maximum a odpovidajici posun.

Vsimnéme si, ze kontrolu toho, zda lezi naproti sobé dvé
jednicky, lze realizovat prostym nasobenim. Sta¢i vynasobit
aktualné zkoumané znaky jako ¢isla, kterym odpovidaji, a
ziskame 1 pravé tehdy, pokud jsou oba znaky jednicky. Po-
kud toto provedeme pro kazdou dvojici v prekryvu a vysled-
ky secteme, ziskdme pocet jednicek lezicich pii aktualnim
posunu naproti sobé.

To se ovSem napadné podoba na$i interpretaci nasobeni
mnohoclenti — v ni jsme posouvali jeden seznam vuci dru-
hému, pri kazdém posunu nasobili naproti sobé lezici koe-
ficienty a jejich souCiny séitali.



Zkusme tedy kalkulacce zadat takovy vstup, aby nam pro
kazdou vzajemnou pozici spocitala pocet jednicek lezicich
naproti sobé. Nabizelo by se zadat kalkulacce rovnou fetéz-
ce prevedené na seznamy cisel, nicméné musime zohlednit,
7e v nasi interpretaci je posouvany seznam zrcadlové oto-
Ceny.

Mizeme proto jeden ze seznamt zrcadlové otocit. Ten se-
znam, ktery oto¢ime, pak budeme povazovat za ten, ktery
v nasi interpretaci posouvame vacéi druhému.

Kalkulacka nam vrati seznam koeficientt vysledného mno-
hoc¢lenu, ktery udava pocty jednicek lezicich naproti sobé
pri jednotlivich posunech. Tento seznam mize byt krat-
81, nez je celkovy pocet posuni. To se mohlo stat, pokud
nékolik poslednich posunt davalo nulovy vysledek, proto-
ze kalkulacka vraci vysledny seznam koeficientt od nultého
po posledni nenulovy. Takové nulové hodnoty si nicméné
muzeme podle potfeby doplnit.

Nakonec stac¢i vysledny seznam projit a nalézt nejvétsi koe-
ficient. Na zakladé toho, ktery ze seznamu jsme otocili a
na jaké pozici ve vysledném seznamu se maximum nacha-
zi, pak snadno ur¢ime, kterym fetézcem je tfeba pohnout,
jakym smérem a o kolik.

Naésobili jsme seznamy s celkovou délkou O(N) a s konstant-
né velkymi koeficienty, takze je asova slozitost O(N log V).

Nejlepsi shoda

Hledame podfetézec délky jehly v sené, ktery ma s jehlou
co nejvice shodnych znakt.

Tento proces lze interpretovat nasledovné:

Zarovname jehlu a seno jejich zacatky k sobé a postupné
posouvame jehlu doprava. Pro kazdy posun spocitame, ko-
lik znakd na odpovidajicich pozicich se shoduje. Nakonec
vybereme posun s nejvétsim poctem shodnych znakda.

Podobny problém jsme uz fesili vyse, kde jsme pomoci na-
sobeni mnohoclent urcovali, kolik jednicek lezi naproti sobé
pro vSechny posuny. Rozmysleme si, ze pokud v bindrnich
fetézcich jednicky a nuly prohodime, mtuzeme analogicky
nasobenim urcit, kolik nul lezi naproti sobé.

Presné to udéldme v nasem feSeni — nejprve urcime pocet
shodnych jednic¢ek pro kazdy posun (véetné piesaht jehly
mimo seno) pomoci jednoho nasobeni mnoho¢lend, a pak
stejnym zptisobem uréime pocet shodnych nul. Tak jako
minule jeden ze seznamti béhem obou néasobeni zrcadlové
otoCime a koeficienty vysledku pak budou kédovat vysled-
ky jeho jednotlivych posunt vic¢i druhému smérem zleva
doprava. My si v tomto a ve zbylych feSenich pro prehled-
nost vzdy zvolime seznam jehly.

Nakonec projdeme vSechny posuny, ve kterych jehla cela
lezi uvnitf sena, a vybereme ten, pro ktery je soucet poctu
shodnych jednicek a shodnych nul maximéalni.

Tento postup mé opét ¢asovou slozitost O(N log N).
Predstavme si jesté alternativni feSeni:

Znaky jehly i sena v ném zakédujeme tak, ze vSechny pt-
vodni nuly nahradime ¢islem —1 a jedni¢ky ponechame jako
1. Poté vynasobime zrcadlové otoCeny seznam koeficienti
jehly se seznamem koeficient sena.

Vsimnéme si, Ze vysledny koeficient odpovidajici uréitému
posunu nyni vyjadiuje rozdil poc¢tu shodnych dvojic a poctu
rozdilnych dvojic v daném zarovnani. Protoze zaroven vi-
me, zZe souCet poctl shodnych a rozdilnych dvojic znakt se

rovné ve validnich posunech délce jehly, dostavame sousta-
vu dvou rovnic, ze kterych lze snadno urcit pocet shodnych
znakl pro kazdy validni posun.

Vyskyty s otazniky

Chceme najit vsechny vyskyty jehly v sené, pricemz jeh-
la miize obsahovat otazniky predstavujici libovolné znaky.
Posun oznacime za vyskyt tehdy, kdyz kazda jednicka nebo
nula v jehle lezi naproti stejnému znaku v sené.

Podobné jako v predchozi tloze opét provedeme dvé na-
sobeni, kterda nam pro kazdy posun umozni uréit, zda se
jednd o platny vyskyt. Nejdiive spocitame, kolik jednicek
z jehly lezi pro kazdy posun naproti jednickam v sené. Poté
obdobné spocitame, kolik nul z jehly lezi pro kazdy posun
naproti nuldm v sené.

K spocitani stejnych znaka konkrétniho druhu lezicich na-
proti sobé staci vidy v obou Fetézcich oznacit praveé zkou-
many typ znaki jednickou a vSechny ostatni (vCetné otaz-
nikt v jehle) nulou. Po provedeni obou nésobeni pak v kaz-
dém validnim posunu zkontrolujeme, zda soucet shodnych
jednicek a nul odpovida poctu vSech znakt jehly bez otaz-
nikid. V takovém pfipadé je dany posun platnym vyskytem.

Celkova slozitost je O(N log N).
Ukazme si opé€t ve strucnosti alternativni feseni:

Nuly v obou fetézcich oznac¢ime c¢islem —1. Jednicky po-
nechame oznacené jako 1. Otazniky v jehle oznacime jako
0.

Po vynasobeni otoceného seznamu jehly se seznamem se-
na bude kazdy vysledny koeficient odpovidat rozdilu mezi
poc¢tem shodnych a neshodnych dvojic znaka v daném po-
sunu, pricemz bereme v ivahu pouze ty pozice, kde v jehle
neni otaznik. Plati, Ze pokud je tento rozdil roven poctu
znak jehly bez otaznikti, nalezli jsme platny vyskyt jehly
v sené.

Regularni vyrazy

Nabizi se podobny pfistup, jako v prvnim feSeni predchozi
ulohy, tedy nejprve zjistit pro kazdy znak (mimo otaznik)
a posun, kolik znakd daného druhu lezi v doty¢ném posunu
naproti sobé, a vybrat takovy posun, kde naproti sobé lezi
tolik znaki, jako je pocet znaktl jehly bez otaznik.

Takovy pristup by mél pro abecedu X slozitost O(|X] -
Nlog N), kde |X| znadi velikost abecedy. To je rozumné fe-
Seni napftiklad pro text napsany v ¢eské abecedé, nicméné
prilis pomalé pro abecedu o velikosti O(N).

Misto toho si vSimnéme, zZe lze tento problém snadno pre-
vést na predchozi. Kazdy znak z abecedy ¥ lze zakddovat
pomoci [log |3|] bitt. Nahradime tedy kazdy znak obou fe-
tézct jeho bitovym zapisem. Znak otazniku pak nahradime
posloupnosti [log |X|] otaznikd. Tim ziskdame Fetézec délky
O(N log |X]).

Na tento fetézec poté staci aplikovat predchozi algoritmus.
Pouze je tfeba dat pozor, abychom pii vybéru spravného
posunu uvazovali jen validni posuny, tedy ty, které jsou
nasobkem [log |X]].

Ziskali jsme tak FeSeni bézici v ¢ase O(N log N log |%|).

Toto feSeni je efektivni i pro abecedy o velikosti O(N) a
stacilo na ziskani plného poc¢tu bodi, nicméné si v nasledu-
jicim oddilu ukazeme, Ze lze tlohu fesit stejné rychle jako
v pfipadé bindrni abecedy, tedy v O(N log N).



Regularni vyrazy rychleji

Nez zacneme, pfevedeme jednotlivé znaky na rdzna neza-
porna C¢isla. Znak otazniku prevedeme na 0, zbylé znaky
miuzeme zakddovat libovolné, pouze s podminkou, Ze prifa-
zena Cisla budou mit velikost polynomiélné velkou vzhledem
k souctu délek vstupnich seznami.

Nejprve si predstavime naivni feSeni této tlohy a néasledné
jej zkusime urychlit s pomoci Kevinovy kalkulacky.
Piimocarym fesenim je postupné posouvat seznam jehly
vuci senu smérem doprava. Pfi kazdém posunu, kdy jehla
zcela lezl uvnitf sena, sta¢i projit vSechny dvojice znaku
v prekryvu a zkontrolovat, zda na sebe pasuji.

Ukazme si nyni, jak tuto kontrolu pfekryvu formulovat nu-
mericky. Necht L oznacuje délku jehly, j, oznacuje k-ty
koeficient seznamu jehly a s oznacuje k-ty koeficient sena.
Definujeme c¢;, které bude vyjadfovat vysledek numerické
kontroly pfekryvu pfi posunu o ¢ pozic:

L-1
ci =Y gk (sien — Gr)?
k=0

Rozmysleme si, ze libovolny s¢itanec sumy v tomto vzorci je
roven nule pravé tehdy, kdyz je na pozici k v jehle otaznik
(tedy jr = 0), nebo znak v sené na pozici ¢ + k odpovida
znaku v jehle (tedy s;1x = ji)-

Protoze je kazdy scitanec nezaporny, plati, ze je celkovy
soucet ¢; nulovy pravé tehdy, kdyz vSechny scitance vysly
nulové, tedy kdyz v daném posunu kazdy konkrétni znak
jehly pasuje s odpovidajicim znakem sena.

Takto jsme prevedli kontrolu platnosti prekryvu na test,
zda suma c¢; vySla nulovad. Pojdme si nyni rozmyslet, jak
spocitat tuto sumu pro vSechny posuny co nejrychleji.

Upravme nejprve nas vzorec pro kontrolu prekryvu:

L-1 L-1 L—-1 L-1

. N2 ) ) -3

¢ = Z Jrr(Sivk—dk)" = Z Tk Sipr—2 Z ]k'5i+k+z Tk
k=0 k=0 k=0 k=0

Ziskali jsme tak nékolik rtiznych sum. Hned si vSimneme,
7e suma Zé;ol J2 nezdvisi na posunu a miZeme si ji snadno
predpocditat.

Zbylé dvé sumy uz jsou zajimavéjsi. Kdyz si je nicméné
podrobnéji prohlédneme, zjistime, ze odpovidaji ndm dobte
znamé situaci. Obé sumy vezmou dva seznamy, jeden délky
jehly, druhy délky sena, které jsou posunuté vici sobé€ o i,
vynasobi koeficienty lezici naproti sobé, a sectou vysledky.
Pro ziskani vysledki Zé;& Jk 82 '+, pro vSechna i proto sta-
¢l vytvorit novy seznam, jehoZ jednotlivé koeficienty jsou

https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.pdf#s17]
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-4-X1/reseni

druhé mocniny koeficientti sena, a vynasobit jej s otoce-
nym seznamem jehly. Stejné tak pro spocteni sum ve tva-
ru lej;ol j,% - Si4+k vytvorime seznam s druhymi mocninami
koeficientu jehly, otoCime jej, a vynasobime se seznamem
sena.

Tak ziskdme vSechny potfebné hodnoty, s pomoci kterych
poté snadno spocteme pro kazdy validni posun vysledek
numerického porovnani a vybereme vSechna takova, ktera
vysla nulova.

Protoze provedeme jen dvé nasobeni, kazdé pracujici s mno-
hocleny délky O(N), dosdhneme opravdu ¢asové slozitosti
O(Nlog N).

Zaveér

Dodejme na zaveér, Ze lze mnohocleny s celociselnymi koe-
ficienty skute¢né nésobit v ¢ase O(N log N), takZe vSechna
naSe TfeSeni maji opravdu uvedenou ¢asovou slozitost. Po-
uziva se k tomu algoritmus znamy jako rychlad Fourierova
transformace (zkracené FFT).

Ten nachézi prekvapivé Sirokd uplatnéni — kromé nasobeni
mnohoclenti a vyhleddvani v textu se pouziva napiiklad pfi
analyze a rozkladu zvukového signalu nebo pri kompresi
obrazovych dat.

Daéle jsou na ném zaloZeny nejrychlejsi zndmé algoritmy
pro nasobeni celych ¢isel. V klasickém vypocetnim modelu,
ve kterém umime pracovat s Cisly polynomialné velkymi
vzhledem k délce vstupu v konstantnim case, lze pomoci
FFT dvé cisla o celkové délce N bitt vynasobit dokonce
v ¢ase O(N).

Pokud vas tento algoritmus zaujal, mtzete si o jeho fun-
govani a nékterych uplatnénich pfecist v knize Privodce
labyrintem algoritm.’

Ulohu pripravil: David Koldr

37-4-X1 Mehrdeutige Wortbildung

Reseni této ulohy najdete v feseni ctvrté série.?

Ulohu pripravil: Ben Swart

37-5-S Vzestup zdrojového kodu

Serial 1ze odevzdavat za snizeny pocet bodu az do konce
skolniho roku. Resiteltm, ktefi uz ¢tvrtou sérii odevzdali,
rozesleme vzorové feseni napiimo. Pokud chces$ tuto sérii
preskocCit a zacit FeSit dalsi dil, muzes si o vzorové feseni
napsat na ksp@mff.cuni.cz.

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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E-mail:

sp @mff.cuni.c
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KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|



https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.pdf#s17
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-4-X1/reseni
https://ksp.mff.cuni.cz/
mailto:ksp@mff.cuni.cz
https://ksp.mff.cuni.cz/kontakty/

	Vzorová řešení 5. série 37. ročníku KSP
	37-5-1: Pekelná cesta
	37-5-2: Fantomas se zlobí
	37-5-3: Ledová socha
	37-5-4: Užitečné mnohočleny
	37-4-X1: Mehrdeutige Wortbildung
	37-5-S: Vzestup zdrojového kódu


