Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

38. rocnik KSP

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam prvni ¢islo hlavni kategorie 38. ro¢niku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Déle na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka
témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,

za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial, jehoz dily mohou
vychazet samostatné.

Autorska feseni iloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nas pak pfi opravo-
véani napadnou néjaké komentafe k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez pfijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt p¥ijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely ro¢nik (hlavni kategorie) alespoii 50 % bodd. Za
letosni rok piijde ziskat maximalné 300 bodti, takze hranice pro tspésné feSitele je 150.
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté
série, patad uz bude moc pozdé. Také kazdému tesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi

Zari 2025

prekvapeni.

Termin série:

nedéle 2. listopadu 2025 ve 32:00 (tedy dalsi rano v 8:00)

Odevzdavani:

Pies web na adrese |pittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky tloh: () Lehdi dloha (G jeji ¢st) vhodna pro zadatecniky

Praktickd open-data tiloha

@’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialovéa tloha

8 Experimentalni (neobvykld) tloha

Odmeéna série:

Odznacek do profilu na webu si vyslouZi ten, kdo z kazdé ulohy série ziska alespon 2 body.

Prvni série tficatého osmého roc¢niku KSP

38-1-1 Omne-shot burza 11 bodu

Trpaslik Plesnivous se rozhodl, Ze drakav poklad je pro

W1l néj moc prace a musi si vydélat jinak. Jenze vydélavat
standardni cestou je zaprvé naro¢né, zadruhé neefektivni a
zatfeti nic pro néj. Proto se rozhodl jit za Lady Hrochtenzii
— mistnim ordkulem. Ta mu sdélila cenu uhli pro kazdy
z pristich N dni.

BohuZel si ale dulni fad kontroluje velké finanéné-uhelné
transakce, proto smi Plesnivous za svych K sesterciti pouze
jednou nakoupit libovolné kladné celé mnozstvi uhli a jed-
nou ho vSechno prodat. Chce pfi tom postupovat se znac-
nou obezfetnosti, aby si vydélal co nejvyssi sumu. Pomozte
Plesnivousovi zjistit, kdy méa uhli nakoupit a kdy prodat,
aby skoncil s co nejvice sestercii.
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Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim radku dostanete IV, pocet dni,
na které Lady Hrochtenzie pfedpovédéla ceny uhli, a K,
Plesnivoustiv kapital v sesterciich. Na druhém fadku dosta-
nete N kladnych celych ¢isel reprezentujici ceny uhli v da-
nych dnech.

Formdt vystupu: Na jednom radku vypiste dvé ¢isla — den,
ve ktery ma Plesnivous uhli nakoupit a kdy prodat. Dny in-
dexujeme jako spravni trpaslici od nuly. Pokud je takovych
feSeni vice, vypiste libovolné z nich. Pokud Plesnivous na
uhli nemtze nic vydélat, nebo by dokonce prodélal, vypis-
te namisto toho -1. Pozor, Plesnivoustv vydélek se nemusi
vejit do 32-bitového ¢isla.
Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
8 6 56
37249154

Kdyz by Plesnivous nakoupil v den 5, nakupoval by uhli
za 1 sestercius, tedy by jich mohl koupit 6. 6 uhli potom
v den 6 proda kazdé za 5 sestercii, ¢imz ziska penézni obnos
v hodnoté 6 - 5 = 30 sestercii. Vydélal tedy 30 — 6 = 24
sestercii, coz je pro dany vstup maximalni.


https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/

38-1-2 Bambulus 12 bodu

38-1-3 Medianovy poddany 14 bodu

Matiisovi se konecné podatilo rozjet jeho kariéru motivac-
niho fe¢nika. O jeho sérii prfednasek ,Bambulus: tii pilite
zivotniho §tésti?“ je nebyvaly zajem a neziidka byvaji pred-
staveni vyprodana. Nové nabyta slava s sebou vSak nese jis-
ta uskali: Mattisovi obdivovatelé se nemtizou shodnout na
tom, ktery z pilift jeho uceni je nejdiilezitéjsi, a rozdélili
se na tii navzajem rozhadané tabory. Jedni véri, ze klicem
ke v8emu je ladéni (harmonie se sebou i okolim), druzi vidi
hlavni smysl v #ddéni (nésledovani svého vnitiniho ditéte a
7iti v okamziku), tfeti nedaji dopustit na parddénd (hledani
vnitini i vnéjsi krasy ve vSednich vécech).

Tyto rozbroje jsou problém pro MattiSova vystoupeni, jeli-
koz pfislusnici rozhadanych taborid si odmitaji sednout ve-
dle sebe. Po minulém predstaveni, kde kvili tomu zistala
pulka mist volna, uz Matusovi dosla trpélivost. Prichazejici
divaci prosté dostanou néjaké misto pridélené, a basta. Jen-
ze jak, aby byli potad vSichni spokojeni, ale pfitom volnych
mist zbylo co nejméné? Matis je zaneprazdnén googlenim
motivacnich citatd, a tak tento tkol pfipadl na vas.
Hledisté je tvorené N zidlemi umisténymi v jedné radé. Na
zacatku je hledisté prazdné a pak do néj po jednom pfi-
chézeji divaci. Vasim cilem je navrhnout algoritmus, kte-
ry dostava udalosti tvaru ,pravé prisel divak vyznavajici
1./2./3. pilit* a na kazdou z nich odpovidd mistem, na kte-
ré si dany divdk mé sednout. Chceme pritom, aby vedle
sebe nikdy nesedéli dva divaci vyznavajici rtizné pilife.

Vas algoritmus je online: divaci prichazeji jeden po druhém,
a novy divak pfijde az potom, co umistime predchoziho. Jiz
usazené divaky nejde premistovat.

Kvalitu vaseho feseni budeme hodnotit podle ztrdty — mnoz-
stvi volnych mist, které zbyvaji v okamziku, kdy uz nejde
umistit dalsiho divédka. Stejné jako u casové slozitosti nas
zde nezajimé konkrétni ¢islo, ale pouze asymptotické cho-
véni: zdali je volngch mist ©(N), ©(v/N), nebo néjaka jina
funkce v N. Pocet volnych mist vyhodnocujeme na nejhor-
$im mozném vstupu. Mtzete si predstavit, ze pred vchodem
stoji Risa, ktery Mattsovi nepfeje tspéch, a ktery dovnitt
pousti divaky v takovém potfadi, aby vas algoritmus selhal
co nejdrive. Risa zna zdrojovy kdéd vaseho algoritmu a méa
opravdu hodné ¢asu na vymysleni co nejzapeklitéjsiho vstu-
pu.

Priklad: Uvazme algoritmus, ktery kazdého pfichazejiciho
divédka umisti na co nejlevéjsi pouzitelné misto. Takovy al-
goritmus necha az N/2 mist volngch, a to v situaci, kdy se
nam piichazeji stfidavé vyznavaci 1. a 2. pilife — pak budou
na sudych mistech sedét divaci a licha mista budou prazd-
na. Naopak si jde rozmyslet, Zze vice nez N/2 volnych mist
nikdy nezistane. Ztrata tohoto algoritmu je tedy O(N).

Cilime na algoritmus, ktery v nejhorsim pripadé ponecha
O(log N) mist volnych, ale ¢astecné body ziskate i za asym-
ptoticky horsi zavislost na N (tieba ©(v/N)). Ve vasem
feSeni nezapomente zduvodnit, pro¢ je jeho ztrata zrovna
takova, jaka tvrdite.

Toto je teoretickéd tiloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdava se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

Za sedmero horami a sedmero fekami vladl moudry kral
Risa. Ten si udrzoval svoje radce, ktefi mu kazdoroc¢né po-
¢itali a planovali chod kralovstvi. Nicméné aby radci mohli
pripravit své plany, potiebovali by sehnat reprezentativniho
poddaného. . .

RiSovo kralovstvi je rozdé€leno na K kraji. Protoze Risa mé
rad pravidelnost, v kazdém kraji je pravé N poddanych,
kde kazdy poddany méa unikatni celociselnou pracovitost
P, (1 < P; < Pyax)- Réadci by chtéli sehnat poddaného,
pro néhoz se pocty poddanych s vyssi pracovitosti a s nizsi
lisi nejvys o 1. Tedy poddaného, ktery je medidnem vsech
poddanych v celém kralovstvi.

Nicméné Risovo kralovstvi je velmi velké a rozlehlé, takze se
zdznamy o pracovitosti poddanych udrzuji pouze v krajich,
kde ziji. Risa ale mtize vyslat svého vérného posla s kon-
stantné™ dlouhym rozkazem do jednoho z kraji. Tam mutze
zkonzultovat archivy a vratit se s konstantné dlouhym vy-
sledkem. Mezi vyslanim posla a jeho navratem uplyne vzdy
jeden tyden. Na zakladé vsech predchozich vysledkti muiize
poté Risa posla vyslat do dalsiho kraje.

Napriiklad muzeme poslat posla:

® Zjistit nejmensi pracovitost v daném kraji.

e Zjistit pocet poddanych s pracovitostmi mezi A a B.

Ale nemizeme:

® Vyslat ho se seznamem nejvétsich pracovitosti v kazdém
kraji, nebot rozkaz je dlouhy ©(K).

e Nechat si poslat seznam N/2 nejméné pracovitych pod-
dannych v kraji, nebot vysledek je dlouhy ©(N).

Pomozte Risovi zjistit median pracovitosti. Vase feseni bu-
dou hodnocena priméarné podle celkového poctu vyslani Ri-
Sova vérného posla. P¥i nadvrhu algoritmu predpokladejte,
ze K je fadové mensi nez N, a to je fadoveé mensi nez Pax.
Toto je teoretickd tloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

38-1-4 Jedno slovo 8 bodu

Kevinovi pfisla s novou sérii od orgit KSP i néjaka
] podivné vypadajici zprava... a kdyby jen jednal

Vsiml si, ze kazdy vstup obsahuje na prvnim fadku cislo
vstupu, zbytku ale nerozumi a potfebuje vasi pomoc.

Naleznéte reseni.

Rada: pokud jste jesté nikdy nelustili Sifry, miuZe se vam
hodit precist si tieba zacdtek tohoto ndvodu,' po ¢dst ,Ko-
dovdni znaku“. Nehledejte vsak v Tesent veliké slozZitosti, or-
gové KSP jsou predevsim informatici a spis nez vlajkovd
abeceda je zajimaji zpusoby kodovdnt, které s informatikou
prirozené souviseji.

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy vyrobite.

Konstantné dlouhd zprava smi obsahovat jen konstantné mnoho ,rozumné velkych“ cisel — ¢isel velkych nejvyse polynomidlné
k ¢isliim na vstupu. Délka zpravy v bitech tedy musi byt v O(log K + log N + log Prax)-

I https://technoplaneta.cz/2019/informace/jak-lustit-sifry|



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo
https://technoplaneta.cz/2019/informace/jak-lustit-sifry

38-1-S Hodte si kostkou 15 bodt

V letosnim seridlu se spolu vydame do fise pravdépo-
dobnostnich algoritmai. To jsou takové, které si béhem

vypoctu ,hézi kostkou“ — tedy generuji néjakd nahodné

¢isla. To dokéZe byt piekvapivé uziteéné. Casto jsou takové

algoritmy daleko jednodussi, nebo dokonce rychlejsi (aspoii

v prumeéru) nez jejich deterministi¢ti (nendhodni) pfibuzni.

Abychom uméli o ndhodé uvazovat, bude se nam hodit ma-

tematické teorie pravdépodobnosti. O té uz v KSP¢ku mame

kuchatku (pfilozenou na konci tohoto letaku). Pfed Fesenim

uloh si ji prosim prectéte.

Dnesni dil seridlu se bude tykat generovani ndhody. Budeme

pouzivat:

® Poctivé mince — ty generuji ndhodny bit 0 nebo 1 tak,
Ze ob& moznosti maji stejnou pravdépodobnost 1/2.

e Obecn€ mince — ty generuji 1 s néjakou obecnou pravdé-
podobnosti p a 0 s pravdépodobnosti 1 — p.

® Poctivé k-sténné kostky — na nich padaji ¢isla od 0 do k—
1, vSechna se stejnou pravdépodobnosti 1/k. Poctiva min-
ce je tedy ekvivalentni s poctivou 2-sténnou kostkou. Na
konkrétnim rozsahu hodnot samoziejmé nezalezi, stejné
dobfe si mizeme poridit kostku tfeba s ¢isly 1 az k nebo
5az k+4.

® Obecné k-sténné kostky — jednotliva ¢isla maji pravdépo-
dobnosti pg, p1, ..., Pk—1, Prifemz pg + ...+ pr_1 = 1.

Stac¢i ovSem mit k dispozici libovolnou kostku nebo minci,
a hned umime simulovat vSechny ostatni. Nejdiiv dokaze-
me, Ze pomoci poctivé mince dokazeme simulovat poctivou
k-sténnou kostku pro libovolné k£ > 2. Simulaci myslime al-
goritmus, ktery bude mit k dispozici funkci na hod minci a
jeho vystupem bude hod kostkou.

Kdyby pocet stén k byl mocnina dvojky 2° pro néjaké b > 0,
stacilo by b-krat hodit minci a ziskané bity precist jako ¢islo
ve dvojkové soustavé. Takto budou mit vSechna ¢isla od 0
do k — 1 stejnou pravdépodobnost 1/2° = 1/k. (Napiiklad
pro k = 8 bude b = 3, hodime mincemi 101 a vysledek
bude 5.)

Pokud £ neni mocnina dvojky, najdeme si nejblizsi mocniny
dvojky, tedy 2°~! < k < 2°. Pak stejné jako piedtim b-krat
hodime minci, a tim ziskdme rovnomérné nahodné cislo z
od 0 do 2° — 1 (rovnomérné ndhodné znamend, ze viechny
moznosti jsou stejné pravdépodobné).

Je-li z < k, mame vyhrano a ozndmime vysledek x. V pfi-
padé x > k se nabizi oznamit x mod k, ale pozor, to neni

rovnomérné: napiiklad pro £ = 5 je b = 3 a vysledek 0
oznamime jak pro hody 000 (z = 0), tak pro 101 (z = 5).
Vysledek 0 méa tedy pravdépodobnost 2/8 = 1/4 misto po-
zadované 1/5.

Lepsi je v ptipadé x > k prosté na vSechno zapomenout
a héazet znovu. Kdyz i napodruhé bude x > k, zkusime
to potfeti atd. Tim zajistime rovnomérnou nédhodnost, ale
v nejhorsim pripadé selze kaZdy pokus a algoritmus se nikdy
nezastavi. DokaZzeme ovSem, Ze prumérny pocet hodu minci
(a tim i pramérnd ¢asova slozitost) jsou konecéné.

Spocitejme pravdépodobnost, Ze se pokus podaii (tedy bu-
de z < k). To nastane v k piipadech z 2°, takze pravdépo-
dobnost tispéchu bude p = k/2b. Jelikoz k > 20=1 = 2°/2,
bude p > 1/2. Podle lemmatu o dzbdnu z nasi kuchaiky
vychézi stfedni hodnota poc¢tu pokusti do prvniho tispésné-
ho 1/p < 2. Kazdy pokus spotiebuje b hodd minci, takze
nas algoritmus potfebuje v priméru (ve stfedni hodnoté)
méné nez 2b hodd minci. To je nejvyse 2log, k + 2, jelikoz
b <log, k + 1. Pokud nam staci asymptoticky odhad, je to
prosté O(log k) hodt v praméru.

To je pomérné typicka situace: nas pravdépodobnostni al-
goritmus je v praméru rychly, ale v nejhorsim ptipadé vel-
mi pomaly — mame-li smtlu, dokonce se nemusi zastavit.
Podobné Quicksort s ndhodnou volbou pivota, zminovany
v kuchafce, ma primérnou slozitost O(nlogn), ale v nej-
horsim pripadé kvadratickou.

Ukol 1 [4b]: Ukazte, jak pomoci poctivé k-sténné kostky
simulovat poctivou ¢-sténnou.

Ukol 2 [3b]: Ukazte, jak pomoci obecné mince simulovat po-
ctivou. Pravdépodobnost jednic¢ky na obecné minci ov§em
neznéate.

Ukol 3 [4b]: Ukazte, jak pomoci poctivé mince simulovat
obecnou. Pravdépodobnost p jednic¢ky na obecné minci do-
stanete na vstupu. Je to néjaké redlné ¢islo mezi 0 a 1. Mu-
zete predpokladat, ze vas pocita¢ umi provadét aritmetické
operace s redlnymi ¢isly v konstantnim case.

Ukol 4 [4b]: Dokaite, ze neexistuje algoritmus, ktery by
pomoci poctivé mince simuloval poctivou 3-sténnou kostku,
a mél kone¢nou ¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé.

Vase feseni tkold 1-3 by mélo obsahovat algoritmus, diikaz
spravnosti (tedy Ze vSechny moZné vysledky maji pozado-
vané pravdépodobnosti) a vypocet slozitosti v nejhorsim
pfipadé a v praméru.



Recepty z programatorské kucharky: Zakladni algoritmy

Tato nase kucharka je nejzékladnéjsi ze zakladnich a je ur-
¢ena hlavné pro zacinajici fesitele. To vSak neznamena, ze
zkuSengjsi FeSitelé do ni nahlédnout nemutzou — tfeba na
néjakou konkrétni programatorskou techniku, kterou by si
potfebovali osvézit.

V prvni ¢asti kuchatky se sezndmime hlavné se zakladnimi
principy programovéani, uchovavani dat v pocitaci a zaklady
rychlé manipulace s nimi. Po pre¢teni této ¢asti bychom
méli byt schopni pievést své myslenky z hlavy na papir
¢i do pocitace a méli bychom védét, pro¢ je nami zvoleny
postup rozumny.

Druhé cCast nas poté seznami se zakladnimi postupy, jak
TFeSit urcité konkrétni problémy. Naucime se napiiklad, jak
rychle vyhledavat v usporadané posloupnosti hodnot nebo
jak si pomoci predpocitani usnadnit feseni tézké tlohy.
Vétsinu klicovych ¢asti se pokusime téz ukazovat v podobé
zdrojového kédu ve dvou rtiznych jazycich (v nizkotroviio-
vém C, kde je zapis blizky tomu, jak pocita¢ doopravdy
pracuje, a v Pythonu, ve kterém se piSe o néco piijemnéji).
Nebudeme ale probirat zaklady syntaxe téchto jazyki, ty
si pfipadné miizete nastudovat jinde.?

Cast prvni: Zakladni pojmy

Algoritmus a program

Pod tajemnym slovem algoritmus se skryva jen jiny vyraz
pro postup. Mftzete si to predstavit jako pfikaz od mamin-
ky ,Béz do krdmu, kup chleba, a kdyz budou mit mékké
rohliky, tak jich vem tucet®.?

Takovyto prikaz klidné mizeme nazvat algoritmem, ackoliv
to bude asi znit nezvykle — pojem algoritmus se totiz po-
uziva hlavné ve svété pocitact. Je to tedy néjaka posloup-
nost zékladnich prikazl, ktera fesi néjaky problém. Vybér
konkrétniho programovaciho jazyka rozhoduje o tom, jaké
zékladni pfikazy budeme mit k dispozici. Vétsinou jsou ale
skoro stejné.

Mezi zékladni prikazy patii:

e Manipulace s daty v paméti (uloZeni ¢i nac¢teni hodnoty,
detailnéji v dalsi kapitole).

e Provedeni n&jakého numerického vypoctu (+, —, *, /).

® Vyhodnoceni néjaké konkrétni podminky a odpovidaji-
ci vétveni programu: Pokud plati A, tak proved B, jinak
proved C. Pfitom B i C mohou byt klidné celé bloky kodu,
tedy libovolné mnoho dalsich zakladnich prikazi.

e Opakovani néjakého prikazu: Dokud plati A, délej B. Ta-
kové konstrukci fikame cyklus a podobné jako u podmin-
ky mtze byt B blok kdédu, ktery se cely opakuje.

e Vstup a vystup programu (typicky vstup od uZivatele
z klavesnice ¢i nacteni vstupu ze souboru; vystup pak mii-
ze znamenat vypsani vysledku na obrazovku nebo tfeba
zapsani dat do souboru).

7 téchto zakladnich stavebnich kameni se sklada kazdy al-
goritmus. Programem potom rozumime realizaci algoritmu
v néjakém konkrétnim programovacim jazyce.

~evs

ze budete mit néjakou posloupnost piikazti, kterd se bude
na spousté mist programu opakovat, coz zbytecné prodlu-
zuje a zneprehlednuje kod.

Resenim tohoto problému je pouziti funkci. Funkci si mi-
zeme predstavit jako né€jakou pojmenovanou ¢ast programu
(s vlastni paméti), kterou mizeme opakované pouzit tim,
ze ji v rtznych ¢astech programu zavoldme. Funkci pfi za-
volani pfeddme parametry (napiiklad seznam ¢isel), které
se dostanou do jeji vnitfni paméti.

Funkce pak na zakladé obdrzenych parametri muze pro-
vadeét néjaké operace, pti kterych pracuje se svoji vnitini
paméti (mluvime o lokdlni paméti, zmény v ni se neproje-
vi nikde mimo funkeci). Na konci ndm funkce muze vratit
néjaky vysledek. Pokud funkce béhem svého béhu zméni i
néjakd data v globdlni paméti, ¢i provede néjakou globalni
operaci (napfiklad vypis textu na monitor), mluvime pak
o funkci s vedlejsimi efekty (neboli side-efekty).

Konkrétnim pfikladem mizZe byt funkce, kterd ndm spocita
odmocninu ze zadaného cisla. Ta dostane jako sviij parame-
tr ¢islo, uvnitt si provede néjaky vypocet, o ktery se jako
uzivatel funkce nemusime starat, a jako vystup nam vrati
spo¢tenou odmocninu.

Reprezentace dat v pocitaéi

Celkem casto si v pribéhu vypoctu naseho algoritmu po-
tfebujeme pamatovat néjaké hodnoty. K tomu nédm pro-
gramovaci jazyky davaji néstroj s nazvem promennd. Ta
predstavuje jakési pojmenované misto v paméti (pfihrdd-
ku), do kterého si mtizeme data ukladat a pak je odtud
zase nacitat.

Typickym piikladem mize byt pocitani souctu cisel, kterad
nam uzivatel zadd na vstupu. Na zacatku nejdrive do né-
jakého mista v paméti ulozime hodnotu 0. Poté postupné,
jak nam uzivatel zadava c¢isla, tuto proménnou pokazdé pre-
¢teme, k jeji hodnoté pri¢teme nové zadané ¢islo a vysledek
opét uloZime na stejné misto.

Takovéto pouziti jedné proménné je velmi jednoduché (tak
jednoduché, ze ho takto podrobné do feSeni KSPcka ne-
piste, neni to potieba), ale také celkem omezené. Co kdy-
bychom si chtéli pamatovat tieba celou zadanou posloup-
nost ¢isel? Mohlo by nam stacit vyrobit si spoustu rizné
pojmenovanych proménnych, ale nejde to 1épe? Jde.

vvvvvv

konstrukci, které obecné nazyvame datovymi strukturams.
Zkusime si ty nejzakladnéjsi pfedstavit.

Pole

Prvni datovou strukturou, kterou si predstavime a kterd
se na vysSe nastinénou situaci naramné hodi, je pole. To
predstavuje spoustu piihradek (proménngch) nasklddanych
v paméti za sebou, ke kterym typicky pfistupujeme pfes je-
den spole¢ny nazev pole a jejich pofadové ¢islo neboli index
(jako NazevPole[0], NazevPole[1], ...).%

Ve vétsiné zakladnich jazyki je pole jen statické, tedy v oka-
mziku jeho vytvareni musime pocitaci fict, jak ho chceme

2 http://ksp.mff.cuni.cz/study/odkazy.html]
3 A jako slu$né vychovani se tedy vydate do kramu a koupite tucet chlebii, protoze méli mékké rohliky :-)
4 Pozor, ve svété pocitacii se velmi ¢asto indexuje od nuly, tedy prvni prvek méa v tomto piipadé index 0.

—4-
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velké. Nékteré vyssi jazyky ale nabizeji i pole, které se dy-
namicky zvétsuje, takovou konstrukei si ukazeme ve druhé
¢asti kuchatky.

Abychom nebyli omezeni jen jednim rozmérem, miZeme
si klidné vyrobit pole dvourozmérné (ptipadné obecné n-
rozmérné). Dvourozmérné pole je vlastné tabulka hodnot,
nazyvame ji také nékdy matice, a mize se nam hodit napfi-
klad pii reprezentaci riiznych map (plan bludisté) nebo, jak
uvidime nize, pro reprezentaci dalsich datovych struktur.

U pole jiz mé smysl pfemyslet, jak dlouho bude ktera ope-
race trvat. Diky tomu, Ze jsou jednotlivé prvky v poli na-
skladané pevné za sebou, je snadné spocitat umisténi kon-
krétni prihradky. Proto kdyz se pocitace zeptame na obsah
prihrady pole[42], vrati ndm hodnotu ihned.

Tomu budeme ftikat operace v konstantnim case a bude-
me znacit, ze trva ¢as O(1). Efektivitu programu totiz ne-
poéitame v sekundich (protoze kazdy z nds ma asi jinak
rychly podéitad), ale v po¢tu zakladnich operaci, které musi
program radové vykonat. Vice o Casové slozitosti si muzete
predist v kuchafce o slozitosti,® nejdiive viak doporuéujeme
docist tuto kucharku.

Ptidani nového prvku na konec pole také zvladneme v kon-
stantnim case. Problém je pfidani nového prvku nékam do-
prostied (coZ se nam typicky stane, pokud budeme chtit
udrzovat hodnoty v poli sefazené a zarovenn do néj vkladat
nové). V takovém pripadé se totiz vSechny prvky za vkla-
danym musi posunout o jednu pozici dal, aby se vkladany
prvek vesSel na své misto. Takova operace tedy muze pro
pole délky N (¢ili pole obsahujici N prvkl) trvat fadové
aZ N krokt, coz zapisujeme jako O(N) a fikdme, Ze je to
vzhledem k N linedrni casovad sloZitost.

To je zna¢na nevyhoda oproti struktufe, kterou si ukazeme
za chvili. Urcité ale pole nezavrhujme. Je to zakladni da-
tova struktura, ktera nalezne pouziti ve spousté programi,
a jak si ve druhé ¢asti kucharky ukazeme, miizeme ho po-
uzit tfeba k rychlému hledani hodnoty metodou bindrniho
vyhleddvani. Nyni ale jiz slibovana dalsi datova struktura.

Spojovy seznam a ukazatele

Pole jsme méli v paméti urcéené jenom tim, ze pocitac védél,
kde je jeho zacatek a kolik mista v paméti zabiraji jeho
prvky. Pfi dotazovani na konkrétni index pak podle indexu
a podle velikosti prvkiu pocitac¢ presné védél, kam do paméti
se mé podivat, aby naSel ndmi pozadovany prvek (to vse
zvladl v konstantnim ¢ase). Jednotlivé prvky si tedy viibec
nemusely pamatovat, kde se nachazi jejich sousedi, protoze
vSechny prvky sedély v paméti za sebou.

Predstavme si ale ted situaci, kdy by si kazdy prvek jesté
pamatoval pozice sousedti. Pak bychom mohli mit prvky
libovolné rozhéazené v paméti a jen by se na sebe vzajemné
odkazovaly (prvni prvek by tvrdil, Ze druhy je na pozici X,
druhy by tvrdil, Ze tfeti je na pozici Y, a tak déle).

‘\’0/1/2/3/4/

o o o 2 o

K lepsimu pochopeni tohoto principu je dulezité si vysvét-
lit, co to je ukazatel (nebo také odkaz ¢i anglicky pointer).
Kazdé misto v paméti pocitace méa své ciselné oznaceni,

> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost

kterému rikame adresa. Kdyz si vytvarime néjakou pojme-
novanou proménnou, ta se vlastné odkazuje na urcité misto
v paméti a na tomto misté v paméti je jeji hodnota.

Co kdyby ale hodnota proménné byla adresa néjakého ji-
ného mista v paméti? Pak takové proménné rikame pointer
a umoznuje nam vytvaret vysSe popsanou strukturu rozha-
zenych prvkid v paméti.

Spojovy seznam je tedy urCeny svym prvnim prvkem (mé-
me v jedné proménné pointer na tento prvek, ktery se cas-
to nazyva kofen, protoZe z négj ,vyrtstd“ zbytek struktury)
a poté u kazdého dalsitho prvku mame za sebou ulozenou
hodnotu tohoto prvku a odkaz (pointer) na dalsi prvek.
Odkazy mezi prvky mohou byt i obousmérné, mohou vést
dokola (posledni ukazuje na prvn{) ¢i mohou dokonce tvo-

spojovy seznam).

Pokud pointer nema nikam ukazovat, realizuje se to odka-
zanim tohoto pointeru na adresu NULL. To skoro doslovné
tika ,Neukazuji nikam®.

| '
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Co nam takto vystavéna struktura umoznuje v porovnani
s polem? Pfistup na konkrétni prvek v ni stoji linearné ¢a-
su, protoZe ho musime ,,odkrokovat“ od prvniho prvku (na
ktery mame pointer), tedy musime udélat az O(N) kroki.
Pokud bychom vSak pointer na dany prvek uz néjak méli,
samoziejmé na néj miazeme pristoupit v konstantnim case.

Naopak pfidéavani prvki na konkrétni misto (i jejich odebi-
rani) mame v podstaté zadarmo a spojovy seznam muZeme
rozsifovat, dokud na néj mame v pocitaci pamét. Ve chvili,
kdy chceme pfidat novy prvek za prvek, na ktery mame
pointer, jen Sikovné pfepojime ukazatele. Pokud predtim
ukazatele vedly A — B, ted povedou A — C — B (a pfi
odebirani naopak).

Zde mizete vidét ukézku pointert a spojovych seznami
v jazyce C, kde jsou tyto véci mnohem vice nizkodroviiové
(ale zato rychlejsi):

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

// Ptrikazy vjSe naetly do programu

// standardni knihovny a funkce z nich.

// Struktura pro prvek obsahujici dopf¥edné
// i zpé&tné odkazy. Zkracené& tomuto typu
// budeme Fikat "tprvek".
typedef struct prvek tprvek;
struct prvek {
int hodnota;
tprvek *dalsi;
tprvek *predchozi;
};
// Vytvo¥i novy prvek:
tprvek *novy(int i) {
tprvek *aktualni =
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malloc(sizeof (tprvek)) ;
aktualni->dalsi = NULL;
aktualni->predchozi = NULL;
aktualni->hodnota i;
return aktualni;

}

// Odstrani prvek a vrati pointer na dalsi
// prvek (vréaceni pointeru se hodi pf¥i
// odstraiiovdni kofene):
tprvek *odstran(tprvek *aktualni) {
if (aktualni->predchozi != NULL)
aktualni->predchozi->dalsi
aktualni->dalsi;
if (aktualni->dalsi != NULL)
aktualni->dalsi->predchozi
aktualni->predchozi;

tprvek *pomocna
free(aktualni);
return pomocna;

aktualni->dalsi;

}

// Vlozi a vrati pointer na novy prvek:
tprvek *vloz_za(tprvek *aktualni, int i) {
tprvek *pomocna = aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi = novy(i);

if (pomocna != NULL)
pomocna->predchozi

aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi->dalsi = pomocna;
return aktualni->dalsi;

}

// Pouziti:

int main(void) {
tprvek *koren
tprvek *aktualni

novy(1);
vloz_za(koren, 2);

aktualni = koren;

while (aktualni !'= NULL) {
printf("%d\n", aktualni->hodnota);
aktualni aktualni->dalsi;

3

return O;

}

Zde je ukazka spojovych seznamit v Pythonu, kdybychom
si je podobné jako v C chtéli naprogramovat sami (Python
totiz obsahuje spoustu zakladnich struktur jiz hotovych,
podivejte se na modul jménem collections):

class Prvek:
def __init__(self, hodnota):
self.hodnota hodnota
self.dalsi = None
self.predchozi = None

class Spojak:
def __init__(self):
self.koren None

def vypis(self, aktualni):
if aktualni is not None:
print (aktualni.hodnota)

self.vypis(aktualni.dalsi)

def vloz_po(self, prvek, za_prvek = None):

if za_prvek is not None:
prvek.dalsi = za_prvek.dalsi

prvek.predchozi = za_prvek
za_prvek.dalsi = prvek

if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = prvek

if self.koren is Nome:
prvek

self.koren

def odstran(self, prvek):
if prvek.predchozi is not None:

prvek.predchozi.dalsi = \
prvek.dalsi
if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = \

prvek.predchozi
# Pouziti:
prvekA = Prvek("A")
prvekB = Prvek("B")
prvekC = Prvek("C")
prvekD = Prvek("D")

Spojak ()

seznam

seznam.vloz_po (prvekB)
seznam.vloz_po(prvekD, prvekB)
.vloz_po(prvekC, prvekD)
seznam.vloz_po(prvekA, prvekC)
odstran (prvekC)

Seznam

seznam.

seznam.vypis(seznam.koren)

Fronta a zasobnik

S pouzitim spojovych seznamii (nebo v jednodussim p¥ipa-
dé dokonce i poli) miizeme zkonstruovat dvé velmi uziteéné
datové struktury, frontu a zasobnik.

Fronta funguje tak, jak si ji asi kazdy z nas predstavuje:
ten, kdo se do fronty postavi prvni, také prvni pfijde na
fadu. Trochu jinak si ji miZzeme predstavit jako trubku,
do které na jedné strané sypeme néjaké véci a na druhé
je odebirdme. Anglicky je téZ nazyvand FIFO (,First In,
First Out®).

Praktickou realizaci udélame jednoduse spojovym sezna-
mem. Budeme si drzet dva ukazatele, jeden na zacatek se-
znamu, druhy na konec. Kdyz se objevi novy prvek, ktery
do fronty budeme chtit vlozit, pfiddme ho na konec, za-
timco pfi odebirani z fronty vyuzijeme druhého ukazatele a
vezmeme prvek ze zacatku.

Druhou velmi podobnou datovou strukturou je zdsobnik.
Jak uz ale plyne z anglického nédzvu LIFO (,Last In, First
Out®), funguje spise jako plny Suplik: Nahoru do néj ptrida-
vame nové prvky, a kdyz chceme néjaky odebrat, vezmeme
také zvrchu. To znamenad, Ze prvni se na fadu dostane na-
posledy vlozeny prvek.

Implementace je velmi obdobna jako u fronty, jen bude uka-
zatel pouze jeden a bude ukazovat jenom na jeden konec
spojového seznamu, konkrétné na posledni prvek.

Knihovny

Tyto zakladni struktury uz jsou Casto predpfipravené jako
soucast urc¢itych knihoven v daném jazyce. Knihovna je vét-
sinou sbirka néjakych navzajem souvisejicich funkci, které
jiz nékdo sepsal a které si mizeme do naSeho programu
nacist a pouzivat. Ukazku nacteni knihoven muzete vidét
napiiklad ve vyse zminéném kédu v jazyce C.

Je ale velmi dulezité rozumét tomu, jak knihovni funkce



vnitiné funguji. Protoze jediné kdyz budeme védét, co je jak
rychlé a efektivni, budeme schopni psat rychlé programy.

Ted jiz vime, jak reprezentovat nejzakladnéjsi datové struk-
tury v pocitaci, ale mohlo by se nam hodit zastavit se jesté
chvili u dalsich struktur. Tentokrat je uz budeme studovat
trochu teoreti¢téji.

Stromy a grafy v informatice

Grafy

S néjakymi grafy jste se jiz mozna potkali, ale tento pojem
je bohuzel docela pfetézovany. Jednim jeho vyznamem jsou
ykoldCové grafy“ a jiné dalsi diagramy znazortujici néjaky
pomér (at uz to jsou vysledky voleb, nebo pomér lidi, ktefi
sledovali v televizi Veéernicek).

Dalsi vyznam mutzeme nalézt v analytické matematice, kde
se potkame s grafy pribéhu néjakych funkci. My vsak ne-
méame na mysli ani jedno z vy$e zminénych, ted se budeme
bavit o kombinatorickych grafech.

Grafem tedy mame na mysli néjakou mnozinu objektu, 1i-
kejme jim wvrcholy, a néjaké vztahy mezi nimi. Tyto vztahy
nazyvame hranami a jsou vyjadiené dvojicemi vrchold, me-
zi kterymi vedou. Ukézku takového grafu vidime tfeba na
nasledujicim obrazku.

Jako praktickou ukazku grafu si mizeme naptiklad predsta-
vit silni¢ni sit néjakého statu: vrcholy budou mésta a hrany
budou silnice, které mezi nimi vedou.

Obcas se miZete setkat s pojmem souvisly graf. Ten zname-
na jen to, Zze mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje néjaka
cesta. Pokud tomu tak neni, je graf nesouvisly a da se roz-
lozit na nékolik mensich graft, které jiz souvislé jsou a rika
se jim komponenty souvislosti.

Samotny graf poté muzeme doplnit tim, Ze si v kazdém
vrcholu nebo na kazdé hrané budeme pamatovat né&jakou
hodnotu (napiiklad cenu nejlevnéjsiho benzinu ve méstech
a délku v kilometrech na silnicich). Pamatovani si hodnot
ve vrcholech je docela obvykla technika a nema specialni
néazev, ale pokud budeme mit graf, ktery si pamatuje hod-
noty na hranéch, budeme o ném mluvit jako o ohodnoceném
grafu.

Dalsi moznou tpravou je, ze kazda hrana povede jen jed-
nim smérem (jednosmérné silnice), takovym graftim fikdme
orientované (pokud pak v orientovaném grafu chceme sil-
nici obéma sméry, prosté do néj priddme dvé hrany, jednu
v kazdém sméru).

Posledni, co nam schazi k praktickému pouziti grafi, je na-
uCit se, jak je reprezentovat v pocitac¢i. Existuje nékolik
moznosti (v popisech bude n znaéit pocet vrcholii, m pocet
hran):
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e Seznam sousedu — vrcholy grafu budeme mit uloZené
v poli a u kazdého vrcholu budeme mit (spojovy) seznam
¢isel dalsich vrcholt, do kterych z aktualniho vrcholu ve-
de hrana. Zabird misto O(n+m) a hodi se pro ¥idké grafy
(tedy grafy, kde je m fadové stejné jako n).

Matice sousednosti — tabulka n x n, kde na souradnicich
[i, 7] je jednicka (nebo jind hodnota, v pfipadé ohodno-
ceného grafu), pokud z i do j vede hrana, a nula, pokud
tam hrana neni (u neorientovanych grafti je navic mati-
ce symetrickd — je jedno, jestli vezmeme [i, j] nebo [j,1]).

Hodi se pro husté grafy, kde m ~ n?.

Matice incidence — tadky reprezentuji vrcholy, sloupce
hrany. V kazdém sloupci jsou pravé dvé jednicky — indexy
vrcholl, mezi kterymi hrana vede. Zabird vsak O(mn) a
jejl pouziti byva dost neohrabané, takze je vétsinou lepsi
dat prednost jiné reprezentaci grafu. Je ale dobré o ni
védet.

Grafy jsou velmi Siroké téma. Mtuzeme hledat jejich mini-
malni kostry, mizeme v nich hledat nejkratsi cesty ¢i skrze
né poustét pod tlakem vodu. Vice o nich si tedy mutizete pre-
Cist v nékteré z nasich specializovanych grafovych kuchaiek,
které odkazujeme z naseho kuchaikového rozcestniku.6

Stromy

Mozna si tikate, co ma informatika u vSech elektront spo-
lecného s lesnictvim? Kupodivu celkem mnoho a bez stromu
bychom se v leckterém piipadé jen tézko obesli. Informa-
tické stromy sice nejsou vétsinou tak zelené, maji ale, na
rozdil od svych dfevnatych sourozencd, mnoho jinych pék-
nych vlastnosti.

Strom je vlastné specidlnim pfipadem souvislého grafu, kte-
ry neobsahuje Zzadnou kruzmici (cyklus). To znamend, Ze
mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu existuje pravé jedna
cesta.

Diky této vlastnosti mizeme néjaky zvoleny vrchol prohla-
sit za koten a strom za néj pomyslné zavésit (tak, Ze strom
roste od kofene smérem dolil), této operaci se ¥ikd zakore-
néni. Pak mizeme mluvit o tom, Ze z kofene smérem dolu
(informatické stromy maji tradiéné kofen nahote) vyristaji
néjaké podstromy.
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Pokud je strom zakofenény, mtizeme v ném mluvit o hloub-
ce kazdého vrcholu, neboli o jeho vzdélenosti od kofene.
Hloubka celého stromu je pak nejdelsi ze vzdalenosti od
kofene k néjakému z listd (tak fikdme vrcholtim, které jiz
nemaji zaddné syny, tedy vrcholy, které by z nich vyrtstaly).
Podle hloubky poté mizeme vrcholy stromu usporadat do
jednotlivych hladin.

Velmi ¢asto pouzivame stromy, které jsou néjak pravidelné.
Prikladem jsou tfeba bindrni stromy, které maji v kazdém
vrcholu maximélné dva syny (Fikdme jim levy a pravy pod-
strom). Reprezentovat se daji bud obecné jako kazdy jiny
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strom (v kazdém vrcholu spojovy seznam podstromit), nebo
velmi pékné i v poli.

Sta¢i si pomyslné doplnit bindrni strom na dplny (to je
takovy, ktery ma vSechny své hladiny plné) a pak ho od
kofene smérem dolt po hladindch oéislovat (kofen dostane
¢islo nula, jeho synové ¢isla jedna a dva, dalsi hladina ¢isla
ti az Sest, atd.).

Mizeme si vSimnout, ze pokud si v takovém ocislovani vez-
meme jakykoliv vrchol s éislem (indexem) ¢, jeho synové
jsou praveé vrcholy s indexy 2i 4+ 1 a 2¢ 4+ 2. Do pole nize je
zapsany binarni strom z obrazku vyse.

index 0 1 2
hodnota 8 3 12

6
14

7

8

3 4 5 9 10

1 5 9 4 7

Jak plyne z ocislovani, pro Gplny bindrni strom je ulozeni
v poli efektivni a neplytvame mistem. Pokud ale strom tupl-
ny nebude, zistanou ndm v poli volna mista. Ulozeni v poli
se tedy vyplati jen pro stromy, které se od uplnych prilis
nelisi.

Specialnim pfipadem binarnich stromu jsou pak jesté bindr-
ni vyhleddvact stromy. Jsou to norméalni binarni stromy, pro
néz navic plati, ze af si vezmeme libovolny vrchol, budou
hodnoty vrchold v jeho levém podstromu mensi nez hod-
nota tohoto vrcholu a hodnoty v jeho pravém podstromu

naopak veétsi.

V takovém stromu pak zvlddneme snadno vyhledavat. Bu-
deme ho postupné prochazet od kotfene a v jednotlivych vr-
cholech budeme porovnavat hledanou a aktualni hodnotu
a podle toho sestupovat do spravného podstromu. Podob-
na technika je detailnéji popsana ve druhé casti kucharky,
v sekci Rozdel a panuj.

Na slozitéjsi datové struktury stavéjici na téchto zakladnich
(haldy, intervalové stromy, ...) se muZete podivat do né-
které z nasich dalsich kucharek, na jejichz prehled jsme vas
uz odkazali o kapitolu vyse.

Cast druha: Programatorské techniky

Tato ¢ast by méla slouzit jako rychly prehled a ukazka rtz-
nych technik, které se daji pouzit pfi feSeni tlloh z KSPcka,
nebo pfi programovani obecné.

Rekurze

Rekurze je velmi dtlezita programatorska technika. V pod-
staté znamend definovani néjaké véci (af uz je to néjaky
objekt ¢i postup vypocétu) pomoci sebe sama.

Rekurzivné mtze byt napiiklad zadéna néjaka datova struk-
tura. Tteba stromy jsou péknym ptikladem rekurzivné de-
finované datové struktury — kazdy vrchol stromu muize mit
syny, a kazdy z téchto syni je sém o sobé strom (tedy i osa-
moceny vrchol bez syntl je stromem).

Prakticky je to realizovano tak, ze kazdy vrchol mé svou
hodnotu a pak jesté seznam ukazatelid vedoucich na dalsi
pripadné podstromy. S ukazateli jsme se jiz potkali a s je-
jich pomoci jsme si postavili spojovy seznam. A piesné tak,
spojovy seznam je také ve své podstaté rekurzivni datova
struktura.

Kromé rekurzivnich datovych struktur se ale ¢asto potkava-
me i s rekurzivnim postupem vypoctu néjakého programu,
nejcastéji realizovanym ve formé funkce, ktera volad sama
sebe (vétSinou s jinymi parametry, jinak by to asi nemélo
smysl), takové funkci se ika rekurzivoni funkce.
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koncovou podminku, tedy podminku, pfi niz uz se rekurze
zastavi. Jinak by se totiz mohlo stat, ze by rekurze bézela
donekonecna.

Presnéji rekurze by se i tak v néjakou chvili zastavila, ale
skoncila by chybou, protoze by ji dosla pamét — kazdé volani
funkce si totiz ukousne kus paméti (musi si pamatovat, kam
se po skonceni m4 vratit), a pokud ma rekurzivni funkce jes-
té néjaké lokalni proménné, musime si nékde ulozit vSechny
lokalni proménné funkci, z kterych jsme se doposud nevra-
tili.

Rekurzivni funkce a pfevod na nerekurzivni cyklus

Typickym piikladem rekurzivni funkce je vypocet Fibo-
nacciho ¢isel. Ta jsou definovana tak, ze fo = 1, f1 = 1
a n-té Fibonacciho ¢islo je soué¢tem dvou pfedchozich (f,
fr—1+ fn—2). To ndm d4va posloupnost ¢isel 0, 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, ... pokracujici donekonecna. Pokud toto pfrepiSeme
do programového kédu, tak dostavame nasledujici zapisy:

V jazyce C:
int fib(int n) {

if (n==0) return 0;

else if (n==1) return 1;

else return fib(n-1) + fib(n-2);
}

V Pythonu:

def fib(n):
if n ==
return O
elif n ==
return 1
else:
return fib(n-1) + fib(n-2)

Jak vidime, je pfepis celkem piimocary. Pokud by se ndm
vSak rekurze v néjakém pripadé nelibila, mizZeme se kaz-
dé rekurze zbavit. Rekurzivni volani totiz mizeme Sikovné
prepsat na néjaky cyklus se zdsobnikem.

Pak jen v cyklu odebirame prvky ze zasobniku, dokud neni
prazdny, a za kazdé rekurzivni zavolani do zédsobniku prida-
me parametry, se kterymi bychom nasi funkci volali. Timto
postupem prevedeme kaZzdou rekurzivni funkci na nerekur-
zivni.

Jesté doplnime poznamku, ze ve vétsiné programovacich
jazyku kazdé volani funkce stoji néjaky cCas, sice maly, ale
kdyz se volani provadi opakované, tak se to uz nascita. Pro
realnou implementaci je tedy nejlepsi pokusit se rekurzi pre-
vést na nerekurzivni volani, pokud to néjak rozumné jde.

Obcas to jde dokonce i jednoduseji a bez zasobniku. Podi-
vejte se na alternativni variantu vypoctu Fibonacciho ¢isel
nize a rozmyslete si, co déla.

V jazyce C:
int fib2(int n) {
if (n == 0) return O;

int a 0; int b = 1;
while (n > 1) {

int pomocna = a + b;
a = b;

b = pomocna;

n--;



return b;

}
V Pythonu:
def fib2(n):
if n ==
return O
a=0; b=1

while n > 1:
(a, b) = (b, atb)
n-=1

return b

Jak vidite, je i tato funkce elegantni a navic béhd mno-
hem rychleji nez jeji rekurzivni varianta. Tato funkce béha
v O(n), kdezto rekurzivni varianta pocitala stejné véci mno-
hokrét dokola (zkuste si nakreslit néjaky strom volani pfed-
chozi funkce, pfipadné se podivat dopifedu do podkapitolky
Piedpocitané mezivysledky).

Rekurzivni varianta v tomto pfipadé miize bézet az v case
O(2™), coz je pro velkd n mnohem pomaleji nez O(n). D4
se ale celkem lehce rozmyslet tprava rekurzivni varianty,
aby bézele také v O(n), zkuste si rozmyslet jak.

Backtracking

S rekurzi silné souvisi i pojem backiracking, ¢esky by se
snad dalo fici ,,metoda pokusu a omylu“. Timto pojmem
oznacujeme proces, kdy postupné zkousime vSechny moz-
nosti, jak vyfesit néjaky problém.
Metoda pokusu a omylu se tento proces nazyva proto, ze
pokud jiz nemiZzeme pokracovat dal (tfeba v piipadé, ze
v bludisti dojdeme do slepé uli¢ky), vratime se kus zpét
a zkusime jinou (zatim nevyzkouSenou) moznost. Takto po-
stupné zkusime kazdou moznost, a bud nalezneme nami hle-
dané feSeni, nebo se vratime aZz na vychozi pozici a zjistime,
Ze TeSeni neexistuje.
Backtracking byva casto realizovan pomoci rekurze, uka-
zeme si to na prikladu hledani rozkladu zadané ¢astky na
mince o hodnotéach 5 K¢ a 3 K¢ (vsimnéte si, ze v takto ome-
zeném penéznim systému nejde slozit tieba Castka 7K&).
Nase funkce dostane jako parametr zbyvajici ¢astku a zku-
si rekurzivné provést rozklad na jednotlivé mince:
V jazyce C:
bool rozloz(int castka) {
// Koncova podminka rekurze
if (castka == 0) return true;
else if (castka < 0) return false;
else if (rozloz(castka-5)) {
printf(" 5 Kc");
return true;
} else if (rozloz(castka-3)) {
printf(" 3 Kc");
return true;
} else return false;

}
V Pythonu:

def rozloz(castka):
if castka ==
return True
elif castka < O:
return False

elif rozloz(castka-5):
print(" 5 Kc")
return True

elif rozloz(castka-3):
print(" 3 Kc")
return True

else:
return False

V kazdém kroku zkusime nejdfive pouzit pétikorunovou
minci a zavoldme se na zbylou ¢astku, a kdyz nas rozklad
nevyjde, zkusime v tomto kroku pouzit jesté tiikorunu. Tak-
to se rozhodujeme v kazdém kroku rekurze a pripadné se
vracime z netspésnych vétvi vypoctu a zkousime dalsi moz-
nosti.

Takovym postupem ale vyzkousime az exponencialné mno-
ho moznosti (O(2")), coz neni moc rychlé. Proto je dopo-
rucovano se backtrackovani radéji vyhnout, nebo ho néjak
chytte vylepsit. Je vSak dobré o backtrackovani védét, pro-
toze existuji problémy, které efektivnéji fesit neumime.

Rozdél a panuj
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blému na mensi ¢asti, které opét miizeme rozdélit na mensi
a tak dale, dokud se nedostaneme k problémtim tak malym,
Ze je uz umime trividlné vyftesit.

Binarni vyhledavani v poli

Ptedstavme si, Ze mame sefazené pole n prvkit a chceme
zjistit, jestli se v ném nachézi prvek s hodnotou k. Urcité
mizeme projit celé pole v linedrnim ¢ase (tim, Ze budeme
brat jeden prvek za druhym a kontrolovat, zda je roven
hodnoté k), ale to je zbyteéné pomalé a nevyuzivé toho, ze
mame pole sefazené.

Mizeme totiz zacit s velkym problémem a ten postupné
zmensSovat na stale mensi a mensi. Nejdrive hledame k v ce-
lém poli. Podivame se na jeho prostiedni prvek:

e Pokud je roven k, jsme hotovi.

e Je-li vétsi nez k, vime, ze se k musi nachézet nalevo od
néj. Mizeme tedy hledat znovu, ale tentokrat se omezit
jen na levou polovinu pole.

¢ Analogicky, je-li mensi nez k, muzeme hledat jen v pravé
poloviné.

Kdyz timto postupnym délenim problémiti na mensi dojde-
me az k poli o velikosti jednoho prvku, staci tento prvek
jenom porovnat, dal uz se pole nepokousime rozdélovat.

JelikoZ se nam kazdym krokem problém zmensi na polovinu,
maximalné po logn krocich se dostaneme na pole velikos-
ti jedna. Rikame, Ze algoritmus mé logaritmickou casovou
sloZitost, piseme O(logn).”

Prakticky postup provadime tak, Ze si udrzujeme levy a pra-
vy okraj aktualné zpracovavaného tseku a postupné je k so-
bé priblizujeme.

Ukézka hlavni smycky v C:

int polel] = {1,2,5,7,12,16,42};

int hledane = 8;

int L = 0, R = 6;

int x;

Pokud neni feceno jinak, znamend pro nas v informatice znacka log dvojkovy logaritmus, coz je funkce opacnd k funkci 2™
a roste o hodné pomaleji nez funkce linedrni. Pro velkd n plati: 1 < logn < n a naptiklad log2 = 1,1log 8 = 3,1log 1024 = 10.



do {
int prostredni = (L+R)/2;
x = polel[prostrednil];
if (x == hledane)
printf ("Pole obsahuje hledane\n");
else if (x < hledane)
L = prostredni + 1;
else
R = prostredni;
} while (L < R &% x !'= hledane);

if (x != hledane)
printf ("Hledane neni v poli\n");

Ukéazka v Pythonu jako funkce vracejici index prvku nebo
—1, pokud hledané ¢islo nenalezne:

def bin_vyhled(pole, hledane,
levy_index=0, pravy_index=None):
if pravy_index is None:
pravy_index = len(pole)
while levy_index < pravy_index:
prostredni = (levy_index +
pravy_index) // 2
x = pole[prostredni]
if x < hledane:
levy_index = prostredni + 1
elif x > hledane:
pravy_index = prostredni
else:
return prostredni
return -1

# Zavolani:
print(bin_vyhled([1,2,5,7, 8,12,16,42], 1))

Dalsi aplikace

Dalsi typickou aplikaci postupu rozdél a panuj je naptiklad
tFidéni posloupnosti pomoci Mergesortu. Ten v zdkladu fun-
guje tak, ze kazdou posloupnost, kterou dostane k setfidé-
ni, rozdéli na poloviny a kazdou z nich setfidi rekurzivnim
zavolanim sebe sama. Zanotfovani se zastavi ve chvili, kdy
tfidime posloupnost délky jedna (ta uz je z podstaty setfi-
dénd). Pak jen v kazdém kroku ze dvou set¥idénych mensich
posloupnosti vyrobi jejich slévanim setfidénou posloupnost
dvojnasobné délky.

Vice se 0 metodé Rozdél a panuj muzete dozvédét ve stej-
nojmenné kuchaice.®

Predpocéitané mezivysledky

Motivaci k této kapitole je nasledujici motto: ,,Pro¢ pocitat
néco vicekrat, kdyz nam to staci spocitat jednou a zapa-
matovat si to?¢.

Velmi ¢asto se totiz setkdvame s tim, ze néco pocitame stale
dokola. Jako priklad si mzeme pfipomenout nasi rekurziv-
ni implementaci pocitani Fibonacciho ¢isel zminénou vyse.

Kdyz se podivame na vypocet ¢isla £ib(5), vidime, Ze pro
né&j volame £ib(4) a £fib(3), fib(4) vold £ib(3) a fib(2),
£ib(3) vold £ib(2) a £ib(1) a tak dale. VSimli jste si, ko-
likrat se nam tyhle vypocty opakuji? Néktera Fibonacciho
Cisla spocteme totiz zbyteéné mnohokrat.
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Kdybychom si je namisto opakovaného pocitani nékde pa-
matovali, mohli bychom pak odpovéd na dotaz na jiz vy-
poctené ¢islo vytdhnout jako kralika z klobouku v konstant-
nim c¢ase. Zavedenim jednoho globalniho pole, ve kterém si
tyto hodnoty pro jednotlivd n budeme pamatovat, nam sni-
71 ¢asovou slozitost z O(2™) na péknych O(n). Takovému
postupu se obecné fika dynamické programovdni.
Dynamické programovani

Nejprve uvedme na pravou vahu vyraz ,,dynamické* v na-
zvu. Nevystihuje tak aplné podstatu této techniky a jeho
historické pozadi je celkem slozité, avSak dnes je tento na-
zev jiz tak zazity, Ze se uz pravdépodobné nezméni.

Slovo ,, dynamické” ¢astecné odkazuje na to, ze se dynamic-
ky (za béhu programu) postupné stavi feseni jednodussich
problémt, ktera jsou nasledné pouzita pro feseni slozitéj-
§ich. Jeho hlavni podstatou je tedy ukladani a opétovné
pouziti jiz jednou vypoctenych udaju.

Hodi se na tlohy, které se daji délit na podulohy, které
jsou si podobné a mohou se opakovat. Vysledky takovychto
poduloh si poté ukladame a pti dotazu na stejnou podtulohu
vratime jen ulozeny vysledek a vypocet jiz neprovadime.
Pro dalsi prohloubeni znalosti muzete na nasem webu na-
hlédnout do dalsi kuchatky, tentokrat nesouci (prekvapivé)
nazev Dynamické programovani.®

Prefixové soucty

Velmi casto se ndm hodi si jesté pred samotnym vypoctem
predpocitat a ulozit néjaké hodnoty, které poté pouzijeme.

Predstavme si naptiklad problém nalezeni souvislého tseku
s nejvétsim souctem v néjaké posloupnosti kladnych i zapor-
nych ¢sel. Ze to neni Gplné jednoduchy piiklad, si ukazme
na nésledujici posloupnosti:

1,-2,4,5,—1,-5,2,7

Mame zde dvé ryze kladné souvislé posloupnosti, kazdou se
souftem 9 (4,5 a 2,7). Ale pfesto je vyhodné&jsi vzit i né-
jaké zadporné hodnoty a vytvorit tak souvislou posloupnost
o souctu 12 (zkuste ji nalézt).

Mohlo by néas napadnout, ze prosté zkusime vzit vSechny
mozné za¢atky a vSechny mozné konce. To ndm dava O(n?)
moznych posloupnosti (méme n moznych zacatku a ke kaz-
dému z nich fadové n moznych konctt), pro kazdou posloup-
nost si spo¢teme soudet (to zvlddneme v O(n)) a budeme si
pamatovat ten nejvétsi nalezeny. Cely nas postup tak trva

O(n?).

To neni pro takhle jednoduchou tlohu zrovna ten nejpék-

wevs
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¢et libovolné posloupnosti v konstantnim case. Cely princip
je vlastné az kouzelné jednoduchy, ale zarovenn velmi mocny.
Na zacatku vypoctu si do pomocného pole P stejné délky
jako posloupnost na vstupu (té fikejme S) ulozime takzva-
né prefizové soucty: i-ty prefixovy soucet je soucet prvnich
i+ 1 prvka S, neboli P[i] = S[0] + S[1] + ...+ S[i].

Pro nas ukazkovy pripad a pro vstupni pole oznacené S by
to dopadlo takto:

i -1 0 1 2 3 4 5 6 7T
S[i] 1-2 4 5-1-5 2 7
Pl 0 1-1 3 8 7 2 4 11

Pole prefixovych souc¢td umime ziskat v linerarnim case —
prosté jen od zacatku prochézime vstupni pole, poc¢itame
si priubézny soucet a ten zapisujeme.

Soucet libovolného tseku a. . . b pak ziskdme v konstantnim
Case jako prefixovy soucet od zacatku do indexu b minus
prefixovy soucet od zac¢atku do indexu a. Zapsano progra-
mové to pak je:

soucet = P[b] - P[a-1];

To ndm umoziuje snizit ¢as potifebny na feSeni této tilohy
na O(n?). To je uz lepsi ¢as; prozradime vsak, Ze tuto tilohu
Ize Tesit dokonce v linedrnim cCase, ale to je jiz nad ramec
této kucharky.

Dvourozmérné prefixové soucty

Prefixové soucty se daji zobecnit i do vice rozméri, ale prin-
cip je vzdy stejny. Napiiklad dvourozmérné prefixové soucty
u matice funguji tak, ze si predpocitame soucty podmatic
zacinajicich levym vrchnim polickem a konéici na indexu
[z, y].

7 toho je vidét, Ze prefixovy soucet zpravidla obsadi stej-
né velky prostor jako ptivodni data, v tomto pfipadé tedy
budeme mit matici hodnot prefixovych sou¢ti koncicich na
zadanych soufadnicich. Jak ale ziskat soucet néjaké pod-
matice, ktera se nachazi nékde ,,uprostfed“ nasi matice?

Pouzijeme stejny princip jako u jednorozmérného pfipadu:
Pri¢teme vétsi ¢ast, kterou chceme zapocitat, a odecteme
od ni ¢asti, které zapocitat nechceme. Pro piipad podmati-
ce zacinajici vlevo nahote na pozici [z, y] a konéici napravo
dole na [X,Y] to ilustruje nésledujici obrézek:

[0,0]
A B |
_____ [_‘T_J_J]: '[Xv y]
C
[ Y] [X,Y]

Nejdiive pri¢teme cely prefixovy soucet konéici na pozici
[X,Y]. Tim jsme ale zapod¢itali i éasti A, B a C z obrazku,
které zapocitat nechceme. Tak odecteme prefixové soucty
konéici na indexech [X, y] a [z,Y]. Ale pozor, ted jsme ode-
Getli jednou A + B a jednou A 4 C, tedy ¢ast A (prefixovy
soucet koncici na pozici [z, y]) jsme odedetli dvakrat, musi-
me ji proto jesté jednou pficist.

Cely vzorec tedy vypada takto:

soucet = P[X,Y] - P[X,y]l - P[x,Y] + P[x,y];

— 11 —

Tento princip pri¢itani a odecitani se da zobecnit i pro libo-
volné vyssi rozméry, ale chce to jiz trosku predstavivosti, co
se mé pricist a kolikrat. Rik4 se tomu také princip inkluze
a exkluze a najde pouziti nejen u vicerozmérnych prefixo-
vych souctu.

Vyvazeni délky pfedvypocétu a hlavniho vypoctu

Spravné vyvazit, kolik ¢asu mizeme vénovat na predvypo-
¢et a kolik ¢asu na hlavni vypocet, je velice dilezita véc
a spousta i zkusSenéjsich fesiteld v tom obcas chybuje. Pi-
tom to pri trose pocitani neni viibec nic slozitého.

Jako prvni je potfeba védét, kolikrat ndm predvypocet bé-
hem béhu programu pomuze. Pfredvypoctem si totiz vybu-
dujeme za néjaky cas uritou datovou strukturu, pomoci
které pak dokazeme rychle odpovidat na zadané dotazy.

Oznacme si pocet takovychto dotaz, které program za bé-
hu dostane, jako Q. Bud to muze byt hodnota pfimo ze
zadani typu ,,Zkonstruujte datovou strukturu pro n hod-
not, ktera zvladne rychle odpovidat na dotazy daného ty-
pu, a ocekavejte fadové m dotazi“, nebo se muze jednat
o néjaky interni dotaz v rdmci béhu programu (piiklad in-
terniho dotazu je tfeba vyse uvedeny algoritmus na hledani
souvislé podposloupnosti s co nejvétsim souctem, ktery se
za béhu ptal na soucty né&jakych tsekit).

Dale si oznac¢me jako O, cas, ktery ndm zabere piedvypo-
cet a jako O, cas, ktery ndm usetti kazdy predvypocitany
dotaz. Celkovy cas, ktery uSetfime, je pak vlastné @ -Q,.
Pokud je tento ¢as radové vétsi nez O,, predvypocet ma
smysl.

Naopak nemé smysl travit predvypoctem fadové vice casu,
nez by trval samotny vypocet bez pouziti predpocitanych
hodnot.

Jako priklad uvazujme problém o velikosti n, u kterého ma-
me tii moznosti, které mizeme zvolit. Mtzeme bud pred-
vypocet plné vynechat a na kazdy dotaz odpovidat v case
O(n), nebo provést predvypocet v ¢ase O(nlogn) a poté
odpovidat na kazdy dotaz v ¢ase O(logn), nebo provést
piedvypocet v ¢ase O(n?) a pak odpovidat v ¢ase O(1) na
dotaz.

Kdy se ndm co hodi?

® Pokud bychom dostali jen jeden dotaz, nemé smysl si
cokoliv pfedpodéitavat a odpovime jednou v ¢éase O(n).

® Pokud bude dotazii fadové n, ma smysl pouzit prvni
predvypocet. Pak budeme mit ¢as na pfedvypocet i na
samotny vypocet O(nlogn), coz je optimum.

e Naopak pokud by dotaztl bylo fadové n? nebo vic, tak
se nam jiz prvni predvypocet nevyplati, dostali bychom
se totiz na ¢as O(n?logn). Zde se hodi pouzit druhy,

delsi predvypocet a pak se dostat na casovou slozitost
O(n? +n?-1) = O(n?).

Hladové algoritmy

Vérte nebo ne, ale i pocitac se nékdy citi hladovy. Po nama-

havé praci mu miZzeme doptat to potéseni, aby si ukousl co

nejvétsi kus dat. A ukézeme, Ze nékdy je to i ku prospéchu.

Reé bude o hladovijch algoritmech.

Takovymi algoritmy rozumime ty, které hledaji resSeni ce-

1é tlohy po jednotlivych krocich a spliiuji nasledujici dvé

podminky:

® V kazdém kroku zvoli lokalné nejlepsi reseni.

e Provedené rozhodnuti jiz nikdy neodvolava (tedy neback-
trackuje).



Lokalné nejlepsi feseni je takové, které v aktualnim kroku
vybere tu moznost, kterd nam na tomto misté nejvice po-
muze (bez jakéhokoliv ohledu na globalni stav). Mize to
byt tfeba nejvyssi hodnota, nebo nejkratsi cesta v grafu.

Pokud ale od hladového algoritmu chceme, aby ndm nasel
globalné nejlepsi feseni, musi nase tloha splnit pfedpoklad,
ze si vybérem lokalné nejlepsiho feseni nezhorsime to glo-
béalni. Tento pfedpoklad se nedd formulovat obecné a je
nutné se nad nim zamyslet zvlast u kazdé ulohy.

Priklady hladovych algoritmu

Prvni hladovou tlohou bude (jak jinak) automat na jidlo
vracejici mince. Automat by mél vracet penize nazpét tak,
aby vratil dany obnos v co mozna nejmensim poc¢tu minci.
Pro na$ ménovy systém (méme mince hodnot 1, 2, 5, 10,
20 a 50K¢) lze tuto dlohu Fesit hladovym algoritmem —
v kazdém kroku algoritmu vratime tu nejveétsi minci, kterou
miZeme (tedy pro vraceni 42K¢é to bude 42 = 20 + 20 +
2K¢).

Ménové systémy vétsiny stati jsou postavené tak, aby fun-
govaly takto pékné, neplati to ale obecné. Zkusme si vratit
42 K¢, pokud bychom méli jen mince hodnoty 20, 10 a 4 K¢.
Spravnym feSenim je 42 = 20 4+ 10 + 4 4+ 4 + 4 K¢, hladovy
algoritmus by ale zkusil vratit 42 = 20420+ ... a tady by
selhal.

Dale se velmi casto daji hladovym algoritmem feSit néja-
ké tlohy pfidavani nebo odebirani skupin prvki. Typickym
ptikladem je tifeba rozvrzeni naplanovanych prednasek do
uCeben. Sefadime si zacatky prednasek podle Casu a po-
stupné bereme jednu za druhou a umistujeme je do volnych

uceben s nejnizsim cislem.

Tim jsme si urcité nic nerozbili, protoze v néjaké ucebné
prednaska byt musi. Urcité budeme potfebovat tolik uce-
ben, kolik je maximélné prednések v jeden cas, a diky tomu
si umisténim prednasky do néjaké ucebny nezablokujeme
misto pro jinou pfednasku, jelikoz nam vzdy zbude dosta-
tek volnjych uceben.

Kdybychom ale naopak méli pevné zadany pocet uceben
a chtéli jsme do nich umistit co mozné nejvice prednasek,
nejedné se jiz o tlohu fesitelnou hladovym algoritmem, v ta-
kovém pripadé je potfeba zvolit néjaky chytiejsi postup.

Zavér

Doufam, Ze jste si z tohoto rozsdhlého textu odnesli néjaké
nové znalosti a poznatky, které vam pomohou nejen v feseni
KSP.

Pokud jste zacinajicimi Tesiteli, zkuste s pomoci kuchatky
vytesit nékolik leh¢ich tloh a jejich feseni poslat — nové na-
byté znalosti je totiz nejlepsi co nejdrive protrénovat. Nic si
nedélejte z toho, pokud napoprvé nevyresite vSechno, s po-
stupnym zkousenim se budou vase znalosti jen zlepsovat.
Zkusengjsi fesitelé mozna v kuchafce nalezli néjaké ujasné-
ni pojmi, ¢i si nékteré techniky osvézili.

A pokud tento text povazujete za dobry, budeme jen radi,
pokud ho doporucite svym kamaradtm a spoluzakim, ktefi
chtéji s programovanim zacit.

Uvodnim kurzem vafeni podle kuchatky vas provedl

Jirka Setnicka

Recepty z programatorské kucharky: Pravdépodobnost

Nahodn4 ¢isla a pravdépodobnost hraji v informatice di-
lezitou roli. KdyZ neumime pro néjakou tlohu najit algo-
ritmus, ktery je rychly i v nejhorsim pfipadé, mizeme se
spokojit s algoritmem rychlym alesponi v pruméru. Nebo
naopak s algoritmem, ktery je sice vzdy rychly, ale nékdy
odpovi $patné. Casto se pfitom hodi, aby si algoritmus ,ha-
zel korunou“, tedy generoval né€jakd ndhodné cisla. Tako-
vym algoritmtm se ¥ika pravdépodobnostni nebo také ran-
domizované. V této kuchafce nahlédneme do zakladi teo-
rie pravdépodobnosti a vybudujeme ji dost na to, abychom
umeéli zkoumat jednoduché randomizované algoritmy.

Po dlouh4 staleti lidé premysleli nad pravdépodobnosti bez
toho, aby ji rozuméli matematicky. Pravdépodobnost ¢asto
neni intuitivni, a proto i slavni matematici, jako tfeba New-
ton, nékdy v tivahach o nahodé€ chybovali. Nastésti v mi-
nulém stoleti prigel rusky matematik Andrej Kolmogorov
s matematickym vysvétlenim pravdépodobnosti, které nadm
dovoluje pouzit matematiku k pfemysleni o ndhodnych je-
vech, a vyhnout se tak chybam.

Jelikoz ,,opravdova“ teorie pravdépodobnosti zavisi na po-
mérné pokrocilé matematice (takzvané teorii miry), vybu-
dujeme ji trochu jednodussim zptisobem. Bude vyrazné in-
tuitivnéjsi nez ta kolmogorovska, ale zvladne popsat jen ko-
necné objekty. Budeme tedy moci zkoumat kostky, karty,
algoritmy pouzivajici ndhodné ¢isla z néjakého daného roz-
sahu (tfeba celd ¢isla od 1 do 100) a podobné. Nezvlddneme
naopak korektné uvazovat o nahodnjych realnych cislech,
nahodnych bodech v roviné a jinych nekone¢nych vécech.
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Jevy a jejich pravdépodobnost

Pro zacatek si pravdépodobnost ukazeme na ptikladu: Ma-
me obyc¢ejnou hraci kostku. Pokud kostkou hodime, miize-
me si byt jisti, Ze na ni padne ¢islo od 1 do 6. Cislim 1 aZ 6
budeme tikat elementdrni jevy. Obecné, kdykoliv provede-
me néjaky ndhodny experiment (to je tfeba hod kostkou),
vzdy nastane pravé jeden elementarni jev — v nasem piikla-
du vzdy padne jedno z ¢isel 1 az 6. Kazdému elementarnimu
jevu muzeme prifadit jeho pravdépodobnost. To je néjaké re-
alné ¢islo mezi 0 nebo 1, pficemz pravdépodobnosti vSech
elementarnich jeva se sectou na 1. To odpovidd tomu, Ze
pokazdé nastane pravé jeden z elementarnich jevi — kost-
ka neztistane stat na rohu, ani nepadne jednicka a dvojka
soucasné. Prozatim tedy reknéme, Ze pravdépodobnost je
funkce, ktera kazdému elementarnimu jevu pfiradi ¢islo od
0 do 1 a Ze se vSsechny pravdépodobnosti se¢tou na 1.

Co kdybychom chtéli néco fici o pravdépodobnosti toho, Ze
nam padne liché ¢islo. Takovy vysledek pokusu uz neni ele-
mentarni jev, ale mtzeme ho stale z elementarnich jevi po-
skladat: licha ¢isla popiseme mnozinou elementarnich jevi
L = {1,3,5}. Obecné mizeme za (ndhodny) jev prohlasit
jakoukoliv mnozinu elementarnich jevi. Pro kostku to mu-
7e byt tfeba jev A = {5,6} (padlo aspon 5), jev @ (prazdna
mnozina, nenastane nikdy), nebo V = {1,2,3,4,5,6} (ta-
kovyto jev nastane vzdy).

Pravdépodobnost jevu pak mizeme definovat jako soucet
pravdépodobnosti téch elementarnich jevi, ze kterych se
dany jev skladé. Jelikoz vSechny elementarni jevy na kostce



maji pravdépodobnost 1/6, bude pravdépodobnost, Ze pad-
ne liché é&islo (to je nas jev L), rovna 1/6+1/6+1/6 = 3/6 =
1/2. Oznaéime-li pravdépodobnost jevu J jako P(J), vyjde
pro ostatni zminéné jevy P(A) = 2/6 = 1/3, P()) = 0,
PV)=1.

Jevy jsou tedy mnoziny a mtzeme o nich jako o mnozinach
mluvit. Muzeme napiiklad Fict, Ze jevy A a B jsou dis-
Junktni, tedy ze AN B = (). To odpovid4 tomu, Ze tyto dva
jevy nemohou nastat najednou. Naptiklad jevy ,padlo sudé
¢islo“ a ,,padlo liché ¢islo“ jsou zjevné disjunktni, protoze
z4dné ¢islo neni soucasné sudé a liché. Podobné jev AU B
odpovida tomu, Ze nastane jev A nebo jev B, a jev AN B
tomu, Ze nastane soucasné A a B.

Zkusme si nyni rozmyslet, ze pro jakékoliv dva disjunktni
jevy A a B plati P(AUB) = P(A)+ P(B). Tedy pravdépo-
dobnost (disjunktniho) sjednoceni A a B je soulet pravdé-
podobnosti A a B. Toto tvrzeni plati proto, Ze jsme defino-
vali pravdépodobnosti A a B jako soucty pravdépodobnosti
elementarnich jevi v A a B. Kdyz tedy seCteme pravdépo-
dobnosti vSech elementarnich jevi, které jsou v A, nebo
v B (ale ne v obou, protoze A a B maji prazdny prinik),
dostaneme to samé, jako kdyz se¢teme P(A) a P(B).

Princip inkluze a exkluze

Pro kazdé dvé mnoziny A a B plati |[AUB| = |A|+|B|—|AN
B|. To proto, ze do |A| + | B| jsme prvky v priniku zapoéi-
tali dvakrat, a musime tedy odedist jejich pocet, abychom
dostali spravny pocet prvkil ve sjednoceni. Tomuto tvrzeni
(respektive jeho zobecnéni pro libovolny pocet mnoZin) se
nékdy tika princip inkluze a exkluze, Cesky by asi dalo Tici
princip zahrnuti a vylouceni.

Podobné pro pravdépodobnosti se da nédhlednout rovnost
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). Vzpomelime si,
ze pravdépodobnost jevu je souctem pravdépodobnosti ele-
mentarnich jevi, ze kterych se sklada. Pravdépodobnosti
elementérnich jevl v priniku jsme tedy v P(A) + P(B) za-
pocetli dvakrat a musime je odecist, abychom dostali prav-
dépodobnost sjednoceni. V§imnéme si, ze pokud jsou mno-
Ziny A a B disjunktni, dostaneme P(AUB) = P(A)+P(B),
jak jsme si rozmysleli pred chvili.

Princip inkluze a exkluze je uzitecné pravidlo k pocitani
pravdépodobnosti, ale jeho hlavni sila spoc¢iva v nasledu-
jicim. Uvédomme si, ze pravdépodobnosti jsou nezédporné
Cisla. Plati tedy, ze P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) <
P(A) + P(B), protoze P(A N B) je nezéporné ¢islo. Jiny-
mi slovy pravdépodobnost toho, Ze nastane A nebo B je
nejvyse soucet pravdépodobnosti, Ze nastane A, a pravdé-
podobnosti, Ze nastane B. Tomuto odhadu se tik4 odhad
sjednoceni (anglicky union bound) a byva obzvlasté pres-
ny, pokud jevy, na které ho pouzijeme, maji malé pravdépo-
dobnosti. (Radéji zmiliujeme, Ze matematici slovem odhad
mini nerovnost, nikoliv néjaké ,odhadnuti od oka“.)

Co kdybychom ted méli sjednoceni t¥ jevii? Pak si to sjed-
noceni spravné uzavorkujeme! AUBUC = (AUB)UC.
Poté muzeme pouzit odhad sjednoceni na dvojice jevi.

P(AUBUC)=P((AUB)UC) < P(AUB)+ P(C)
< P(A)+ P(B)+ P(C).

Mizeme pokracovat indukci a dokézat, ze pravdépodobnost
sjednoceni libovolného poctu jevi je nejvyse soucet jednot-
livych pravdépodobnosti.
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Podminéna pravdépodobnost

N4&s kamarad hodil kostkou a ekl nam, ze padlo ¢islo mensi
nez 4 (padlo tedy 1, 2 nebo 3). Jaka je pravdépodobnost, Ze
padlo liché ¢islo? V tomto pfipadé neni tézké si rozmyslet,
7e spravnd odpovéd je 2/3. Ale teorie pravdépodobnosti
tak, jak jsme si ji zatim vymysleli, ndAm na podobné tvahy
nestaci.

Definujeme tedy podminénou pravdépodobnost. Rekneme,
7e P(A | B) je pravdépodobnost, Ze nastal jev A, pokud
uz vime, Ze nastal jev B. Cteme to obvykle ,pravdépodob-
nost A za podminky B.

Cemu by se ale méla P(A | B) rovnat? Pfedpoklddejme, ze
udélame hodné nahodnych experimenti. P(B) fik4, v jaké
¢asti z nich nastal jev B. Z nich si vybereme ty, v nichz
nastal i jev A. Ty tvoii ¢ast P(ANB) ze vSech experimentt,
takze z téch, kdy nastalo B, je to zlomek P(AN B)/P(B).
Definujeme tedy:

P(ANB)
P(B)
Ve zminéném prikladu dostaneme
P({1,3,5} [{1,2,3}) = P({1,3}) / P({1,2,3}),

coz se opravdu rovnd 2/3, protoze vSechny elementarni jevy
maji v naSem pripadé stejnou pravdépodobnost.

P(A|B) =

Miuzeme si to také predstavit tak, ze z mnoziny vSech ele-
mentarnich jevi vyfadime ty, o nichZ vime, Ze nenasta-
ly. Zbudou nam tedy ty elementarni jevy, které lezi v B.
Pocitame-li pak pravdépodobnost jevu A, musime vytraze-
né jevy smazat, tedy uvazit prinik AN B. To ovSem nesta-
¢i: vyfazenim jsme porusili pravidlo, ze pravdépodobnosti
vsech elementarnich jevil se seCte na jednicku: nyni se se-
¢tou na P(B). Proto jesté ,zménime méfitko” vydélenim
v8ech pravdépodobnosti ¢islem P(B).

Nezavislé jevy

Nyni zkusime hodit dvéma kostkami po sobé a vysledek

precist jako dvojciferné desitkové ¢islo. Elementarnich jeva
je tedy celkem 36 jsou to ¢isla od 11 do 66. Uvazme tyto

jevy:

A = ,prvni ¢islice je 1%,

B = ,druhi dislice je 1%,

C = ,¢islo je mensi nez 30¢.
Jejich pravdépodobnosti snadno spoéitdme jako P(A) =
P(B)=6/36=1/6 a P(C)=12/36 =1/3.
Pfedstavme si nyni, Ze vime, Ze nastal jev A, tedy padlo
jedno z ¢isel 11 az 16. Co jsme schopni fici o tom, zda
nastal jev B? Jeho pravdépodobnost zlstava stéle stejné:
1/6. Jev A nédm tedy o jevu B nedéavd zddnou informaci.
Tehdy fikdme, ze jevy A a B jsou nezavislé.
Kdybychom naopak védéli, ze nastal jev C, pravdépodob-
nost jevu A by se zménila na 1/2, protoze z ¢isel 11 az 26
celad polovina zacina jednickou. Tyto jevy jsou tedy zdwvislé.

Nezavislost jevi A a B muZeme popsat pozadavkem

P(A| B)=P(A).

Dosadime-li definici podminéné pravdépodobnosti, dosta-
neme:

P(AN B)/P(B) = P(A),
¢ili

P(AN B) = P(A)- P(B).



Za definici nezavislosti se vét§inou povazuje tato posledni
rovnost, protoZe funguje i pro P(B) = 0, kdy by podminé-
né pravdépodobnost nebyla vibec definovana. Také je z ni
hned vidét, Ze nezévislost je symetricka vlastnost. Dodejme
jesté, ze samoziejmé plati i P(B | A) = P(B).

Definovat nezavislost pro vice jevi je slozitéjsi, obecné ne-
staci fici, ze pravdépodobnost toho, Ze nastanou soucasné,
je soucin jednotlivych pravdépodobnosti. Je potteba, aby
to platilo pro kteroukoliv podmnozinu jevi.

Nahodné proménné a stfedni hodnota

Ptedstavme si nyni jednoduchy pravdépodobnostni algo-
ritmus. Funkce random(z) bude vracet ndhodné celé ¢islo
z rozsahu 0 az x — 1.

1. & < random(2)
2. Pokud z = 1:
3. y < random(2)

Algoritmus si tedy hodi korunou (vygeneruje ndhodny bit)
pomoci teorie pravdépodobnosti popiseme? Mozné pribéhy
vypoctu mizeme popsat jako elementarni jevy. Jelikoz pro
pevny vstup (tady dokonce zddny neméme) je pribéh vy-
poctu jednoznacné uréeny hodnotami ndhodnych ¢isel, mi-
zeme Tici, elementérni jevy jsou mozné posloupnosti ndhod-
nych cisel.

Pro nas jednoduchy program to jsou posloupnosti 0, 10 a 11.
Pfitom 0 mé pravdépodobnost 1/2, zbylé dvé 1/4.

Co kdybychom chtéli Fici, jak dlouho nas program bézi? Pro
jednoduchost to budeme pocitat v piikazech. V nejhorsim
pripadé se provedou 3, ale kdybychom to chtéli fici presné-
ji, mohli bychom fici, Ze pro posloupnost 0 se provedou 2,
zatimco pro 10 a 11 se provedou 3. Doba béhu randomizo-
vaného algoritmu je hezkym ptikladem takzvané ndhodné
proménné, kterou ted zavedeme obecné.

Kdyz provedeme nahodny experiment (tfeba hodime kost-
kou), nastane jeden z elementérnich jevii. Ndhodnd promén-
nd (nebo také ndhodnd veli¢ina) je jedno ¢islo uréené tim,
ktery elementarni jev nastal. Pfikladem by mohla byt na-
hodna proménné L, kterd je 0, pokud padlo na kostce sudé
¢islo, a 1, pokud liché. Dalsim prikladem nadhodné promeén-
né muze byt tfeba ,cislo, které padlo na kostce, umocnéné
na druhou“. Tu ozna¢me tfeba D.

Vsimnéte si, ze podminka, ve které figuruji ndhodné pro-
ménné, vzdy urcuje néjaky jev: mnozinu elementarnich je-
vi, pro které podminka plati. Naptiklad L = 1 plati pro
{1,3,5}, D < 10 pro {1,2,3} a D < 10 A L = 0 pro {2}.
Proto se mtizeme ptat na pravdépodobnost toho, Ze pod-
minka plati, coz se obvykle znaci pomoci hranatych zavorek:
P[D < 10] = P({1,2,3}) = 3/6 = 1/2.

Také se mtizeme ptat, jakd je primérnd hodnota nahodné
proménné. Zkusme si to na proménné D z predchoziho pfi-
kladu, ale uvazujme obecné pravdépodobnosti stén kostky
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p1,---,pe (kostka by tedy mohla byt falesnd). Pfedstavme
si, ze hodime kostkou N-krat pro néjaké hodné velké cis-
lo N. Jednicek padne priblizné p; - N, dvojek py - N atd.,
takze primér proménné D vyjde:

12p1N+22p2N++62p6N
N .

To také mizeme zapsat jako

12'p1+22'p2—|—...+62'p6.

Je to tedy vazeny primér, v némz roli vah hraji prav-
dépodobnosti jednotlivych moZnosti. Pro poctivou kostku
(p1 =...=ps =1/6) se z toho stane obyCejny aritmeticky
pramér s hodnotou 91/6.

Obecné miuzeme definovat stredni hodnotu nahodné pro-
ménné X (znaéime E[X]) jako pramér hodnot, které pro-
ménné prifazuje jednotlivym elementarnim jevim, vazeny
pravdépodobnostmi téchto jevi:

B[X] = 3 X(w)- P(w)

kde suma probihé pfes vSechny elementarni jevy w a X (w)
je hodnota proménné pro elementarni jev w.

Pokud jsou hodnoty proménné celd ¢isla, nékdy je prak-
tictéjsi pro kazdou hodnotu posbirat vSechny elementarni
jevy, pro které proménnd této hodnoty nabyva. Dostaneme:

E[X]=) a-PIX =al.
an

(Nenechte se vyvést z miry tim, Ze s¢itdme nekoneéné mno-
ho ¢lenti. Pro konecny pocet elementarnich jevi je jen ko-
neéné mnoho séitanct nenulovych.)

Lze matematicky dokdzat (byt my to zde délat nebudeme),
ze pokud zprimeérujeme hodné pokusti, bude vysledek bliz-
ko E[X], a pokud budeme priimérovat vice a vice pokust,
tak se bude pfiblizovat (jazykem matematické analyzy: pri-
mér bude konvergovat) k E[X].

Linearita stfedni hodnoty

Jednou z dilezitych vlastnosti stfedni hodnoty je, Ze je line-
arni. Tim se mysli, Ze pro libovolné dvé ndhodné proménné
plati E[X + Y] = E[X] + E[Y] a také E[cX] = c-E[X]
pro kazdé ¢islo c¢. Uvédomte si, ze X +Y a cX jsou také
nahodné proménné.

Predtim, nez tuto vlastnost dokazeme poctivé, rozmysle-
me si, ze je velmi intuitivni. Pfedstavme si, Ze mame dva
randomizované algoritmy pouzivajici ndhodnost. Oznac¢me
X a Y ndhodné proménné, které udavaji jejich doby béhu.
Linearita stfedni hodnoty pak ik, ze kdyz spustime X a
poté Y, bude prumeérna celkova doba béhu stejna jako sou-
¢et primérnych dob béhu jednotlivych algoritmii. Podobné
pokud algoritmus dvakrat zpomalime, bude i primérna do-
ba béhu dvakrat vétsi. To neni nikterak prekvapivé.

Nyni matematicky dtikaz, nejprve pro nasobeni konstantou.
Staci dosadit do definice stfedni hodnoty:

E[cX] = Z(cX)(w) -P(w) = Zc-X(w)P(w)

=c¢- Y X(w)P(w) =c-E[X].



A ted pro soudet:
EX+Y]=) (X +Y)(w) Pw)
=) (X(w) +Y () Pw)

=Y X(w)P(w) +Y(w)P(w)

= (Z X(w)P(w)> + <Z Y(w)P(W)>
= E[X]+ E[Y].

Radéji zdtraznime, Ze jsme nikde nepotiebovali predpo-
klddat zaddny druh nezavislosti: linearita stfedni hodnoty
funguje za vSech okolnosti.

Nyni si ukazme dva piiklady vyuziti linearity. Hazime dvé-
ma kostkami, zapisujeme dvojciferny vysledek D a ptame
se, jaka je jeho stfedni hodnota E[D]. Mohli bychom zajisté
rozebrat vSech 36 moznosti, ale existuje jednodussi cesta.
Uvézime nadhodné veli¢iny pro ¢islo na prvni kostce X a to
na druhé Y. Jisté je D = 10X + Y, takze podle linearity
E[D] = 10E[X]+ E[Y]. OvSem X a Y jsou tUplné obyéejné
hodnoty na kostkach, takze jejich stfedni hodnoty vyjdou
(1+...46)/6=7/2. Proto E[D] = (10+1)-7/2="77/2.

V druhém piikladu hodime N-krat kostkou a budeme se
ptat, kolik padlo Sestek. Ozna¢me tuto ndhodnou promén-
nou S. Elementarni jevy jsou posloupnosti hodt, takze jich
je 6%. Ovsem E[S] spoc¢itdme snadno trikem takika kouzel-
nickym. Rozlozime S na soucet proménnych S; + ...+ Sy,
kde S; tika, kolik padlo Sestek v i-tém hodu. To je trochu
prihlouplé otézka, protoze padla bud jedna, anebo zadn4.
Ale kazdopadné se snadno spo¢ité, ze stiedni hodnota E[S;]
je 0-P[S; = 0]+ 1-P[S; = 1] = P[S; = 1], coz je pravdé-
podobnost, Ze v i-tém hodu padla Sestka, tedy 1/6. Proto
N/6. Z4dné piekvapeni se nekona.

Mimochodem, tato tivaha je specidlnim piipadem obec-
@ né techniky: Libovolnému jevu J miizeme pfiradit jeho
indikdtor, coz je ndhodna proménnd [ ;, kterd nabyva hod-
noty 1, pokud jev nastane, a jinak je nulova. Vychéazi pak
E[l;] = P[I; = 1] = P(J).

Lemma o dZbanu

Predstavte si, Ze opakované hazite kostkou, dokud nepadne
Sestka. Kolikrat v primeéru hodite? Obecnéji: opakujeme
néjaky pokus, ktery se pokazdé povede s néjakou pravdé-
podobnosti p. Pokud vdm to pfipominé pfislovi o chozeni
se dzbanem pro vodu, jste na spravné stopé. Suchym vé-
deckym jazykem jde o tzv. stfedni hodnotu geometrického
rozdéleni, ale nam pfijde dzban s vodou vystiznéjsi.

Jak to zapada do nasi teorie? Posloupnosti hodu jsou
@ elementarni jevy, pocet hodt je ndhodna proménna a
my se ptdme na jeji stfedni hodnotu. Nenechte se prosim
znepokojit tim, Ze elementarnich jevu je nekone¢né mnoho,
s ¢imz naSe teorie nepocitala. Pohybujeme se sice na ten-
kém ledu, ale slibujeme, Zze se nepropadneme, protoze toto
nekonec¢no je ,dostatecné krotké“.

Lemma tika nésledujici: Méjme dzban. Kdykoliv s nim jde-
me pro vodu, tak se jeho ucho utrhne s pravdépodobnos-
ti p, nezévisle (ve smyslu popsaném vyse) na ostatnich po-
kusech. Pak ve stfedni hodnoté ptijdeme se dzZbanem pro
vodu (1/p)-krét, nez se ucho utrhne.
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Nez lemma dokazeme, rozmysleme si, co Fika o nasem ¢ekani
na Sestku: Pravdépodobnost Sestky je 1/6, takze v priméru
hodime 1/(1/6) = 6-krat.

@ Nyni ditkaz: Necht U je ndhodné proménné, kterd ndm
tik4, pti kolikatém pokusu se utrhlo ucho. St¥edni hod-
notu budeme chtit spocitat podle definice:

o0
E[U] =) i-P[U=1].

i=1
Potrebujeme tedy znat pravdépodobnosti toho, ze ucho se
poprvé utrhne v i-tém kroku. Pro ¢ = 1 je to trividlni: ucho
se utrhne hned napoprvé s pravdépodobnosti p. Pro i = 2
uvazime, Ze se napoprvé neutrhlo (to mé pravdépodobnost
1 — p) a napodruhé utrhlo (tedy p). Jelikoz oba jevy jsou
nezavislé, mizeme jejich pravdépodobnosti vynasobit a do-
staneme P[U = 2] = (1 —p) - p. Pro obecné i se pfi prvnich
i—1 pokusech ucho neutrhne a v i-tém pokusu utrhne, tedy
dostaneme P[U =i] = (1 —p)~1 - p.

Ted dosadime spoctené pravdépodobnosti:

oo oo
EU] =) i-(1-p) " p=p-Y (i+1)(1—p)"
i=1 i=0

To je néjaka nekonecna suma, u niz budeme vérit, ze se se-
¢te na konecné ¢islo (znalci analyzy mohou pouzit podilové
kriterium konvergence). Jak ji spoc¢itdme?

Ozna¢me S hodnotu druhé sumy, plati tedy E[U] = pS.
Abychom lépe vidéli, co se déje, sumu si rozepiSeme:

S=1-1-p)°+2-1-p)'+3-(1-p3>+...

Podivejme se, co se stane po vynasobeni obou stran 1 — p:

1-p)S=1-1-p)+21-p2+3-1-p3+...

To se nepocita o nic 1épe, ale je to docela podobné vyra-
zu pro S: v jednom piipadé je u (1 — p)* koeficient i + 1,
v druhém i. Zkusime tedy od sebe oba vyrazy odecist:

S—(1-p)S=0-p)°+Q-p)t+1-p)2+...

Levou stranu mizeme zjednodusit na pS, napravo je néjaka
geometrickd fada s kvocientem 1 — p. Tabulkovy vzorecek
pro soudet geometrické fady s kvocientem ¢ fiké, ze ¢° +
¢t +¢®>+...=1/(1 - q). V nasem piipadé je ¢ = 1 — p,
takze pS = 1/(1 — (1 — p)) = 1/p. My uz ovSem vime, Ze
pS je také rovnou hledané stfedni hodnoté E[U]. Hotovo.

(Mimochodem, kdyby vam vrtalo hlavou, jak se odvozuje
vzorecek pro soucet geometrické fady, déla se to trikem vel-
mi podobnym tomu nasemu: Pokud G = ¢° 4+ ¢' + ..., pak
qG = ¢* + > + ¢ +.... Opét obé fady odecteme a ziskdme
G—qG =¢" =1.Proto (1—¢)G =1,atedy G = 1/(1—q).)

Odbocka k hledani pivota

Lemma o dzbanu si vyzkousime na analyze algoritmu. V tii-
dicim algoritmu Quicksort potfebujeme najit pivota, ktery
bude pfiblizné medidnem. Reknéme, Ze v setfidéném pota-
di prvk mé pivot lezet v prostfedni tfetiné. Pak by stale
platilo, ze Quicksort pobézi v ¢ase O(nlogn). Jak ale tako-
vého pivota najit? Pomuze jednoduchy pravdépodobnostni
algoritmus: vybereme pivota nadhodné ze zadanych prvki,
spocitame, kolik prvkid je mensich a kolik vétsich, a pokud
pivot nelezi v prostfedni tfetiné, algoritmus prosté zopaku-
jeme.

Jeden priichod algoritmu trvd O(n). Algoritmus mize uspét
hned v prvnim priichodu, takze v nejlepsim ptipadé skonci
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v linedrnim case. Také by se mohlo stat, Zze budeme mit
smulu a pokazdé vybereme minimum, a tehdy se algoritmus
nezastavi nikdy — to nas ovSem nemusi trapit, tento pribéh
algoritmu ma pravdépodobnost rovnu 0.

Ukézeme, ze primérnad cCasova slozitost je také linearni.
St¥edni hodnota ¢asu vypoétu je urcité O(n) krat stiedni
hodnota po¢tu prichodt (vSimnéte si, jak jsme zde pouzili
linearitu stfedni hodnoty). Prichod uspéje, pokud se trefi
do prostredni tietiny. Jelikoz vSechny prvky vybirdme se
stejnou pravdépodobnosti, nastane to s pravdépodobnosti
1/3. Podle lemmatu o dzbanu tedy musime udélat v pru-
meéru 3 prichody, nez se ucho utrhne a my najdeme prvek
v prostfedni tfetiné.

@

Zesilovani pravdépodobnosti

O

Predstavme si nakonec, ze mame néjaky pravdépodobnost-
ni algoritmus, ktery vzdy dobéhne rychle, ale nezarucuje
spravny vysledek. Typickym prikladem je tfeba takzvany
Rabintiv-Milleriv test prvociselnosti. Nebudeme ho vysvét-
lovat detailné, podrobnosti najdete napiiklad v Medvédo-
vich Algoritmech okolo teorie ¢isel.1 Dilezité ale je, Ze se
chovéa takto: Dame-li mu na vstupu prvocislo, vzdy spravné
odpovi ,,ANO, je to prvocislo.“ Slozené ¢islo odhali s pravdé-
podobnost{ aspon 1/2: pokud mu ho ddme, odpovi s prav-
dépodobnosti alesponi 1/2 NE, jinak ANO.

Poloviéni pravdépodobnost chyby nezni moc uzite¢né, ale
mizeme ji snadno vylepSit tim, Ze algoritmus k-krat zo-
pakujeme. Cislo budeme povaZovat za prvoéislo jen tehdy,
kdyz se na tom shodlo vSech k opakovani algoritmu.

Jaka je nyni pravdépodobnost chyby? Pokud je ¢islo doo-
pravdy prvocislem, pokazdé to zjistime spravné, takze cel-
kové odpovime ANO. Pokud je slozené, odpovédéli bychom

http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf

$patné (tedy ANO) jen tehdy, kdyby se kazdé z k spusténi
algoritmu zmylilo. Jelikoz tato selhani jsou navzajem neza-
visld (algoritmus si pokazdé vygeneruje nova ndhodna ¢isla
nezavisle na téch ptedchozich), pravdépodobnost k selhani
je nejvys (1/2)F = 1/2%. Uz pro k = 10 je to méné nez
1,/1000.

Tomuto triku se Fika zesilovani pravdépodobnosti (anglicky
probability amplification). Zatim jsme ho pouzili pro stlace-
ni pravdépodobnosti chyby pod libovolné nizkou (ale klad-
nou) konstantu. Nékdy se ovSem hodi umét vic.

Co kdybychom na prvodiselnost testovali N ¢isel? S pivod-
nim Rabinovym-Millerovym testem bychom se mylili v pri-
mérné N/2 piipadech (pokud by vSechna ¢isla byla slozend).
Pokud bychom chtéli stlacit pramérny pocet chyb pod kon-
stantu (feknéme pod 1), museli bychom pravdépodobnost
chyby v jednom testu stlac¢it pod 1/N. Toho dosdhneme,
pokud zvolime k£ > logy N. Tim jsme algoritmus asympto-
ticky zpomalili (O(log N)-krat), ale to je pomérné mala ce-
na za tak podstatné snizeni chybovosti. Dalsi zvétsovani k
snizuje chybovost exponencialné: uz pro k = 2log, N vyjde
pravdépodobnost chyby 1/N2.

Par slov zavérem

Pokud se chcete dozvédét o pravdépodobnosti vice, miizeme
viele doporucit skvélé prednasky z Harvardu. Jejich video-
zéznamy jsou dostupné na YouTube.!!

A7 si nékdy budete ¢ist o pravdépodobnosti, nejspis se se-
tkate s axiomy pravdépodobnosti zavedenymi jinak, nez jak
jsme je zavedli my. Ty nase kuchafkové jsou intuitivnéj-
§i, ale bohuzel se nedaji jednoduse zobecnit na nekonec¢né
mnoziny. O ,plnotuénych“ Kolmogorovych axiomech prav-
dépodobnosti se miizete docist ve Wikipedii.'?

Dalsi jednoduché randomizované algoritmy a datové struk-
tury najdete v kniZce Privodce labyrintem algoritmt.'? In-
spirovat vas také miize serial z 16. ro¢niku KSP.14

Martin ,Medveéd“ Mares € Jakub Tetek

https://www.youtube.com/playlist?1ist=PL2S0U6wwxBOuwwHS80KTQ6ht66KWxbzTIq

https://en.wikipedia.org/wiki/Probability_axiomg
http://pruvodce.ucw.cz/|
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/16/|

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|

K
BN matfyz
|4

E-mail:

~16 —

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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