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Vzorova feseni prvni série tficatého osmého roéniku KSP

38-1-1 One-shot burza

Zakladni algoritmus

Pojdme se nejdfiv podivat na to, co po néas vlastné zada-
ni chce: Chceme ziskat dvojici pozic v poli, kterd maxi-
malizuje jistou funkci — Plesnivoustv vydélek. Konkrétné,
takova funkce by pro pozice i,j a pole p vypadala takto:
£(i,5) = LK/plil] - (plj] — pli))- (Nakoupime |K/pli]| kusi
uhli za cenu p[i] a pak ho proddme za cenu pl[j].)

Nabizi se tuto funkci prosté spocitat pro vSechny dvojice
1,7 a z nich si priibézné pamatovat minimum. Takovy algo-
ritmus by bézel v O(N?). S tim se pieci nemtizeme spokojit,
pojdme to zlepsit.

Zrychlujeme

Pojdme si ted zafixovat den ndkupu 7. Kdy se nadm vyplati
prodat? Prodavat chceme za maximalni cenu, to da rozum,
jenze hledat pro kazdé ¢ maximalni j by ndm asymptotickou
¢asovou slozitost nezlepsilo. Proto si na tento kol povola-
me datovou strukturu, kterd nam pro kazdou pozici fekne,
jaké je po ni ve zbytku pole maximum. Ti z véas, kteii se
k tomuto nedostali: schvalné si zkuste takovou strukturu
ted vymyslet, nez budete ¢ist dal.

Takové datova struktura neni viibec slozita — zkonstruuje-
me ji postupnym prichodem dnt odzadu. Budeme ji na-
priklad reprezentovat polem, pojmenujme ho M. Vime, zZe
za, poslednim prvkem uz zaddné maximum neni. Také vi-
me, ze za predposlednim prvkem je maximum po ném ten
posledni. D4l jednoduse pro kazdy prvek ulozime ten vétsi
z M[i + 1] a p[i + 1] — maximum za i-tym prvkem je bud
stejné jako maximum za (¢ + 1)-tym prvkem, nebo je to
(i + 1)-ty prvek. Pro tcel vystupu si nebudeme pamatovat
pouze hodnotu maxima, ale i index dne, ve kterém se hod-
nota nabyva. VSimnéte si, ze je to vlastné analogicky postup
hledani jednoho maxima pro danou mnozinu prvkt — pou-
ze si pribézné vysledky zapisujeme do pole. Zkonstruované
datové struktufe se fika suffizovd mazima.

Diky suffixovym maximim pro kazdou pozici zname ma-
ximéalni cenu uhli pro prodej a den, kdy ji nabyva, v kon-
stantnim ¢ase. Ted ndm staci jednoduse projit vSechny dny,
zkusit kolik bychom maximéalné vydélali, pokud bychom ten
den uhli nakoupili a pamatovat si maximalni takovou dvo-
jici dni. Specificky pro vSechny ¢ spoc¢itdme funkei g(i) =
| K/pli]] - (M]i] — p[i]) a pamatujeme si maximalni dvoji-
ci i, j. Casova slozitost je O(N), jelikoz nejdiive postavime
suffixovd maxima v linedrnim case a poté pro vSechny prv-
ky spocitame néjakou funkci v konstantnim Case a vratime
maximalni vysledek.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-1-1-tp.cpg

@ O

Jesté lépe?

Pojdme si jesté ukizat jeden algoritmus, ktery bézi také
v O(N), ale mé k tomu dalsi piijemné vlastnosti. Prvni
pojdme obratit nas pristup k nakupovéni ve fixni den a
zjisténi nejlepsiho dne, kdy prodat. Co kdybychom pro fix-
ni index j hledali den, kdy se nejvic vyplatilo nakoupit,
abychom v den j prodali? Ted bychom zase vyuzili prefizo-
va minima — analogicky k suffixovym maximtm si akorat
budeme pamatovat minimum z pfedchozich prvkt misto
maximum z nadchézejicich, pojmenujme je m; Zkonstru-
ujeme je v podstaté stejné — pro prvni prvek neni zadny
predchozi mensi, pro druhy je mensi ten prvni a pro kazdy
dalsi je hledané minimum to mensi z m[i — 1] a p[i — 1].

Ted si vSimnéme, Ze timto zpusobem si nemusime prvky
ukladat do pole. V kazdém kroku nés zajimaji akorat 3 véci:
aktudalni prvek, minimum z ptredchozich prvka a priubézny
maximalni interval pro nakup a prodej. Tedy si prefixova
minima ani nemusime ukladat — staci si pamatovat to jedno
pribézné minimum z piedchozich prvkid. Postupné ¢teme
nové prvky a zaroven pro né jak pocitdme vydélek, kdy-
bychom nakoupili v minimu a prodali pravé ted, a zaroven
prubézné prehodnocujeme dosavadni minimum.

Tomu se fika, ze je algoritmus online — s tim jak dosta-
vame vstup, tak ho prubézné chroustame a prepocitavame
vysledek, dokud se nedostaneme na konec, kde vysledek za-
se vyplivneme. Také to znamend, Ze jsme cely vstup prosli
pouze jednou, coz je dvakrat méné, nez dvakrat! Zaroven
si v prubéhu celého algoritmu pamatujeme pouze prubéz-
né minimum ze dni, maximum z dvojic (ndkup, prodej) a
aktualni prvek — to je konstantné mnoho paméti.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-1-1.cpp

Ulohu pripravili: Kristyna Petrlikovd, Matis Piill

38-1-2 Bambulus

Ukazeme si dvé fesent: jedno se ztratou ©(v/N), jedno s (op-
timalni) ztrdtou ©(log N). Pro jednoduchost si jednotlivé
pilife obarvime a budeme misto o divacich vyznavajicich
prvni/druhy /tfeti pilif mluvit o ¢ervenych, zelenych a mod-
rych divacich.

Rozdélujeme na bloky

Zacéneme tim, ze si zvolime parametr K a rozdélime hledisté
na bloky velikosti K. Kazdy blok bude vyhrazen pouze pro
divaky jedné barvy a budeme ho plnit postupné zleva do-
prava. Posledni policko kazdého bloku zustava vzdy volné,
to aby spolu mohly libovolné dva bloky sousedit nezavisle
na tom, jak vypadaji uvnitt.

Algoritmus si bude v kazdém okamziku udrzovat seznam
jesté nezaplnénych blok — nejvyse jeden pro kazdou bar-
vu. Ptijde-li novy divédk, umistime ho do nezaplnéného blo-
ku piislusné barvy. Pokud takovy blok neexistuje (proto-
ze danou barvu vidime poprvé, nebo protoze minuly divak
dokonéil blok), tak si otevieme novy. Pokud uz ndm dosly
volné bloky, koncime.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-1-1-tp.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-1-1.cpp

Jaky ma tento algoritmus ztratu? V okamziku, kdy skonci-
me, existuji nejvyse dva nezaplnéné bloky, kazdy obsahuje
nejvyse K volnych mist. V kazdém z O(N/K) zaplnénych
blokt je vzdy pravé jedno volné misto. Celkem tedy mame
O(K + N/K) volnych mist.

Ted staci zvolit takové K, aby tato hodnota byla co nejmen-
§i. Optimalni je mit K a N/K zhruba stejné velké, zvolime
tedy K = +/N. Tim dostavame, Ze volnych mist je O(v N).

Optimalni FeSeni

Zacneme s jednoduchym hladovym algoritmem, ktery diva-
ky rozesazuje do hezky souvislych tisekdl a pak si rozmys-
lime, jak ho volat opakované na postupné se zapliujicim
hledisti.

N4&s hladovy algoritmus funguje jednoduse: cervené divaky
umistuje do hledisté zleva, modré zprava, a zelené zpro-
stfedka (prvniho zeleného divdka umisti na pozici | N/2] a
pak zelenou oblast rozsifuje stiidaveé zleva a zprava). Tésné
predtim, nez se potkaji oblasti riiznych barev, skond¢i.

Rozmysleme si, jak v tomto okamziku vypada hledisté. Ja-
ko D oznalime pocet umisténych divakt (tedy N — D je
pocet volnych mist). Bez jmy na obecnosti miZeme pied-
pokladat, Zze se témér potkali cerveni a zeleni divaci. Jak
vypadéa hledisté? Zleva se sklada z néjak dlouhého Cervené-
ho tiseku, pak jednoho volného mista, pak zeleného tseku,
pak volného tiseku a nakonec z modrého tseku.

Nyni uvazme volny tisek mezi zelenymi a modrymi divaky.
Odstranime-li z néj obé nejkrajnéjsi mista, zbyde nam tsek
velikosti N — D — 3, ktery nesousedi s zadnymi divaky. Ted
prichézi klicové pozorovani: takovy volny tsek je vlastné
takové malé hledisté velikosti NV — D — 3. Muzeme tedy za-
pomenout zbytek hledisté a pustit na toto mensi hledisté
ten samy algoritmus! Ten opét po néjakém Case skonéi a
zbyde mu o néco mensi volny tsek, ten zase zbavime okra-
ja a prohlasime za jesté mensi jevisté, a tak dale, dokud
velikost nového jevisté neklesne na nulu.

Zbyva zanalyzovat ztratu tohoto algoritmu. Nejprve ziime,
ze jedna iterace algoritmu zmensi velikost hledisté aspon na
polovinu, konkrétné ze D > N/2—1. To proto, Ze algoritmus
skonci az teprve, kdyz se dva tiseky potkaji, a to diive nez
pfi N/2 — 1 divacich nemtze nastat. Proto bude mit mensi
hledisté velikost nejvyse N — D —3 < N/2 —2 < N/2.
To znamend, ze celkové bude nejvyse tolik iteraci, kolikrat
mizeme opakované pilit N, nez se dostaneme na 1. Tedy
iteraci bude nejvyse logy N.

Kazda iterace algoritmu prispiva tfemi misty k celkové ztra-
t&. Celkova ztrata je tedy nejvyse 3log, N = O(log N).

Dvé poznadmky na zavér:

® V feSeni jsme ignorovali okrajové pripady, kdy mé néjaky
z usekt velikost nula. D& se snadno rozmyslet, Ze to ne-
vadi (ba dokonce v takovych piipadech je pro nés situace
pIiznivéjsi).

e Nas algoritmus se d& upravit, aby misto t¥i policek ztracel
na kazdé hladiné rekurze jen jedno. Asymptoticka ztrata
nicméné zistava O(log N).

Ulohu pFipravil: Risa Hladik

38-1-3 Medidnovy poddany

Prvni myslenka by byla tfeba poslat posla do kazdého kra-
je pro pracovitost kazdého poddaného. Tedy do kazdého
z K kraji udélat NV pozadavkt pro poddané. Ze seznamu
pracovitosti vS§ech poddanych uz zjistime median napriklad
sefazenim, ale uz neposilame posla. Posla jsme pfitom po-
slali ©(N - K)-krat. To ale urcité zvladneme rychleji.
Intuitivni pohled na to by byl, Ze jakykoliv vypocet mame
zadarmo, ale transport dat nas néco stoji, takze se chceme
vyhnout transportu vSech dat. Pojdme si ti¥eba Fici, ze si
kraje své zdznamy o poddanych setiidi. Ted budeme posi-
lat dotazy na kraje a ptat se jich, kolik poddanych maji,
ktefi maji mensi pracovitost nez dany dotaz. Pokud se kraju
zeptame na néjakou pracovitost a jejich odpovédi se sec¢tou
na |N - K/2| a existuje poddany s danou pracovitosti, tak
jsme nasli medianového poddaného a jsme vysmati.

Zbyva nam vymyslet, jak zjistit takovou prostfedni pra-
covitost. V principu na to pouzijeme bindrni vyhledavani
(o kterém mame specialni kuchaiku),! konkrétné jeho po-
kroé¢ilejsi verzi, kde mame néjaky predikdt P(z) a hledame
nejvétsi z, které jesté splnuje predikat. Uvazme pohled ze
zminéné kuchaiky — za nas predikdt P(x) vezmeme, zda
je v kralovstvi pocet poddanych s pracovitosti nejvyse x
mensi nez | N - K/2]. Ted stadi s timto predikdtem bindrné
vyhledat nejvyssi hodnotu pracovitosti, kterd jesté spliuje
predikat.

Zjevné takova hodnota musi byt o 1 mensi, nez hodnota
pracovitosti néjakého poddaného — kdyby nebyla, tak pre-
dikat splnuje jesté néjaka vyssi hodnota. Kdybychom se
ale dostali az na toho poddaného napravo, tak by se pocet
poddanych s mensi pracovitosti zvysil o 1 a uz nespliuje-
me predikat. Za hledaného medidanového poddaného tedy

prohlasime poddaného s pracovitosti o 1 vyssi, nez je nase
nalezend pracovitost.

Binarné vyhleddvame v rozmezi 0 az P4z, kde Ppaz je
maximalni hodnota pracovitosti pfes vSechny poddané. K
té se mizeme dostat tak, ze se na zacatku zeptdme vSech
kraji na nejpracovitéjsiho poddaného a z nich vezmeme
maximum. Provedeme tedy nejvyse logy, Pz + 1 zeptani
v8ech K krajii, tedy O(K log Pyq.) poslani posli.

Ulohu ptipravili: Matis Pill, Dan Skypala

! http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/binarni-vyhledavani|
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/binarni-vyhledavani

38-1-4 Jedno slovo

Ked sa pokusime riesit jednotlivé vstupy, rychlo si vSim-
neme, ze uloha mé vlastne osem poduloh, ktoré vyzeraju
nazvéjom dost rozdielne. Spolo¢né maju len to, ze v kaz-
dom sa vyskytuji len riadky s rozne sa opakujucimi slovami
"KSP” nalepenymi za seba.

Zo zadania vieme, Ze mame pre kazda spravu najst rieSe-
nie. Spravnym dekédovanim kazdého vstupu teda dosta-
neme spravu, ktord nam povie, ¢o je riesenim — bude to
nejaké slovo, ktoré odovzdame. Obcas sa tam vyskytna aj
zbytocéné vety, ktoré treba ignorovaf, tie ndm vSak svoju
zbytocnost naznacia.

Podilohy st zoradené podla pribliznej obtiaznosti, skiisme
ich teda riesif postupne:

1. V prvej tlohe mame riadky, na ktorych st nejaké pocty
KSP, obcas st riadky prazdne. Skisme teda jednotlivé po-
&ty KSP v riadkoch spoéitat. Dostaneme ¢isla od 1 do 26,
ktoré mozeme rovno zmenit na pismend podla ich poradia
v abecede. Prazdny riadok znac¢i medzeru medzi slovami.

2.V dalsej podilohe je podozrivo vela riadkov len s jednym
KSP, obcas ale nejaky ma KSP dve. Ked si ich skiisime
spocitat, zistime, Ze riadkov s dvomi KSP je cca 25-krat
menej. A ak si rozdelime riadky na 26-tice, ukaze sa, ze vo
pozicie v 26-tici teda vezmeme pismeno. Ak maju vsetky
riadky len jedno KSP, vezmeme medzeru.

3. Tato poduloha vyzera podobne ako prva, ale v kazdom
riadku je aspon jedno KSP... vlastne vSade je KSP dost
vela. A ked si spocditame Statistiku pre rozne pocty, vSim-
neme si, Ze nejmensi pocet je 32 KSP v riadku a tiez st tam
pocty od 62 az po 90. To stt ASCII ¢isla medzery a velkych
pismen abecedy, sta¢i teda pouzit funkciu chr v Pythone
alebo jej ekvivalent na ziskanie pismen z riadkov.

4. Vo stvrtej podilohe mame zase mensie pocty KSP na
kazdom riadku a aj prazdne riadky. Vela poctov nam ale
chyba, napriklad 1, vSetky nasobky 2 okrem dvojky samot-
nej, 9... Vlastne mame iba prvociselné pocty. Stacéi teda

zobrat pre kazdé prvodislo tolké pismeno, kolké prvodislo
to je (napriklad 2 bude A, 3 B, 5 C...). Prazdny riadok
bude zrejme opét medzera.

5. V tejto podilohe si mozeme ryvhlo v8imnut, ze kazdy
treti riadok je prazdny. Po prazdnom riadku vzdy nasledu-
je riadok, ktory je bud prazdny, alebo obsahuje 1 alebo 2
KSP. A dalsi riadok vzdy obsahuje 0 — 9 KSP. Kombinacia
s dvoma nulovymi riadkami sa vyskytuje casto, to moze byt
medzera. Ked st na prvom riadku 2 KSP, na druhom nie
je nikdy viac nez 6. Je to teda desiatkovy zapis, prva ¢isli-
ca vyjadruje pocet desiatok a druhé pocet jednotiek, ¢isla
opit prevedieme na pismena.

6. Tu mame nejaké riadky s 0 — 5 KSP, pri¢om si rychlo
vSimneme, Ze po¢ty KSP v riadkoch klesaji v maych skupi-
nach riadkov oddelenych prazdymi riadkami. Pripomina to
teda tiez nejaky spdsob zapisu po cifrach, ale s rozdielom,
ze pre kazdy z poctov 5 — 1 mame len dva mozné stavy —
bud je alebo nie je pritomny v klesajicej postupnosti. Je
to teda binarne kédovanie, kde  KSP pridava 2* do suctu,
vysledky prevedieme na pismena. Medzeru teda spozname
podla prazdnej postupnosti, teda dvoch prazdnych riadkov
po sebe.

7. Tato podiloha vyzera presne ako prva podiilloha, ale po-
dozrivo sa v nej opakuje niekolko poctov. Ked ju sktisime
vyrieSit pomocou riesenia prvej podilohy, dostaneme len
dalsi text obsahujuci vela slov KSP a obcas nejaké slovo
"return”. To ale znamen4, Ze moZzeme nahradif "return” za
symbol nového riadku a dostat validne zadanie pre prva
podtlohu! Ked ho znova desifrujeme, dostaneme riesenie.

8. Tato pouloha zase vyzerd presne ako druhéd poduloha.
Ked ju desifrujeme, dostaneme opit text s KSP a slova-
mi "return”, ktoré nahradime novymi riadkami. Dostane-
me nieco, ¢o sa ndpadne podobéa na zadanie piatej podalohy
— vyrieSime teda aj ti. Dostaneme este jeden text zlozeny
z KSP a ”return”, ktory ndm tento raz pripomina Siestu
podulohu. Ked vyriSime aj t, dostaneme kratku spravu.

Ulohu pripravili: Risa Hladik, Jdn ,Janci“ Plachy

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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