Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

38. rocnik KSP

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam druhé ¢islo hlavni kategorie 38. roéniku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Déle na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka
témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,

za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial, jehoz dily mohou
vychazet samostatné.

Autorska feseni iloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nas pak pfi opravo-
véani napadnou néjaké komentafe k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez pfijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt p¥ijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely ro¢nik (hlavni kategorie) alespoii 50 % bodd. Za
letosni rok piijde ziskat maximalné 300 bodti, takze hranice pro tspésné feSitele je 150.
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté
série, patad uz bude moc pozdé. Také kazdému tesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi
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prekvapeni.

Termin série:

nedéle 21. prosince 2025 ve 32:00 (tedy dalsi rano v 8:00)

Odevzdavani:

Pies web na adrese |pittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky uloh:

(@ Lehi dloha (& jeji st) vhodna pro zacatecniky

Praktickd open-data tiloha

@’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialovéa tloha

8 Experimentalni (neobvykld) tloha

Odmeéna série:
serialu.

Odznacek do profilu na webu si vyslouZi ten, kdo ziska alespon 1 bod z kazdé ulohy druhého dilu

Druha série tfricatého osmého roéniku KSP

38-2-1 Vsechny cesty vedou pies Rim 12 bodu

38-2-2 Stop STOPkam 11 bodu

Uvazme svét, kde celou spolecnost ridi skrytd organizace
bohatych slont (hippoteticky). Tahle organizace se doslech-
la, Ze se slézaji hrosi v Brné na Velké Programovaci Konfe-
renci. Toho by se jisté dalo vyuzit pro zbohatnuti! Bohaty
slon = §tastny slon!

Vime, Ze nejvice hrochti jede do Brna z Kolina (tam se
asi potkali, kdo vi...). Chceme najit mésto, kam umis-
tit zavoru se slonem, ktery bude vybirat penize za vstup
dovnitf. Jenze hrosi jsou mazani jako liska, rychli jako ja-
guar a chytii jako Medvéd, tedy se vyhnou podporovani
sloni organizace jakkoliv to jen ptjde.

Proto musime zavoru umistit do mésta, ptes které hrosi ur-
¢ité projedou, at chtéji, nebo ne. Jakd mésta piipadaji v
avahu? Jinymi slovy, vasim tkolem je najit vSechna mésta,
ktera jsou na wvsech cestich z Kolina do Brna, aby se jim
nedalo vyhnout. Nezapomertite svoje feSeni poradné zdu-
vodnit.

Mapa je zadana jako orientovany graf, kde mésta reprezen-
tuji vrcholy.

Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdava se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd
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Kevin jel autem do Brna se ubytovat do hotelu Hippo-
W1l Sleep na Velkou Programovaci Konferenci, avsak pred
odjezdem zjistil, Ze si bohuzel zapomnél prodlouzit dalni¢ni
znamku. Musel proto jet jenom po hlavnich a vedlejsich sil-
nicich mimo délnice. To je pro Kevina obzvlast nepfijemné,
protoze musi Casto ¢ekat na STOPce na kiizovatkach, coz
opravdu nemd rad. Nastésti ma Kevin pristup k seznamu
silnic v celém Cesku a vi, Ze se v celé republice nachazi N
kfizovatek, které jsou propojené M obousmérnymi silnice-
mi, o kazdé z nich jesté zna jeji prioritu a délku.

Kdy musi Kevin cekat? Kazda kiizovatka ma hlavni ces-
tu, slozenou z az dvou silnic, které do ni vedou s nejvyssi
prioritou. Zbytek silnic potom tvori cesty vedlejsi. Kevin
potom nemusi ¢ekat na STOPce pravé tehdy, kdyz pfijede
na kfizovatku po hlavni cesté. Naopak, prijede-li z vedlejsi
silnice, ¢ekat musi.

Kevintiv diim se nachazi na kfiZovatce s ¢islem 1, a jeho cil
ma ¢islo N. U startu Kevin musi ¢ekat vzdy a u cile Kevin
cekat nemusi. Pomozte Kevinovi s navigaci, a najdéte mu
takovou trasu, u které co nejménékrat zastavi na STOP-
ce. Pokud je takovych tras vice, tak vypiste tu s nejkratsi
délkou. Pokud je jich i tak vice, vypiste libovolnou z nich.
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Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku dostanete N, pocet kii-
zovatek, a M, pocet silnic v republice. Na kazdém z dalSich
M tadkt se nachézi popis silnice:

— Cislo p, priorita silnice. Zadné dvé silnice nemaji stejnou

prioritu.

— Cisla a, b, indexy koncovych kfizovatek silnice.

— Cislo ¢, délka silnice mezi a a b.

Formdt vystupu: Na jediny Fadek vystupu vypiste indexy

kfizovatek v poradi od zacatku do konce, tak jak se vysky-
tuji ve vasi trase.

Ukdazkovy vystup:
14

Ukazkovy vstup:

4 3

10121
9131
80141

38-2-3 Opisovani 11 bodu

Petr m4 posledni dobou plné ruce préace. Spousta lidi si chce
narychlo zaridit ridi¢sky prtikaz, aby mohli jet na Velkou
Programovaci Konferenci v dalekém Brné, takze ma jeho
autoskola rekordni pocet IV studentti. Vsichni jeho studen-
ti ale poslednich par tydnu veskery volny cas vénovali pii-
pravé na konferenci, takze se na rychle se blizici zavéreény
pisemny test skoro viibec neucili. Rozhodli se tedy, ze bu-
dou podvadét.

Petr je toho nazoru, Ze by skolni prostfedi mélo byt co nej-
podobnéjsi praxi. Proto své studenty nechava pri zkouskach
sedét na silnici. VSichni studenti sedi v jedné fadé a divaji
se stejnym smérem — po sméru silnice. Kazdy student (aZ
na prvniho) vidi do testu studenta sediciho pfed nim. Po-
kud na néjakou otézku student nezna odpovéd, tak ji opise
od studenta sediciho pfed nim, pokud ten student odpovéd
zné, nebo ji od nékoho také opsal.

ZavéreCny test se sklada z M otazek. Petr je pfisny uci-
tel, nechd proto projit jen studenty, které zodpovi spravné
vSechny otazky. Také chce své studenty za jejich opisovani
potrestat, rad by tedy uréil zasedaci poradek tak, aby jich
proslo co nejméné. Vyuzil tedy svou schopnost ¢teni mysli,
aby zjistil, ktefi studenti znaji odpovéd na kterou otazku.
Pomiizete mu?

Na vstupu dostanete ¢isla N a M a tabulku jednicek a
nul o velikosti N x M, kterd pro kazdou dvojici studenta a
otazky obsahuje informaci o tom, jestli na danou otazku
dany student znd odpovéd. Vasim tkolem je vypsat takové
poradi studentti, aby po opisovani mélo plny pocet bodi co
nejméné studentii. Petr si chce byt jisty, ze studentt projde

opravdu co nejméné, je tedy nezbytné, abyste o vaSem
algoritmu disledné dokazali, Zze opravdu vzdy vyprodukuje
optimalni feSeni.

Toto je teoretickd tloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

38-2-4 Zakerna parkovaci mista 11 bodu

Sara jela do Brna na Velkou Programovaci Konferenci. Na-
sla si tam hezké ubytovani v hotelu HippoSleep, ale bohuzel
bylo parkovisté plné, takze musela zaparkovat na vedlejsim
parkovisti nedaleko hotelu. Tato parkovisté bylo pomérné
zvlastni. VSechna parkovaci mista byla v jedné fadé za se-
bou a kazdé misto bylo oznacené néjakym pfirozenym cis-
lem (véetné nuly). Dokonce bylo i mozné, Ze néktera mista
méla stejna cisla!

Sara byla po své dlouhé cesté tak unavend, Ze si téchto
zvlastnosti vSimla az dalsi den réno, kdyz si uvédomila, ze
si nepamatuje, kde zaparkovala své auto. Navic jsou ted
vSechna mista obsazena auty, které vypadaji totozné jako
jejl a také vSechna prekryvaji ¢isla na parkovacich mistech.
Sara chvili panikafila, ale pak si vzpomnéla, ze ¢islo ozna-
¢ujici jeji parkovaciho mista je vét$i nebo rovno nez ¢isla na
obou sousednich parkovacich mistech. Pro parkovaci mista
na okrajich pfedpokladame, ze vedle nich se nachazi pomy-
slné misto oznacené nulou.

Aby nasla své parkovaci misto, Sara prochazi fadou par-
kovacich mist a kouka se pod auta. Pfitom ale nechce pod
auta koukat ptili§ dlouho, protoze méa na konferenci spoustu
zajimavych pfednasek. Abyste Safe pomohli, musite splnit
dvé ulohy:

— Rozmyslete si a ukazte, zda Safino parkovaci misto vzdy
v dané radé parkovacich mist existuje. Pokud neexistuje,
ukazte, kdy k tomu dojde.

— Najdéte Sare jeji parkovaci misto v asymptoticky co nej-
lepsi slozitosti, vzhledem k poc¢tu pohledi pod auta. Slo-
Zitost ocekavame, Ze bude lepsi nez linearni. Pokud je
potfeba, osetfete pripad, kdy takové misto neexistuje.

Toto je teoretickd tloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd
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38-2-S Hleda se pivot 15 bodua

V dnes$nim dilu seridlu o pravdépodobnostnich algorit-
mech se podivame na zoubek algoritmim Quicksort a
Quickselect zaloZzenym na rozdélovani prvki podle pivota.

Hleda se k-ty nejmensi prvek

Predstavme si, ze jsme dostali néjakou dlouhou posloup-
nost Cisel xg,...,x,—1 a chceme zjistit, které cislo je k-té
nejmensi (poc¢itano od 0). Pijdeme na to nasledovné: Vybe-

reme si z posloupnosti jeden prvek, kterému budeme fikat
pivot. Rozdélime posloupnosti na t¥i ¢asti:

e L (levé) jsou prvky mensi nez pivot,
e S (stfedni) jsou prvky rovné pivotovi,

e P (pravé) jsou prvky vétsi nez pivot.

Kdy?z si posloupnost predstavime sefazenou, budou vSechny
prvky ¢asti L (n&jak zamichané) lezet pfed vSemi prvky
Gasti S, a ty zase pfed vSemi prvky P (néjak zamichanymi).
Proto:

e Je-li k < |L|, musi se hledany prvek nachézet v L a byt
tam zase k-ty nejmensi.

e Je-li |L| < k < |L| + |S|, musi hledany prvek lezet v S,
a tedy byt roven pivotovi.

e Zbyva ptipad k > |L|+|S|. Tehdy hledany prvek lezi v P
a je tam (k — |L| — |S|)-ty nejmensi.

V kazdém pripadé jsme budto rovnou odpovédéli, nebo pro-
blém prevedli na jiny, mensi problém stejného druhu. To
vede na jednoduchy rekurzivni algoritmus, kterému se 1iké
Quickselect:

def quickselect(x: list[int], k: int) -> int:
# Jako pivota zvolime prostfedni z prvkl

pivot = x[len(x) // 2]

leve = [a for a in x if a < pivot]
stred = [a for a in x if a == pivot]
prave = [a for a in x if a > pivot]

if k < len(leve):
return quickselect(leve, k)
elif k < len(leve) + len(stred):
return pivot
else:
j = k - len(leve) - len(stred)
return quickselect(prave, j)

Zbyva spocitat ¢asovou slozitost. Samotné rozdélovani prv-
ki na tfi ¢asti v jednom zavoldni funkce trva O(n). Dalsi
volani jsou rychlejsi, protoze vstup se postupné zmensuje.
To, jak rychle se zmensuje, je zalezi na volbé pivota.

® Nejhorsi pripad nastane naptiklad tehdy, kdyz jako pivo-
ta pokazdé vybereme minimum. Pak bude ¢ast L prazd-
na, ¢ast S bude samotny pivot a zbyvajicich n — 1 prvki
bude v P. Hleddme-li nejvétsi prvek (k = n — 1), po-
kracujeme vzdy v P. V jednom kroku rekurze jsme tedy
stravili O(n) ¢asu a vstup se zmensil pouze o 1. Celkovy
¢as tedy ¢ini O(n) +O(n — 1) + ...+ O(1) = O(n?).
Velmi dobfe to naopak dopadne, pokud jako pivota bu-
deme volit medidn, tedy prvek, ktery by v setfidéném
pofadi lezel uprostied. (Nenechme se zviklat tim, Ze za-
tim nevime, jak medidn rychle najit.) Tehdy jak L, tak P
budou mit méné nez n/2 prvki. V kazdém kroku rekur-
ze tedy vstup zmensime alespon dvakrat. Celkova casova
slozitost bude ¢init O(n)+0(n/2)+O(n/4)+...+0(1) =
On-(1+1/2+1/44...)).

Vyraz v zévorkach je geometrickd fada a s témi se hodi
umét zachézet obecné. Soudet geometrické fady ¢° +¢' +
...+q™ 1 jeproq+#1roven (¢™ —1)/(¢—1). To je pro
0 < ¢ < 1 mensinez 1/(1—q). V naSem vypoctu slozitosti
je tedy g = 1/2, takZze soucet v zévorce je mensi nez 2.
Cely Quickselect proto bézi v linedrnim case.

Co kdybychom nevybirali pfesné median, ale pseudome-
dian? Tak budeme fikat prvkam, které by v setfidé-
ném poradi lezely v prostfednich dvou ¢tvrtinach. Prvky
v prvni étvrting jsou pak mensi nebo rovné pivotovi (tak-
Ze jsou v L nebo S, tedy nikoliv v P), prvky v posledni
¢tvrting jsou naopak vétsi nebo rovné pivotovi (jsou v .S
nebo P, tedy nikoliv v L). Jak L, tak P tedy obsahuje
nejvyse (3/4) - n prvka.

Slozitost celého algoritmu proto ¢ini O(n - (1 + (3/4) +
(3/4)2 + (3/4)3 + ...)). Zde méame geometrickou fadu
s ¢ = 3/4, tedy se sou¢tem nejvyse 4. I pro pseudomedi-
any proto vyjde linearni slozitost.

Radost nam kazi, Ze nevime, jak median, nebo aspon pseu-
domedian najit. K tomu ndm pomuze randomizace. .. (Do-

vvvvvv

goritmus, ktery najdete v [Prtivodci labyrintem algoritmt,
oddil 10.8.)

Nahodny vybér pivota

Nejprve uvazujme nasledujici algoritmus na vybér pseudo-
medidnu: Vybereme libovolny prvek. Spocitame, kolik prv-
ki je vétsich a kolik mensich. Z toho pozname, jestli jsme
nasli pseudomedian. A pokud nenasli, spustime algoritmus
ZNnovu.

Jedno spusténi algoritmu trva O(n). JelikoZ aspoii polo-
vina prvkl jsou pseudomedidny (mtize jich byt vic, po-
kud se hodnoty opakuji), algoritmus uspéje s pravdépo-
dobnosti aspori 1/2. Podle lemmatu o dzbanu (to znate
z pravdépodobnostni kuchaiky]) tedy primérny pocet po-
kusti do prvniho tspéchu je nejvyse 2. Hledani pseudome-
didnu proto trva prumeérné linearni cas. Zdiraznéme, Ze se
jedna o primér vzhledem k ndhodnym ¢islim generovanym
nasim algoritmem, nikoliv vzhledem k moznym vstupim.

Daleko jednodussi ovSem je vzit puvodni Quickselect a pros-
t€ v ném jako pivota vybrat rovnomérné nahodny prvek
posloupnosti (rovnomérné ndhodny znamend, Ze vSechny
prvky maji stejnou pravdépodobnost, ze budou vybrany).
Ukéazeme, ze i toto vede na primeérné linearni slozitost.

Vypocet algoritmu rozdélime na epochy. Epochu ukondi-
me, kdykoliv si jako pivota vybereme pseudomedian. Kdyz
epocha zacne se vstupem velikosti m, kazdé rekurzivni vo-
lani béhem epochy trva O(m). Stejnym pouzitim lemmatu
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o dzbanu jako v minulém odstavci vyjde, ze primérny pocet
rekurzivnich volani na epochu je maximélné 2. Primeérna
slozitost celé jedné epochy tedy ¢ini O(m). Soucasné ale
za celou epochu klesne velikost posloupnosti na maximal-
né (3/4) - m. Soucet pramérnych slozitosti epoch tedy ¢ini
O(n-(1+(3/4)+(3/4)2+...)) = O(n). (Tady jsme pouzili
linearitu stfedni hodnoty, kterou zname z )

Rozdélujeme na misté

N4s algoritmus m4 linedrni ¢asovou slozitost (alespoil v pri-
méru), ale redlnd implementace nebude moc rychla. Trévi
totiz spoustu c¢asu vytvafenim novych poli a jejich ruse-
nim. Lepsi je udrzovat celou dobu prvky v jednom poli a
pfi rozd€lovani na skupiny je jenom prehazovat uvnitt pole.

Préci si trochu zjednodusime pozorovanim, ze u prvki rov-
nych pivotovi si mizeme vybrat, zda je zafadime do L, S,
nebo P. Spravnost algoritmu tim nenarusime. Jen si mu-
sime davat pozor na to, abychom v degenerovanych pii-
padech (pivot je minimum nebo maximum, vSechny prvky
jsou stejné apod.) vstup zmensili o aspoinl jeden prvek.

def rozdel(x: list[int], 1:
-> tuple[int, int]:

int, p: int) \

pivot = x[(1 + p) // 2]
while 1 <= p:
while x[1] < pivot:
1+=1
while x[p] > pivot:
p—=1
if 1 <= p:
x[1], x[p]l = x[p], x[1]
1 +=1
p—=1

return 1, p

Tato funkce dostane pole x, jehoz prvky na pozicich £ az p
ma rozdélit na skupiny. Prvky v linedrnim case prehézi,
a pak vrati dvojici indexti ¢’ a p’, pFicem? plati:

o p </

e Na pozicich ¢,...,p" jsou prvky z L a ¢ast S.
® Na pozicich ¢/, ..., p jsou prvky z P a ¢ast S.

® Mezi p’ a ¢ muZe byt jeden prvek, ktery patii do S.

e 74dné z téchto tii ¢asti tedy neobsahuje vSechny prvky.

Rozmysleme si, pro¢ jsou tyto vlastnosti splnéné. Oznaci-
me ¢ a p ptuvodni okraje tseku, ¢ a p’ aktuadlni hodnoty
proménnych 1 a p.

1. Dokud hlavni cyklus neskonéi, mezi £ a ¢ vzdy lezi prv-
ky men$i rovné pivotovi, mezi p’ a p prvky vétsi rovné
pivotovi.

. 'V prvnim priichodu vnéjsiho cyklu lezi mezi ¢’ a p’ aspoii
jeden vyskyt pivota. Posouvani ¢/ doprava se tedy zarazi
nejpozddji o ngj, stejné tak posouvani p’ doleva. V dalsich
priichodech cyklu se posun ¢ zarazi nejpozdé&ji o prvky
vétsi nez pivot napravo od p’ a posun p’ o prvky nalevo
od /.

. Po vnitinich cyklech je tedy x[¢'] > pivot a x[p'] < pivot.
Po prohozeni z[¢'] a x[p’] tedy miizeme posunout ¢ do-

prava a p’ doleva. Pak se budto indexy prekiizily a jsme
hotovi, nebo pokracujeme, pricemz stale plati vlastnost 1.

. OvSem pozor, mohlo se stat, ze £ = p’. Tehdy musi pr-
vek z[¢'] = x[p’] byt soucasné mensi roven i vétsi roven
pivotovi. Takze je to pivot a algoritmus se muze zastavit
s jednim pivotem mezi p’ a £'.

)

s’

(
N,

S rozdélovanim na misté muzeme naprogramovat Quickse-
lect na misté, dokonce bez rekurze:
def quickselect(x: list[int], k: int) -> int:
levy = 0
pravy = len(x) - 1
while levy < pravy:
1, p = rozdel(x, levy, pravy)
if levy + k <= p:
pravy = p
elif levy + k < 1:
return x[1 - 1]
else:
k —=1 - levy
levy =1
return x[levy]

+

Zde levy a pravy jsou okraje useku v poli x, kde hleddme
k-ty nejmensi prvek. Casova slozitost bude nadile O(n),
ovSem s mnohem lepsimi konstantami.

Quicksort

Na podobném principu je postaveny také tfidici algoritmus
Quicksort. Ten nejprve rozdéli vstup podle pivota na levou,
stfedni a pravou ¢ast. Pak levou a pravou rekurzivné setiidi.
A nakonec vSechny tfi ¢asti slepi za sebe:

def quicksort(x: list[int]) -> list[int]:
if len(x) <= 1:
return x

pivot = x[len(x) // 2]
leve [a for a in x if a < pivot]
stred = [a for a in x if a == pivot]
prave = [a for a in x if a > pivot]
return (quicksort(leve)

+ stred

+ quicksort(prave))

Pojdme stanovit slozitost. Opét nejprve nejhorsi pripad,
kdy si jako pivota vybereme (feknéme) minimum. Tehdy
bude leva ¢ast prazdna, stfedni jednoprvkova a zbyljych n—1
prvkl zbude napravo. Rozdélit problém na podproblémy
trvd ©(n) Casu, slozit z vysledkt podproblémi vysledek ce-
lého problému také ©(n) casu. Celkem tedy travime cas
O(n) +O(n—1) +...+ O(1), coz se secte na O(n?).
Nejlepsi ptipad zase nastane, kdyz se nam bude dafit jako
pivota vybirat medidn. Tehdy problém setiidéni n prvkt
pfevedeme na dva problémy setfidéni nejvyse n/2 prvki.
Casovou slozitost tedy miiZzeme popsat rovnici

T(n) =2T(n/2)+ O(n).
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Zkuseny informatik zajasa, ze takhle se preci chova Mer-
gesort, takze musi vyjit T'(n) = O(nlogn).

Pokud se nechceme odvolavat na jiné algoritmu, mizeme
slozitost odvodit jednoduchou uvahou o stromu rekurze.
Predstavme si strom, ktery méa na nulté hladiné kofen s pt-
vodnim problémem velikosti n. Pod néj na prvni hladinu
zavésime 2 podproblémy velikosti n/2, které si kofen zavo-
lal. Kazdy z nich si zavolal dalsi 2 podproblémy velikosti
n/4, takze druhéd hladina obsahuje celkem 4 podproblémy
velikosti n/4. Obecné i-t4 hladina obsahuje 2¢ problémii ve-
likosti n/2!. V kazdém z nich travime ¢as ©(n/2), v souétu
pfes celou hladinu tedy ©(n).

To vynasobime poctem hladin. Kolik jich strom ma? Veli-
kost podproblémi se zmensuje exponencialné, takze pod-
problémy na (log n)-té hladiné uz budou nejvyse jednoprv-
kové, ¢imz se rekurze zastavi. Celkova slozitost tedy vyjde
O(nlogn).

Nakonec uvazime variantu Quicksortu, v niz pivota volime
rovnomérné nadhodné. Spocditame jeji prumérnou ¢asovou
slozitost. Vsimneme si, ze slozitost kazdého podproblému
je linearni v poctu prvki, které se ho ucastni. Proto staci
pro kazdy prvek spocitat, kolika podproblému se tcastni,
a toto pak selist pres vSechny prvky. Diky linearité stfed-
ni hodnoty tato tvaha plati i pro primérnou slozitost a
pramérny pocet podproblémt.

Vyberme si tedy néjaky prvek a sledujme ve stromu re-
kurze, jakych podproblémil se icastni. Kofene urcité ano.
Pokud nebyl vybran jako pivot, padne do pravé jednoho
podproblému. Pak zase do jednoho z jeho podproblémii atd.
Vsechny tyto podproblémy tvoii cestu ve stromu z korene
dolt, kterd konc¢i bud listem, nebo vrcholem, kde se n&s
prvek stal pivotem.

Tuto cestu si opét rozdélime na epochy tak, ze epochu ukon-
¢ime podproblémem, kde jsme jako pivota vybrali pseudo-
median. Stejné jako u Quickselectu je epocha tvofena pri-
mérné dvéma podproblémy. Mezi dvéma po sobé jdoucimi
epochami se velikost podproblému zmensi asponi (3/4)-krat.
Velikosti tedy klesaji exponencidlné, procez pocet epoch
musi byt logaritmicky.

Jeden prvek se tedy ucastni pramérné O(logn) podproblé-
mi. To plati pro vSechny prvek stejné, takze vynésobe-
nim poctem prvkid ziskdme, Ze primeérnéd casova slozitost
Quicksortu ¢ini O(nlogn).
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Triky v implementaci Quicksortu

Quicksort je velice populdrni algoritmus. Najdeme ho ve
standardni knihovné mnoha programovacich jazyku, proto-
ze je v praxi velice rychly. Ve srovnani s jinymi algoritmy,
jako je treba Mergesort nebo Heapsort, sice dosahuje slozi-
tosti O(nlogn) jenom v priumeéru, ale zato se chova velmi

pratelsky k modernim procesorim a jejich kesim.

Vyzkousejme si nékolik trikt, které se v implementacich
Quicksortu hodi. Pfedev§im miiZeme opét vyuzit rozdélo-
véani podle pivota na misteé:

def quicksort(x: list[int]) -> None:
def gs(levy: int, pravy: int) -> Nomne:
if levy < pravy:
1, p = rozdel(x, levy, pravy)
gs(levy, p)
gs(1l, pravy)

gs(0, len(x) - 1)

Také si mizeme vSimnout, ze pro malé vstupy je rozdélova-
ni a spojovani daleko drazsi nez vlastni tfidéni, tedy porov-
navani a prohazovani prvka. Na takovych vstupech budou
kvadratické t¥idici algoritmy (jako t¥eba Insertsort) rychlej-
§i nez Quicksort. Upravime tedy Quicksort, aby v malych
podproblémech (mensich nez n&jaka hranice) ukondil rekurzi
a prepnul na kvadraticky algoritmus.

Nakonec se mizeme zbavit rekurze. Poridime si vlastni za-
sobnik (t¥eba v poli), na ktery si budeme odkladat dseky,
které jesté zbyva dotfidit. Hlavni smycka algoritmu si vzdy
vezme jeden tUsek ze zasobniku a rozdéli ho na poduseky.
Malé poduseky rovnou setfidi kvadratickym algoritmem.
Velké poduseky odlozi na zasobnik, aby se jimi zabyvala
v néjaké dalsi iteraci. Dokonce mtize jeden z poduseki od-
lozit na zasobnik, zatimco druhym bude rovnou pokracovat.

Ukol 1 [1b]: Dokazte, Ze odlozime-li na zésobnik vétsi z obou
tsekt, zatimco tim mensim budeme pokracovat, bude na
zasobniku v kazdém okamziku lezet nejvysSe logaritmicky
pocet tsekd.

Vase implementace

Uz vime, ze Quicksort bézi v priamérném case O(nlogn).
Jak to ale vypovida o jeho rychlosti na skute¢ném pocita-
¢i? Pojdme s tim experimentovat. K experimenttim se bude
hodit implementace Quicksortu v néjakém kompilovaném
programovaci jazyku, idealné C, C++ nebo Rustu. V nou-
zi poslouzi i Python, byt méfeni bude dost zatiZené rezii
jazyka. Kdybyste si nebyli jisti vhodnosti néjakého jazyka,
ozvéte se nadm emailem nebo na Discordu.

Ukol 2 [3b]: Naprogramujte Quicksort tak, aby tiidil na
misté a pouzival vSechny triky z této kapitoly. Jako pivo-
ta vybirejte medidn z prvniho, prostfedniho a posledniho
prvku tseku, Rekurzi zastavujte na 10 prvcich.

Ukol 3 [2b]: Naprogramujte generator testovacich dat, kte-

ry vyrobi vstupy nasledujicich druht slozené z 32-bitovych

celych cisel:

® rovnomérné nahodné déisla,

® rostouci posloupnost,

® co nejhorsi pripad pro vas vybér pivota medianem ze tii
prvki,

e Fibonacciho ¢isla modulo 232 (posloupnost zacina 0, 1

a kazdé dalsi ¢islo je sou¢tem dvou predchozich modulo
232).
Od kazdého druhu vyrobte vstupy velikosti pfiblizné 1.4%
prvki pro k od 15 do 54.
Experimenty

Napiste program, ktery bude vasi implementaci Quicksortu
postupné spoustét na testovacich datech jednotlivych veli-



kosti a pokazdé zmé¥i, jak dlouho t¥idéni trvalo (nepocitejte
do toho pfipravu vstupu, jen samotné t¥idéni).

Pokus by mél byt opakovatelny. Pokud generujete ndhodna
¢isla, nastavujte konkrétni random seed, aby se program pii
kazdém spusténi choval stejné.

Abyste omezili Sum v naméfenych datech (zpisobeny na-
priklad tim, Ze opera¢ni systém vaseho pocitace se obcas
zamysli nad nééim jinym), méfte pro kazdou velikost vstu-
pu pétkrat (pokazdé s jinym rnadom seedem). Nejmensi a
nejvétsi hodnotu zahodte, ze zbylych tii spocitejte primér.
Pokud je pro velké vstupy program prilis pomaly, tak tyto
vstupy z experimentu vyfadte.

Naméiené hodnoty zakreslete do grafu. Na vodorovné ose
budiz velikost vstupu, na svislé ¢as. (Na kresleni grafii se
miZe hodit t¥eba pythoni knihovna Matplotlib.) Nezapo-
metite uvést, na jakém hardwaru jste méfili (typ procesoru,
taktovaci frekvenci, mnozstvi paméti a operacéni systém).

Ukol 4 [2b]: Vyzkousejte nékolik rfiznych hranic pro ukon-
¢eni rekurze. Méite na ndhodnych vstupech. Nakreslete do
jednoho grafu kiivky pro jednotlivé hranice. Na zakladé mé-
Tfeni si vyberte nejlepsi hodnotu hranice a tu pak pouzivejte
v dalsich tkolech.

Ukol 5 [2b]: Vyzkousejte vliv volby pivota. Srovnejte:

® prostfedni prvek tseku,
® median z prvniho, prostfedniho a posledniho prvku,
¢ rovnomérné ndhodné vybrany prvek tseku,

e volitelné: prostiedni prvek, ovSem nez za¢neme tiidit, na-
hodné prvky zamichame.

Pro kazdy z téchto zpusobu vytvoite jeden graf a do néj za-
kreslete kfivky naméfenych c¢asi pro jednotlivé druhy vstu-
pi (rostouci/ndhodny/...). Rozmyslete si a popiste, jakd
volba pivota vam prijde nejlepsi.

o

Ukol 6 [2b]: U kazdé verze Quicksortu riskujeme, ze bu-
deme mit smilu (nebo dostaneme $kodoliby vstup) a pro-
gram pobézi kvadraticky pomalu. Tomu se d& branit: bu-
deme sledovat hloubku zanofeni (v rekurzivnim algoritmu
by to byla hloubka rekurze, v nerekurzivnim si mizeme
u intervald udrzovat, kolikerym rozdélenim vstupu vznik-
ly). Pokud hloubka pfekroéi « - logn pro vhodné zvolenou
konstantu «, tsek dotfidime néjakym algoritmem se slozi-
tosti O(nlogn) v nejhorsim piipadé. Tomuto algoritmu se
tikd Hybridsort. Zkuste ho implementovat a experimentalné
stanovit optimalni hodnotu «. Vyzkousejte vSechny druhy
vstupt. Z vysledkt méfeni opét vytvorte graf.

Ukol 7 [3b]: Implementujte dvoupivotovy Quicksort. Ten
v kazdém kroku vybere dva pivoty a podle nich rozdéli vstu-
pu na t¥i ¢asti (mensi nez prvni pivot, mezi pivoty, vétsi nez
druhy pivot). Dvoupivotové rozdélovani se jesté da hezky
udélat na misté. Ubezpecte se, Ze vaSe rozdélovani funguje
i v pripadech, kdy si jako pivota vyberete minimum ne-
bo maximum, pfipadné kdy jsou vSechny prvky v tseku
stejné. Méfenim porovnejte rychlost klasického Quicksortu
s dvoupivotovym. Opét vyzkousejte vsechny druhy vstupt
a vysledky zakreslete do grafu.

Odevzdejte ZIP, v némz bude zdrojovy kéd vSech programi
a PDF obsahujici: popis vSech programi, grafy s naméie-
nymi hodnotami a interpretaci vysledkit méteni.

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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