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38-3-1 Zahrada s bonsajemi

V tlohe méme rozrezat strom na niekolko podstromov, tak,
ze kazdy vrchol bude prave v jednom z vyslednych stromov,
vSetky vysledné stromy budii mat priemer najvyse Z a od-
stranime pritom ¢o najmensi pocet hran. Zamyslime sa nad
tym, ako budi vyzerat vysledné stromy — potom prideme
na to, ako ich vyrobit. Konkrétne spravme par pozorova-
nim ktoré musia platif pre korene tychto stromov a hrany
z nich:

e Koreti povodného stromu (vrchol 1) bude vzdy koretiom
nejakého vysledného stromu.
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e Pokial mala nejaka hrana idtica z korena dizku viésiu nez
Z, ur¢ite sme ju odrezali.

e Pokial mala nejaka hrana z korena dizku Z a z korena
isla aspon jedna dalSia hrana, jednu z nich sme museli
odrezat — a urcite sa nam oplatilo odrezaf t dlhsiu (ak by
koreni mal viac nez dve hrany, opacny pristup by problém
nevyriesil).

e Pokial mala nejaké hrana dizku Z — 1 a existovala aspoii
jedna hrana s dlzkou viéSou nez 1, oplatilo sa nam odre-
zat tl dlhsiu (z rovnakého dovodu).

Skiisme to dalej zovSeobecnit:

e Pokial existovala vo vrchole dvojica hran dizky I; a Z —
l; + 1, dlhSiu z nich sme urcite odrezali.

Toto tvrdenie ale nie je pravdivé — predstavme si takyto
nSstrom® s korennom vo vrchole a a limit Z = 5:
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Odrezanie hrany (a,d) by viedlo k stromom s korefimi a
a d, ale strom a by bol prili§ velky a bolo by treba odre-
zat aj hranu (b, c) (alebo (a,b)). Pritom odrezanim hrany
(a,b) vzniknt dva spréavne velké stromy, a teda je to jediné
optimélne rieSenie. Zrejme sa teda nestac¢i pozerat na jed-
notlivé dizky hran, ale musime sa divaf na celé dizky ich
podstromov. Tie ale mdZeme ovplynit tym, Ze ich samotné
rozrezeme na mensie casti.

Pridajme este jedno pozorovanie:

e KedZe nas zaujima ¢o najmensi pocet podstromov, urci-
te sa neoplati odrezat nejaky podstrom skor nez to bude
nevyhnutné — teda pokial mame dve hrany (so spoloé-
nym vrcholom, pricom jedna smeruje k rodi¢ovi daného
vrcholu), ktoré by sme mohli rozrezat tak, Ze obidva rezy
by delili aktudlny (prili§ velky) podstrom na dva zeno-
vé (rozumne malé) podstromy, vzdy sa oplati pouzit t1,
ktor4 je blizsie ku korentu. Podstrom dalej od korena bu-
de stale zenovy, ale ten blizsie bude najviac rovnako dlhy
a mozno dokonca kratsi, nez v opac¢nom pripade — a to
nadm moze pomdct s delenim podstromov dalej smerom
ku korenu.

To nés vedie k paZravému (hladovému, greedy) rekurziv-
nemu rieseniu aplikovanému od listov ku korenu — najskor
vyrieSime minimalne pocty rezov pre podstromy, tie buda
mat po optimalnom narezani nejakt dizku (pokial je viac

moznosti, chceme vZzdy vratif ti najmensiu moznt). Dizky
podstromu pridame k dizkam hran, ktoré do nich vedd, a
dostaneme efektivne dizky hran. Potom postupne odrezava-
me efektivne najdlhsie hrany tak, aby nezostali ziadne dve,
ktoré maji v sucte dlzku viac nez Z (a samozrejme Ziadna,
ktora je sama dlhSia nez Z). Pri odrezani hrany prehldsime
jej koren za korent nového podstromu.

Pokial si hrany v kazdom vrchole najskor spocéitame a po-
tom utriedime podla ich efektivnych dizok, sta¢i nam na
zistenie kolidujucich dvojic prejst postupnost raz, pamétat
si najdlhsiu hranu, ktorti sme v strome eSte nechali, a ostat-
né postupne odrezivat. Toto rieSenie mé casovu zloZitost
O(Nlog N), kvoli triedeniu vo vrcholoch.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-3-1.py

Uloha sa viak da vyriesif aj s linedrnou ¢asovou zlozitos-
tou — uvedomme si, ze krdtkych hran s efektivnou dizkou
< Z/2 mozeme mat v podstrome Iubovolne vela, ale dlhi
hranu s viéSou dizkou najviac jednu (a aj to iba v pripa-
de, Ze sa zmesti do podstromu naraz s najdlhsou krdtkou
hranou). Takze nadm sta¢i pamétat si najdlhsiu kratku hra-
nu, ktortt sme v podstrome zatial videli, a najkratsiu dlha
hranu, a mézeme hrany prechddzat v lubovolnom poradi.
Pokial narazime na dlha hranu, a uz nejaka int dlha hra-
nu v podstrome mame, odrezeme dlhsiu z nich a kratsiu si
nechdme. Pokial narazime na kratku hranu, moze sa stat,
ze sa nezmesti spolu s dlhou hranou, ktord si pamétame —
potom dlha hranu proste odreZeme a nebudeme mat Ziad-
nu dlhi hranu (ak nendjdeme dalSiu, ktord sa do stromu
zmesti).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-3-1-1linear.py

Ulohu pripravili: David Klement, Jdn ,Janci“ Plachy



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-3-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-3-1-linear.py

38-3-2 Stavba sjezdovky

Jako prvni si sestavime sjezdovku. Chceme pro kazdé misto
na sjezdovce v konstantnim case védét, jestli se na ném na-
chéazi prekazka. Toho docilime napiiklad 2D polem o obou
rozmérech danych délkou sjezdovky.

Ted néas zajima nejvétsi trojuhelnik na sjezdovce, ktery ne-
obsahuje piekazku. Budeme se snazit stavét trojihelniky
z mensich trojuhelniki. Hlavni pro nas bude koukat se na je-
jich vrchni vrcholy (fikejme jim vrchy). VSimneme si vlast-
nosti, ze pokud jsou dva vrcholy vedle sebe vrchy dvou
prazdnych trojuhelnika stejné vysky, pak pokud je vrchol
nad nimi prazdny, tak je vrchem o 1 delstho prazdného troj-
thelniku. To bude hlavni myslenka naseho algoritmu.

Postupovat budeme inkrementalné:
Pomalé feseni

Budeme postupné zvysovat velikost prazdnych trojuhelni-
ki, které nas budou zajimat. Vrchy trojihelnikt o délce 1
uz zname, to je prakticky naSe sestrojena sjezdovka.

Poté si vytvorime dalsi prazdnou kopii sjezdovky, kam bu-
deme evidovat vrchy prazdnych trojuhelnikd s o 1 vyssi
délkou. Pro kazdy volny vrchol na sjezdovce se staci po-
divat, jestli jsou dva vrcholy pod nim vrchy trojihelnika
z predchozi faze.

Takhle postupujeme, dokud mame néjaky vrch dané veli-
kosti. Pokud nemame, vime Ze uz vétsi prazdny trojuhelnik
nebude, tedy vezmeme néjaky vrch z predchozi faze a mame
TeSeni.

Ted si jesté vSimnéme, Ze nepotfebujeme vice nez dvé po-
sledni faze kopii sjezdovky, ¢imz zredukujeme potfebny pro-
stor na velikost sjezdovky. Ve skutecnosti nam dokonce bu-
de stacit pouze jedna, pokud se na ni budeme divat odspodu
a pod rukama si ji prepisovat.

Toto feSeni ndm dava paméfovou slozitost v O(N?) — ve-
likost sjezdovky, casovou v O(N?3) — fazi mtze byt az N a
v kazdé v kazdém vrcholu sjezdovky vykoname konstantni
praci.

Linearni feSeni

Budeme se drzet myslenky, Ze se na vrcholy sjezdovky kou-

kame odspodu. Zkusime k algoritmu dojit systematicky —
na ¢em travime spoustu zbyte¢ného casu?

Tak zaprvé, vrcholy nemohou byt vrchy trojuhelnikt s dél-
kou vétsi, nez je jejich vyska. Pojdme se ale na zbytecné
traveni ¢asu podivat i z druhé strany — na zacatku zjistuje-
me, jestli jsou vrcholy nahote vrchy trojihelniki o délce 1,
2, 3, ...To ale vlastné nepotifebujeme, pokud béhem vyhod-
nocovani daného vrcholu jiz zndme vyssi délku prazdného
trojuhelniku pro dva vrcholy pod nim. Tedy ve chvili, kdy
vime, zda jsou dva nizsi vrcholy vrchy trojahelniki o délce
i, dokdzeme rovnou zjistit, zda je vrchol nad nimi trojthel-
nikem o délce 7 + 1 a nemusime se zdrzovat predchozimi
fazemi.

Jedind potiz je nakonec v tom, Ze musime pro ty dva nizsi
vrcholy védét, jakého nejvétsiho trojahelniku jsou vrchem.
Vsimnéme si, Ze to ale zavisi pouze na vrcholech, které jsou
niz. TakZe postupujeme od spodu.

Zaklad indukce

Vytvorime si sjezdovku, kde si pamatujeme nejvétsi dél-
ku prdazdného trojuhelniku, jehoZ je kaZdy wvrchol vrchem.
Té budeme rikat hledand délka pro dany vrchol. Nejprve
v nejnizsi vysce zjistime, zda jsou jeho vrcholy prazdné —
tedy kdy maji hledanou délku 1. Tim pro né zjistime hle-
danou délku — ta nemize byt vyssi nez 1.

Spravnost dokdzeme skrz invariant, ze v kazdém vrcholu
je to, co si ulozime, opravdu jeho hledanou délkou. Pro
prvni fazi to tedy plati. Postupujme induktivné — ukazme,
ze pokud to plati pro predchozi vysku, plati to i pro tu hned
nad ni.

Indukéni krok

Pokrac¢ujme dal: pro kazdy vrchol v dané vysce nejprve zjis-
time, jestli je prazdny — pokud neni, mizeme rovnou fict,
ze neni vrchem zadného trojtuhelniku, tedy je jeho hledana
délka nulova a invariant plati.

Pokud je ale prazdny, podivame se na délku dvou vrchold
pod nim, coz uz mame spocitané. Vime, Ze hledana délka
vyssiho vrcholu nemize byt vétsi, nez délka jednoho vrcholu
ze dvou pod nim plus jedna. Kdyby byla, byla by hledana
délka néjakého vrcholu pod nim vys$si, nez co jsme si ulozili,
coz je spor s nasim invariantem z indukéniho predpokladu,
a tedy se to nemohlo stat.

Ted se nam staéi podivat na minimum z nich dvou. Vime,
ze oba vrcholy pod aktualnim jsou vrchy prazdnych troj-
thelnikt s danou délkou. Také vime, Ze pro alespon jeden
z nich je to hledana délka. Z toho plyne, Ze pokud k jeho
hledané délce pricteme jednicku, je to hledanad délka pro
vrchol vys — vlastné to je akorat aplikované pozorovani ze
zacatku feSeni, s pfidanou hodnotou toho, Ze je to maxi-
malni takova délka pro jednoho ze syni. Invariant tedy i
v této situaci plati.

Algoritmus

Tim jsme indukci pomérné slozité dokéazali néco docela jed-
noduchého. Zformulujeme tedy algoritmus:

1. S + Sjezdovka
2.V « S (Zde budou hledané délky)
3. Pro h od N do 1:
Pro v od 1 do h:
Pokud S[R][i] = 0:
V0
Jinak:
Pokud h = 1:
VIR][i] «+ 1
Jinak:
V[h][i] < min(V[h—1][i],VIh—-1][i —1]) +1

© 0N

10.
11.

Tim pro kazdy vrchol zjistime jeho hledanou délku. Jako
vysledek prohldsime maximalni ¢islo, které nékam ulozime,
spole¢né s jeho pozici — to si mtizeme pamatovat priabézné.

Jakou to tedy mé slozitost? Na kazdy vrchol se podiva-
me jednou pro vyhodnoceni jeho hledané délky a az dva-
krat kvali vrcholim tésné nad nim. Tedy je ¢asova slozitost
v O(N?). Pamét potiebujeme pouze na dvé sjezdovky — jed-
na pro vstup a jedna pro vysledky — tedy v O(N?). (Coz
také miizeme zkomprimovat do jedné. :) )

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-3-2.py



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-3-2.py

Erikovo FeSeni

Toto je feseni Erika Jezka, které pro vas sepsal. Jelikoz je
lepsi nez nase autorské, udélili jsme mu zaii bonusové body.
Diky Eriku!

Pro lepsi pfedstavu trojuhelnik (sjezdovku) mtizeme zarov-
nat doleva (tedy vSechna i-t&4 policka ¥4dkid jsou nad se-
bou). Pfedstavme si, ze jsme v néjakém fadku r, pak pro
kazdé policko si spocitame, v jakém Fadku se nachéazi prvni
prekdzka smérem nahoru - oznaéme tyto hodnoty A,[i].

Pokud méme mit trojihelnik, ktery mé zékladnu na radku
r, zaind na pozici [ a mé délku strany x, tak musi platit
Al <r—z,All+1]]<r—z+1LA[l+2<r—z+
2,... To je zatim takova nemastnd, nesland podminka, ale
vidime, Ze je ekvivalentni s max(A,.[l], A [l+1]-1, A, [I4+2]—
2,...) <r—uz. To je vyrazné lepsi a mélo by dost navadét
na trik odecéteni primky, tedy definujeme B,.[l] = A.[l] — .
Podminka piejde na max(B,[l], B[l +1],...) <r—z —1.

Vsimnéme si, ze jsme nikdy nefekli, az po kterou hodnotu
B[l + y] bereme maximum, protoZe to neni potieba. Je
snadné si rozmyslet, Ze miZeme brat cely suffix.

Takze podminka fiké, ze pro fixni [ nas zajima suffixové
maximum z B,.. Pro kazdy vrchol tedy umime ze suffixové-
ho maxima ziskat nejvétsi moznou velikost prazdného pod-
trojuhelniku zacinajictho v ném. Budeme si udrzovat pouze
usecky, kde prvky jedné maji stejné suffixové maximum.

Takova struktura bude vypadat tak, ze posledni isecka méa
néjakou hodnotu, tsecka pred ni o néco vyssi, a tak dale —
neboli maxima usecek rostou z prava do leva.

Zbyvé rozmyslet, jak strukturu udrzovat pii pfechodu na
dalsi fadek, neboli zménu B, — B, ;1. Nastésti se hodnoty
B,.[i] téméF nezméni, pfibude ndm jedna nova na konci a
nékteré se zvétsi v disledku prekazky na novém radku. Diky
tomu, Ze se nikdy nesnizi, je jednoduché si udrzovat tsecky
v setu. Kdyz prijde prekazka, najdeme tsecku, kam patii.
Pokud se zvysilo maximum pro dany bod, zvysilo se i u levé
strany usecky a u vSech uisecek nalevo s nizSim maximem —
ty vSechny slou¢ime do jedné.

Jesté zbyva objasnit, ze prekazky potiebujeme setridit, aby-
chom je mohli pridéavat postupné — primarné podle vysky,
sekundarné podle umisténi ve vysce.

Ozna¢me N = délka strany sjezdovky a P = pocet preka-
zek. Se setem interagujeme za kazdé z N pridanych poli a za
kazdou z P pridanych prekazek. Jaka je slozitost operaci se
setem? Usedek miize byt maximalné N, takze se nabizi vzit
operaci v O(log N). Ale pii P ~ N? jelog P ~ 2log N, jen-
ze pti P < N si pouzitim P jako velikosti setu pomiizeme,
tedy odhadneme operaci na O(log P). Pfipadné prochéazeni
tsecek nalevo se natctuje jejich vytvoreni. Tridit tedy mii-
zeme libovolné v O(Plog P) a celkova slozitost je stale v
O((N + P)log P).

Nakonec si pojdme ukézat, jak Feseni jesté zlepsit. Pfidana
policka na koncich fadkd nemusime pfidavat rovnou, ale az
kdyz je potfebujeme. Neboli pokud na fadku nepridavame
prekdzku, tak ho vibec nefesime (ano, budeme lin7). Pak
pred pfidanim prekazky miizeme jesté pridat tsecku, kterd
shrne vSechna preskoc¢ené pfidana pole na koncich fadku,
pac je jejich spole¢né maximum 0. Tim si usetfime NV samo-
statnych operaci se setem a vzdy je shrneme az prii néjaké
z P operaci. Tim méame ¢asovou slozitost v O(P log P).

Ulohu pripravili: Jan Addmek,
Patrik Pritrsky, Matis Pull, Jirka Sejkora
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38-3-3 Tézka uloha

Pfipomenime si nejprve, ze mame za tukol dokazat, ze je
Kevinuv problém NP-tézky. Jinymi slovy chceme dokazat,
ze lze kazdy problém ze tfidy NP prevést v polynomialnim
¢ase na tento problém.

Ptfevodem problému A na problém B v polynomialnim ¢ase
myslime, Ze navrhneme polynomiélni algoritmus, ktery pre-
lozi libovolny vstup problému A na vstup problému B tak,
7e z Teseni problému B jinym algoritmem v polynomialnim
Case ziskame FeSeni problému A.

Nastésti nemusime pracné vymyslet univerzalni postup, kte-
ry by takto dokézal kazdy existujici problém ze tiidy NP
prevést na Keviniv problém. Muzete si rozmyslet, Ze po-
kud umime pfevést v polynomidlnim céase problém A na
problém B a problém B na problém C, umime v polyno-
mialnim ¢ase prevést i A na C.

Bohaté nam tedy bude stacit vzit libovolny problém, o kte-
rém jiz nékdo dokazal, ze 1ze na néj prevést kazdy problém
ze tFidy NP, a pfevést ho v polynomidlnim case na Kevintv
problém.

Hledanou vlastnost maji naptiklad NP-tplné problémy, kte-

rych je v nasi kucharce uvedeno hned nékolik. My si z nich
vybereme problém Soucet podmnoziny.

Stavba vhodného grafu

V problému Soucet podmnoziny mame zadany seznam ne-
zapornych celych ¢isel a specidlni ¢islo k. Cilem je zjistit,
zda existuje podmnozina Cisel, jejiz soucet je presné k.

Zkusme si rozmyslet, jak pfevést libovolny vstup tohoto
problému na vstup Kevinova problému. Kevintv problém
je grafovy, takze by mohlo pomoci postavit takovy graf, ve
kterém bude libovolna cesta ze startu do cile reprezentovat
néjakou konkrétni volbu podmnoziny ¢isel.

Abychom si usnadnili praci, budeme hledat misto grafu
vhodny multigraf. To ndm nijak nevadi, protoze lze jakyko-
liv multigraf prevést na graf tim, ze kazdou jeho paralelni
hranu rozdélime novym pomocnym vrcholem na dvé hrany,
kde jedné hrané dame délku a cenu piivodni hrany, a druhé
nastavime obé hodnoty na 0.

UvaZme multigraf, ve kterém se pro N ¢isel nachazi N + 1
vrchold, a ma podobny tvar jako orientovana cesta, ako-
rat mezi sousednimi dvéma vrcholy vede misto jedné hrany
dvojice rizné ohodnocenych hran.

Vrchol, do kterého nevstupuje zadné hrana, prohlasime za
start a vrchol, ze kterého zadna hrana nevystupuje, za cil.
Kazda dvojice hran bude pfifazena jednomu konkrétnimu
¢islu ze seznamu, a bude reprezentovat nasi volbu, zda chce-
me do podmnoziny zahrnout toto ¢islo ¢i nikoliv.



Necht je ¢; hodnota i-tého ¢isla. Ceny a délky potom uréime
pro i-tou dvojici hran nasledovné:

Prvni hrana bude odpovidat volbé vlozit ¢islo ¢ do podmno-
ziny. Délka hrany bude ¢; a jeji cena 0.

Druhé hrana bude naopak odpovidat volbé ponechat pred-
mét ¢ mimo podmnozinu a jeji délka bude 0 a jeji cena c;.

Miuzeme si ovérit, ze nyni kazda cesta ze startu do cile jed-
noznacné odpovida néjaké podmnoziné a naopak. Navic se
celkova délka kazdé cesty rovnda souctu cisel lezicich v od-
povidajici podmnoziné a celkova cena cesty se rovna souctu
¢isel, kterd se v dané podmnoziné nenachazeji.
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Dokonceni prevodu

Nalezli jsme potiebny graf, pojdme vymyslet, na jakou hod-
notu nastavit K, tedy maximalni cenu, kterou je Kevin
ochoten utratit, a ukazat, jak potom z nejkratsi cesty spl-
nujici omezeni zjistit, zda existuje podmnozina se souctem
k.

Necht je S soudet vSech ¢isel ze seznamu. Ukézeme, Ze je
spravna volba nastavit K na hodnotu S — k.

Nejkratsi cesta splnujici omezeni bude vzdy existovat, pro-
toze se da ze startu do cile dostat jen po hranéach s nulovou
cenou.

Dale si miizeme rozmyslet, ze celkova délka nejkratsi cesty
nikdy nebude mensi nez k. Pokud by totiz byla ostfe mensi
nez k, byl by soucet nezahrnutych cisel vétsi nez S — k a
cesta by proto nesplnila omezeni na cenu.

Nastavenim maximélni ceny na S — k jsme tedy vynutili,
ze ma nejkratsi cesta spliujici omezeni vzdy délku alespon
k. Protoze zaroven vime, ze kazda cesta odpovida jedno-
zna¢né néjaké podmnozinég, existuje v tomto grafu nejkratsi
cesta délky k, pravé kdyz existuje podmnozina souctu k, a
v opacném piipadé je nejkratsi cesta delsi nez k.

Méame tedy funkéni pfevod. Muzeme si rozmyslet, Ze pro
vstup o velikosti N je graf velky O(N), takZe je pfevod
skutecné polynomialni.

Dalsi prevody

I dalsi problémy z kuchafky se daji pfimocafe prevést na
Kevintv problém. Pojdme se na né na zavér ve strucénosti
podivat:

Zacnéme prevodem problému Dva loupeznici. Ten je totoz-
ny jako v pripadé Souctu podmnoziny, jen se misto libo-
volného k pracuje s k rovnajicim se poloviné souctu vSech
Cisel.

Zajimavéjsi je prevod problému Batohu. Pripominame, ze
v rozhodovaci verzi z kuchaiky nas zajima, jestli je mozné
vybrat takové predmeéty, jejichz celkova vaha nepresahne
kapacitu batohu, a jejich celkova cena je alespon k.

I v tomto pfevodu budeme pro kazdy predmét vybirat z dvo-
jice hran, z nichz jedna bude reprezentovat vlozeni predmé-
tu do batohu, a druha ponechani pfedmétu mimo batoh.
Graf tedy bude mit uplné stejny tvar jako v pfipadé Souc-
tu podmnoziny, jen je opét tfeba vhodné zvolit ceny a vahy
hran.

Zvolme si ¢islo M, které odpovida cené nejdrazsiho predme-
tu. Cenu i-tého predmétu budeme znacit ¢;. Hrana, ktera
odpovida vlozeni pfedmétu ¢ do batohu, bude mit cenu rov-
najici se vaze ptedmétu . Délku hrany nastavime na M —c;.
Druhé hrana bude mit nulovou cenu a délku M. Hodnotu
K nastavime na kapacitu batohu.

MuzZeme si rozmyslet, ze kazda cesta opét jednoznacné od-
povida umisténi predmétti do batohu a naopak. Navic ceny
hran spolu s K vynucuji, Ze souc¢et vah predmétt neprekroci
kapacitu batohu.

Kazda cesta nyni bude mit délku N-M — .S, kde S je soucet
cen predmétd vybranych touto cestou. Keviniv problém se
snazi minimalizovat délku cesty, a protoze je N - M kon-
stantni hodnota pro vSechny cesty, dosdhne toho nalezenim
maximalniho mozného souc¢tu cen predmétt nepiesahuji-
cich kapacitu batohu.

Na zavér staci zkontrolovat, jestli je maximalni soucet cen
vétsi nebo rovny k, a podle toho odpovédét.

Ulohu pripravil: David Koldr
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38-3-4 Medveédi

Ulohu budeme fesit tak, jak jsme naznacili v zadani — nej-
prve postavime vhodnou tokovou sit a nésledné v ni nalez-
neme maximalni tok. Na zdkladé maximalniho toku potom
rozhodneme, zda je mozné zachranit vSechny ucastniky, a
pokud ano, ziskdme z néj i posloupnost instrukci pro kaz-
dého z nich.

Pojdme si pfedstavit zakladni princip nasi sité:

Sit se bude sklddat z S + 1 vrstev, kde vrstva i bude vhod-
nym zpusobem reprezentovat mapu bezpeénych policek lesa
na konci taktu ¢, tedy mapu téch policek, kterd nejsou na
konci taktu ¢ v dosahu néjakého medvéda. Vrstvu 0 budeme
chapat, jako vrstvu mapujici stav lesa pred zacatkem vsech
pohybfi.



Mezi vrstvami natdhneme orientované hrany tak, aby plati-
lo, Zze mezi reprezentaci policka a ve vrstvé i a reprezentaci
policka b ve vrstvé i + 1 existuje orientovand hrana, pravé
kdyz je mozné, aby se Gcastnik stojici na konci taktu i v le-
se na bezpe¢ném policku a presunul béhem taktu ¢ + 1 na
bezpecné policko b jednim ze zdkladnich pohybt nahoru,
doli, doleva, doprava ¢i zistat stat na misté.

Mizeme si rozmyslet, ze kazda cesta v takové siti odpovida
jednoznacné néjaké bezpecné posloupnosti pohybu tcastni-
ka v lese, zacinajici a koné¢ici v konkrétnim ¢ase (na konci
taktu) na konkrétni pozici. To samé plati i naopak.

Kazd4 spravna sit musi mit také sviij zdroj a stok. Zdroj bu-
deme chapat jako misto, ze kterého tcastnici prisli, a bude
propojen hranami s témi policky z nulté vrstvy, na kterych
na pocatku ticastnici stoji. Stok budeme zase interpretovat
jako pomyslné ttocisté, kam se musi tcastnici dostat, aby
prezili.

Stok bude spojen hranami jednak s policky z posledni vrst-
vy, ¢imz budeme reprezentovat situaci, kdy §li medvédi spat
a Ucastnici jsou jiz v bezpedi, a zaroven s krajnimi policky,
coz zase bude odpovidat opusténi lesa skrz jeho okraj.
Protoze se lze divat na pohyb v lese kazdého prezivsiho
tdastnika jako na néjakou konkrétni cestu skrz tuto sit zdro-
je do stoku, a cesty Gcastnikt (mimo zdroj a stok) musi byt
kvili tomu, Ze smi na kazdém policku stat nejvyse jeden
ucastnik, nutné disjunktni, hledame vlastné U disjunktnich
cest mezi zdrojem a stokem v této siti, coz je, jak vite z ku-
chatrky, problém feSitelny pomoci problému maximélniho
toku.

Ve vysledné siti bude skutecné platit, ze pujde zachranit
vsech U ucastnik, pravé kdyz bude existovat U disjunkt-
nich cest, a tedy maximalni tok se v nasi siti bude rovnat

U.

Stavba sité podrobnéji

V piedchozi sekci jsme nebyli prilis konkrétni, pojdme proto
popsat, jak presné bude nase sit vypadat a jak bude velk4.

Vime, zZe se ve vrstvé ¢ budou nachazet jen policka, kterd
jsou na konci taktu ¢ bezpecna. Nebudeme policka nicmé-
né reprezentovat jako jeden uzel, ale pomoci dvou uzla -
vstupniho a vystupniho.

Jejich role je zfejmd, do vstupniho uzlu budou vstupovat
hrany z predchozi vrstvy a z vystupniho uzlu budou naopak
vystupovat hrany do vrstvy nasledujici. Z vstupniho do vy-
stupniho uzlu povede orientovana hrana kapacity 1. Timto
rozdélenim uzlu jsme vynutili, Ze mtze na odpovidajicim
policku na konci taktu ¢ stat nejvyse jeden ti¢astnik.

Z vystupniho uzlu policka povedou orientované hrany kapa-

city 1 do vstupnich vrcholu téch polic¢ek, kam se da dostat
jednim ze zdkladnich 5 pohybi.

Mize se nicméné stat, Ze se policko nachézi na kraji lesa
a néjaky ze 4 sousedid mu chybi. V takovém pfipadé z néj
natahneme orientovanou hranu kapacity 1 do stoku.

Do stoku také povedou orientované hrany kapacity 1 z kaz-
dého vystupniho uzlu nachéazejiciho se v posledni vrstveé,
tedy ve vrstvé S.

Ze zdroje povedou orientované hrany kapacity 1 do vstup-
nich uzlt téch policek, na kterych se nachazi Gcastnici na
pocatku.

Mizeme si nyni rozmyslet, Ze je tato sit acyklicka, a tak ma
kazdy tok v této siti velikosti k£ tvar k vrcholové disjunkt-
nich cest, coz odpovida tomu, Ze odstranime ty tcastniky,
do jejichz vychozich pozic nevedou ze zdroje hrany s tokem
1, a zbylym dame odpovidajici instrukce k pfeziti podle
jejich prislusné cesty.

To samé se da udélat i naopak, a ze sady instrukci pro né-
jakou podmnozinu tcastniktt mizeme vytvorit odpovidajici
tok.

Z toho plyne, ze ma maximalni tok velikost U, pravé kdyz
existuje sada instrukci, kterd zachrani vSechny ucastniky.
Diky pozorovani vyse muzeme tuto instrukci pohybi snad-
no z toku vycist.

Pojdme se jesté kviili analyze Casové slozitosti podivat na
velikost vysledné sité. V kazdé z S vrstev se nachazi nejvyse
P policek, takze je pocet uzli této sité O(SP). Zaroven pro
kazdy uzel, ktery neni zdroj, plati, ze z né€j vychéazi nejvyse 5
hran, takze je nezdrojovych hran O(SP). ProtoZe ze zdroje
vychézi O(P) hran, je celkovy pocet hran sité konstantakrét
vétsi nez pocet uzli, a tedy O(SP).

=,
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Hledani maximalniho toku

Protoze kazdy medvéd ohrozuje jen konstantni pocet po-
licek, da se snadno postavit vysledna sit v ¢ase O(SP), a
nase FeSeni tak bude zaviset jen na vhodném algoritmu,
ktery pouzijeme pro hledani maximalniho toku.

Pojdme si proto na zavér pro zajimavost Fict néco o algo-
ritmech, které se daji k nalezeni maximalniho toku pouzit,
a vybrat z nich néjaky vhodny.

Necht je m pocet hran sité a n pocet vrcholt. Nasi prvni
volbou by mohl byt Ford-Fulkerson z kucharky pouzivajici
prohledavani do sitky. Ten bézi v obecné tokové siti v case
O(m? - n).

V Pruvodci labyrintem algoritmii si muzete precist o tom,
7ze se da na jeho zakladu vybudovat trochu slozitéjsi, ale
rychlejsi Diniciiv algoritmus. Jeho pfimocara implementace
mé v obecné tokové siti asovou slozitost O(m - n?).

Pokud m4 nicméné sit (tak jako ta nase) asymptoticky stej-
né hran, jako vrcholi, neni tento algoritmus v obecné siti
rychlejsi, nez byl Ford-Fulkerson.

Mohli bychom proto séhnout po néjaké sofistikovanéjsi vari-
anté Dinicova algoritmu. Existuje naptiklad verze vyuziva-
jici pokroéilou datovou strukturu zvanou Link/cut stromy.
Ta bézi v obecné siti v ¢ase O(mn -logn), coz by v siti, kde
je pocet hran asymptoticky stejné velky, jako pocet vrchold,
bylo skute¢né rychlejsi.



My si nicméné misto pokrocilych trikt vSimneme toho, ze
nase tokové sif rozhodné neni obecné tokovd sit a mé po-
mérné specifické vlastnosti.

Naptiklad mé jednotkovou kapacitu hran. Pro takovou sit
plati, ze v ni oby¢ejny Dinictv algoritmus z privodce do-
béhne v ¢ase O(m?/?). Pokud vés zajiméa dikaz, miizete
nahlédnout do skript Krajinou grafovych algoritmi, kde se
nachéazi i dalsi zajimavosti tykajici se Dinicova algoritmu.

S Dinicovim algoritmem méme Feseni v case O((SP)3/?).

Dodejme jesté, ze Spatné by si v této siti nevedl ani Ford-
Fulkerson, ktery se z pocatku jevil jako ptili§ pomaly. Plati,
ze najde zlepsujici cestu v case linedarnim k velikosti sit€,
tedy v O(SP). Protoze zaroven vime, Ze je maximalni tok
nejvyse tak velky, jako je pocet ucastnikt U, nalezne zlep-
Sujici cestu nejvyse U krat.

Protoze U nalezi O(P), ziskdme odhad slozitosti O(SP?).
Pokud by U byla konstanta (coz jsme ale v zadani rozhodné
netvrdili), tak by tento algoritmus dokonce bézel v linear-
nim case vzhledem k velikosti sité.

Ulohu pripravil: David Koldr

38-3-S Kouzlo hesovani

Ukol 1: Worst-case zvétSovani tabulky

Kdyz ndm dojde misto v tabulce velikosti N, chceme si
poridit novou tabulku velikosti 2N (s novou hesovaci funk-
cf) a pfesunout do ni vSechny prvky ze staré tabulky. To
obnasi novou tabulku vynulovat, projit vSechny ptrihradky
staré tabulky, z kazdé vysbirat prvky a jeden po druhém je
vkladat do tabulky nové. To dohromady trvad O(NN) casu.
Abychom zajistili worst-case konstantni slozitost Insertu,
musime celou reorganizaci tabulky rozprostfit pres nasle-
dujicich N Inserti. Na kazdy Insert tedy zbude konstantné
mnoho casu.

Predevsim to tedy znamend, ze béhem reorganizace bude
existovat soucasné stard i nova tabulka. Nové Inserty budou
vkladat do nové tabulky, Find se musi divat do obou. Po N
Insertech bude reorganizace hotova a soucasné nova tabulka
velikosti 2N akorédt zaplnéna (N prvkd ze staré tabulky a
N novych), tim pddem mutZeme navizat dalsi reorganizaci.

Tento pfistup méa ovSem jeden zdsadni hacek (pfimo hak):
uz v prvnim Insertu, ktery nastane béhem reorganizace,
potfebujeme vklddat do nové tabulky. Jenze tu jsme jes-
té nestihli celou vynulovat. Musime na to proto jit o néco
chytfeji: reorganizaci spustime, kdyz bude stara tabulka pl-
na ze 3/4. Béhem nésledujicich N/4 Inserti budeme jesté
vkladat do staré tabulky, ale béhem kazdého Insertu vynu-
lujeme 8 prihradek nové tabulky. Tim padem v okamziku
zaplnéni staré tabulky bude nova piipravena.

Ted se ale zacnou reorganizace prekryvat: jesté nez je reor-
ganizace hotova, je uz nova tabulka ze 3/4 zaplnéna, takze
bychom méli spustit dalsi reorganizaci. Radéji velikost nové
tabulky nastavime na 3N misto 2N, takze 3/4 jeji velikos-
ti bude 3/4-3N = 9/4- N > 2N. Tim zajistime, Ze se
dalsi reorganizace spusti az po ukonceni té piredchozi. Jen
to jesté zpusobi, Ze béhem nulovani tabulky budeme muset
inicializovat 12 prihradek v jednom kroku misto 8.

Algoritmus popiseme podrobné. N bude znacit velikost sta-
ré tabulky (BUNO nasobek ¢tyt), 3N velikost nové a n ak-
tualni pocet prvkl v mnoziné.

Insert(x):
l.n<n+1
2. Jestlize n < 3/4- N:

3. Vlozime z do staré tabulky.
4. Jinak je-lin < N: < nulovdni nové tabulky
5. Pokud n=3/4-N:
6. Alokujeme novou tabulku velikosti 3/V.
7. p+0 < pozice béhem nulovdnt
8.  Vynulujeme piihradky p az p+ 11 v nové tabulce.
9. p<p+12
10.  Vlozime x do staré tabulky.
11. Jinak je-li n < 2N: <« presun prvkid ze staré do nové
12.  Pokud n = N: < zaéneme prochazet starou tabulku
13. 10 < ve které prihrdadce jsme
14. Opakujeme dvakrat:
15. Pokud stard|i] neni prazdna:
16. Odebereme prvni prvek x ze stard|i].
17. Vlozime x do nové tabulky.
18. Jinak: < prechod na dalsi prihrdadku
19. 1—1+1
20. Jinak: an = 2N, reorganizace hotova
21.  Starou tabulku zrusime.
22.  Nové se stane starou.
23. N <« 3N

Proc¢ v 14. kroku opakujeme dvakrat: celkem potfebujeme
N-krat vyzvednout prvek z prihradky a N-krat se posunout
na dal$i pfihradku. To je celkem 2N kroku, které rozklada-
me ptes N Inserti.

Ukol 2: Kolize funkce f

Zkusime nahodné generovat 64-bitové prvky a pocitat je-
jich hese tak dlouho, nez se néjaky hes zopakuje. K tomu
si budeme v né&jaké slovnikové datové struktufe (tfeba he-
Sovaci tabulce :)) pamatovat, které hese jsme uz vidéli a
z jakych prvki jsme je ziskali.

Jak rychlé to bude? Jelikoz hesujeme do prostoru velikosti
m = 232, podle narozeninového paradoxu se daji ocekévat
prvni kolize po fadové /m = 26 = 65536 nahodnych po-
kusech. To je pfijemné maélo.

Obecné by algoritmus pro b-bitové hese mél pramérnou ¢a-
sovou slozitost 2°/2.

Ukol 3: Multikolize funkce f

Nejprve ukazeme heuristicky, nicméné docela dobfe funkéni
pristup. Pofidime si éislo zg takové, Ze f(zp) = 0. Budeme
ho hledat ndhodnym zkousenim; jelikoz f(zg) nabyva 232
moznych hodnot, do hledaného zy se strefime s pravdépo-
dobnosti 1/232. Podle lemmatu o dzbanu tedy usp&jeme za
primérné 232 pokust.




Podivejme se dovniti funkce f. Aby po >> 32 vySel vysle-
dek 0, musi vysledek nasobeni byt tvaru 00000000xxxxxxxx
hexadecimélné, kde x jsou néjaké nezndmé cislice.

Doufali bychom, ze 22y se vynasobi na 00000000yyyyyyyy,
tim padem f(22) vyjde opét 0. Jenze pokud xxxxxxxx bylo
vétsi nebo rovno 80000000, dolnich 8 ¢islic pretece do téch
hornich a vyjde 00000001yyyyyyyy a f(229) = 1.

Pomutzeme si jednoduchym trikem: najdeme z_;, pro néjz
f(z—1) = 232 — 1. Tim padem ndsobeni uvnitf vypoctu
f(z—1) dava £££f£fffwwwwwwww pro nezndmé w.

Nyni pokud 2z béhem nésobeni pfetece, pouzijeme misto
toho 2zp+2_1, které nejspis pretece zpét a opét vyjde v hor-
nich 8 ¢islicich 0. Pokud by se ndhodou stalo, Zze v hornich
¢islicich budou sama £, opravime to pfi¢tenim zy. Tyto dvé
tpravy budeme stfidat, dokud v hornich 8 ¢islicich nevy-
jdou samé nuly.

Obecnéji to bude vypadat takto:

l.z+0
2. Dokud neméame dost kolizi:
3. T+ T+ 2
Je-li h(z) = 0:
VypiSeme .
Jinak je-li h(x) < 23%:
r<x+2z_1
Jinak:
T x4+ 2
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Jak rychlé to bude pro b-bitovou hesovaci funkci? Pocatecni
hledani zyp a z_1 trva pramérné 2° krokt. Kolik pfi¢teni zo
a odecteni z_; v pruméru potiebujeme na jednu kolizi, neu-
mime spocitat pfesné, ale kdyby se h chovala ndhodné, bylo
by to v priiméru konstantné (opét diky lemmatu o dzbanu).

Jak pomiuZe teorie ¢isel

Misto lehce pochybné randomizované heuristiky mizeme
kolizi hledat naprosto deterministicky masinerii teorie ¢isel
(viz fkuchaikd).

Podivejme se, co déla funkce f(z). Nejprve spocitd ¥(x) =
(ax) mod 2° a z tohoto é&isla nasledné vykousne hornich b/2
bitt (pro né&jaké hodnoty a a b). Do pfihradky 0 se tedy
zahesuji pravé ta x, pro kterd je ¢(z) € {0,...,2%/2 —1}.
Rovnice 9(x) =t je ov8em linedrni kongruence, ktera podle
kucharky méa pravé jedno reseni, kdykoliv je a nesoudélné
s 2°. To je v naSem piipadé splnéno, jelikoz a je liché. Reseni
najdeme rozsifenym Euklidovym algoritmem v ¢ase O(b).
Pro kazdé t € {0,...,2%2 — 1} tedy umime v ¢ase O(b)
najit jedno x, pro néjz je f(x) = 0. Navic vSechna tato z
jsou navzajem ruzna. Nalezeni k nasobné kolize tedy potrva

O(kb).

Ukol 4: Kolize funkce g

Kolidujici dvojici hezkych tetézcii opét najdeme néhod-
nym zkouSenim. Budeme vytvafet ndhodné 6-znakové fe-
tézce z velkych pismen, malych pismen a &islic. Téch je
(26 + 26 + 10)® = 625 = 56 - 10%, coz je bohaté pies 232 =
4 -10°. Hesovanim téchto fetézcit bychom tedy méli dosta-
vat pfiblizné rovnomeérné ndhodné vysledky (to nebudeme
poradné dokazovat a vlastné to ani nepotiebujeme, jelikoz
nerovnomeérnost by ndm jenom pomohla — viz poznamka
u narozeninového paradoxu v zadéni).

Hesujeme do prostoru velikosti 232, takZe po primérné 216
pokusech najdeme kolidujici dvojici.

V obecném piipadé s b-bitovym vysledkem, zvolime Fetézce
délky ¢ = [b/log, 52] (aby bylo 2¢ > 2°). Potiebujeme jich
vyzkouset Fadove 2°/2, kazdy pokus trva O(f) na vygenero-
vani Fetézce a vypocet funkce g a primérné O(¢) na hledani
ve slovniku zndmych hesi. Celkem tedy algoritmus pobézi
v ase O(20/2 . 4) = O(24/2 - b).

Ukol 5: Multikolize funkce g

Vsimneme si, ze g(zoxy ...x¢—1) vlastné vyhodnocuje po-
lynom s koeficienty xg az x,_1:

-1
<ae + le . a£1i> mod 2°,
i=0

kde a a b jsou néjaké konstanty.

Z toho plyne, ze slepime-li za sebe fetézce zg...xp—1 a
Yo - - - Ye_1, vysledek se zaheSuje na

-1
a2+ Zmi e
i=0

= (az cg(xo. . xe—1)+9(yo - Yo—1) — ae) mod 2°.

£—1

Zyi . aé_l_l) mod 2° =

=0

Tim paddem pokud fetézec x koliduje s néjakym z’ a y s néja-
kym 1/, tak viechny fetézce zy, zv’, x’'y a x’y’ také koliduji.

Takze najdeme-li kolidujici par = a ', vSechny Tetézce sle-
pené z t Casti, z nichz kazd4 je x nebo 2, budou navzajem
kolidovat. Tim ziskdme 2¢ kolidujicich fetézcii.

Jak je to rychlé? Pro obecné b a k-nasobnou kolizi nejprve
v ase O(22 - b) najdeme jeden kolidujici par (z,z’) délky
¢ =~ b. Pak budeme vytvaret vSechny fetézce slozené z t =
[log, k] kopii z nebo 2’. To zvladneme v éase O(2!-t- () =
O(k -logk - b).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-3-s-kolize.cpy

Ulohu pripravil: Martin ,Medvéd“ Mares

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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