Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

38. rocnik KSP

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam ¢tvrté ¢islo hlavni kategorie 38. ro¢niku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Déle na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka
témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,

za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial, jehoz dily mohou
vychazet samostatné.

Autorska feseni iloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nas pak pfi opravo-
véani napadnou néjaké komentafe k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez pfijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt p¥ijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely ro¢nik (hlavni kategorie) alespoii 50 % bodd. Za
letosni rok piijde ziskat maximalné 300 bodti, takze hranice pro tspésné feSitele je 150.
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté
série, patad uz bude moc pozdé. Také kazdému tesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi
prekvapeni.

Termin série: 12. dubna 2026 ve 32:00 (tedy dal$i rano v 8:00)

Odevzdavani: Pies web na adrese phittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Brezen 2026

Znacky dloh: () Lehdi tloha (& jeji ¢ast) vhodna pro zacatecniky

Praktickd open-data tiloha

é Uloha, u které doporuc¢ujeme zagist se do kuchaiky Q Serialové tloha

8 Experimentalni (neobvykla) tloha

Ctvrta série tiicatého osmého roéniku KSP

38-4-1 Vesmirné trubky 11 bodua

Za sedmero Cernymi a sedmero Cervimi dérami se na-

W1l chazi nadpozemska hrosi civilizace. Tato civilizace je
vskutku pokrodila, mnohem pokrocilejsi nez ta nase. Ted
se ale potyké s jednim velkym problémem.

V tom bajném vesmiru, kde se skytd ndmi cténd hrosi ci-
vilizace, stoji téz spousta magickych Zeleznych trubek. Ty
jsou pro hrochy posvatné a musi byt ochranény za kazdou
cenu — hlavné nesmi nedejboze spadnout! Proto se hrosi
rozhodli kolem trubek postavit ochrannou zed, a to tak,
aby byla co nejmensi (to nastane tehdy, kdyZz ma nejmensi
obvod). Jelikoz jsou ale trubky magické, mohou se znenadéa-
ni objevovat nové trubky na ndhodnych mistech. Pak musi
hrosi okamzité rozsifit zed tak, aby obklopila i novou trub-
ku. I pres velkou pokrocilost si hrosi civilizace zatim nevi
s timto problémem rady. Pomuzete jim?

Slibujeme, Ze se neobjevi dvé trubky na stejném misté. Je-
likoz zed méa nejmensi mozny obvod, lze ji popsat pomoci
pozic trubek, které lezi (pfesnéji feceno stoji) na jeji hrani-
ci. Tyto trubky nazyvame vézZe zdi. Pokud lezi vice trubek
na stejné primce, tak se jako véze zdi berou jenom ty kraj-
ni, které jednoznac¢né urcuji danou primku. To znamena, ze
kdyz se objevi trubka na hranici zdi, je jiz bezpe¢né uvnitr,
a zed neni potfeba rozsifovat.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy vyrobite.

Na vstupu dostanete nejprve N trubek, které jsou na za-
¢atku obklopeny zdi (konvexnim obalem), a poté K dalsich
trubek, které se postupné objevuji. Po kazdé nové trubce
vypiste zménu vézi zdi, v pripadé, Ze nastala néjaka zména.
Pokud se krajni véze zdi nezménily (neboli do konvexniho
obalu nic nepfibylo a nic z néj neubylo), nic nevypisujte.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku jsou ¢isla N a K, znadici
pocet trubek na zacatku a pocet novych trubek, které se
postupné objevi. Nasleduje N + K 1adku, pricemz kazdy
obsahuje dvé ¢isla — soufadnice x; a y; i-té trubky.

Format vystupu: Pokud po pfidani trubky neni potieba zed
zménit, nic nevypisujte. Jinak vypiste na jednom radku sou-
fadnice vSech trubek, které byly bud odebrany nebo pfi-
dany jako véze zdi, v libovolném poradi. Kazdou trubku
vypiste jako dvojici x a y oddélenou mezerou.


https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:

3 4 1155
55 6 583
56 10 10
6 5

11

8 3

22

10 10

Po prvnich tfech trubkich uz zed uréuji (5,5), (5,6), (6,5).
Po pfidani trubky (1,1) se zed zméni na (1, 1), (5, 6), (6, 5),
tedy se pfidala trubka (1, 1) a odebrala se trubka (5, 5). Pak
po pfidani trubky (8,3) lezi (5,6),(6,5) a (8,3) na stejné
pfimce na hranici zdi, takze se jako véze zdi berou jen ty
krajni, tedy se zed ur¢i body (1,1),(5,6) a (8,3). Pfidani
trubky (2, 2) hranici viibec nezméni, tedy nebudeme nic vy-
pisovat. Dalsim pfidani trubky (10, 10) se zed pouze zvétsi
(jedna primka hranice se zménila na dvé pfimky), takze
vypiSeme pouze ptidanou trubku (10, 10).

Obréazek zobrazuje situaci pfed pfidanim bodu (10, 10).
(5,6)

(6,5)

(8,3)

(1,1)

8 bodu

38-4-2 Kdo se v tom vyzna

Tato tloha je o vyznani. Hrosi spolecnost se vyviji uz
1l néjaky ten Ctvrtek, coz je na jednu stranu super, pac
jsou diky evoluci hrosi takovi nadlidé. Na druhou stranu ale
hrosi ¢eli uz néjakou dobu své existencni otazce. Kazdy se
s tim popasovava rizné — jeden vyznava vseplodné vejce,
druhy hroch se s tim v§im vyporadava diky vsudypfitomné-
mu piti, je tu skupina hrochti vyznavajici kameny na cesté,
jakozto tu jedinou véc, na které na svété opravdu zalezi.

Nebudeme zde zkoumat, které vyznani smysl ma a které ne.
Jsme preci jenom pouzi lidé a hrochu si vazime takovych,
jaci jsou. Co by nas ale zajimalo, je sledovat, jakou viru
hrosi prubézné vyznavaji. Na zacatku si kazdy hroch véri
ve svou unikatni vnit¥ni viru. Postupné se ale viry rozpadaji
a jejich vérici se prelévaji.

Nam prichéazi prubézné informace o tom, ktera vira se pre-
lila do které. Budou nas v pribéhu zajimat nasledujici do-
tazy:

® jestli dva dani hrosi maji stejné vyznani,

® kolik hrocht vyznava aktualni viru daného hrocha,

® kolik vér hrosi maji.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-

tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢isla H a I —

pocet hrochti (a tedy i poc¢ateéni pocet vér) a pocet instruk-

ci, pricemz hrochy ¢islujeme celymi ¢isly mezi 0 a H —1. Na

kazdém z nasledujicich I radkd bude nasledovat instrukce

¢i dotaz:

® J A B —vira hrocha A se sloud s virou hrocha B (nemusi
nutné platit A # B)

e S A B — dotaz, zda hroch A véfi ve stejnou viru jako
hroch B

e V A — dotaz na pocet hrochu, ktefi véfi ve viru hrocha A
e P — dotaz na pocet unikatnich vér

Formdt vystupu: Pro dotazy typu S vypiSte ANO ¢i NE, a pro
V a P vypiSte na jeden fadek ¢iselnou odpovéd.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

10 10 10
P NE
S 009 1
Vo 1
V9 1
V5 NE
S10 2
J10 ANO
Vo 9
S10

P

13 bodu

38-4-3 Lidska pyramida

Byl krasny skolni den. Zvonek na chodbé zacal zvonit
M1l 3 Adam moc dobfe védél, co to pro t¥idu 7.A zname-
nalo. Pan uditel télocviku mu to prozradil. Uz se na to tésil
posledni hodinu. Nadsené vbéhl do kabinetu, vzal pytel sy-
rovych kouli, ktery si tam pfesné za timto celem pripravil,
a upaloval do télocvi¢ny.

Zmeskal vétsinu vysvétlovani, ale to mu viubec nevadilo.
Akorat stihnul otravené vyrazy studentia 7.A, jak se roz-
chéazeli z ivodniho pozoru. Pytel od kiupek hlasité puknul
— jeden ze studenttl, Petr, se na néj otocil. P¥i pohledu na
rozzafeného Adama, kiupajiciho syrové koule, natéseného
na nadchézejici udalosti, se musel Petr pousmat.

Show zacina, prvni fada uz se rysuje — ta jde vzdycky hned.
P#i druhé fadé uz to zaciné byt zajimavé. Chlapci v té prvni
dotcéené poktikuji. Syrové koule nikdy Adamovi nechutnaly
lépe. Lidska pyramida stoupé, uz se rysuje tfeti patro. Pri
konstrukci ¢tvrtého uz dévcata Splhaji po hlavach jako po
sténé. Kiupky bajecné kiupaji. Pavel ve 2. patie nastvané
nadava — zrovna dostal nohou do ucha. Jakd bajecna véc
to pana télocvikafe napadla. Ted uz zbyva jen, aby Evzenie
usedla v patém — nejvyssim — patfe jako na triné a jako
kralovna svrchované vladla své tiidé. Jak baje¢na zabava
je pozorovat jeji vystup za moci. Ve chvili, kdy useda, uz
pomalu pfes otravené pokiikovani pomalu ani nejsou slysSet
syrové koule.



No a ted si pfedstavte to nadseni, kdyz se studenti do-
zvédéli, ze se na Roberta nedostalo a ze se ma prohodit
s Romanem v prvnim patie.

Pan télocvikar by ocenil vasi radu, kam studenta umistit,
aby skoncila pyramida co nejmensi. Tato konkrétni lidska
pyramida vypada jako uplny bindrni strom — neboli strom,
kde jsou vSechny listy pouze na nejhlubsi hladiné, a vSechny
ostatni vrcholy maji prave dva syny.

Kazdy student mé svou vysku a zaroven stoji néjak vyso-
ko. Studenti v prvni fadé — v té nejhlubsi hladiné stromu —
stoji ve vysce 0. Kazdy student v druhé fadé stoji na dvou
studentech v prvni fadé, konkrétné v primeéru vysek stu-
dentt pod sebou. Student v kazdé dalsi fadé stoji v priméru
soucti vysek hlav studentt pod nim. Intuitivné si mizete
predstavit, Ze si studenti pod nim na hlavy polozi prkno a
on stoji v jeho prostiedku.

Napftiklad na obrazku vyse stoji student s vyskou 11 vlevo
na dvou studentech s vyskami 8 a 6, tedy stoji ve vysce
jejich primeéru, coz je % = 7. Jeho hlava se tedy nachézi
ve vySce 74 11 = 18. Jeho soused ve vrstvé s vyskou 8 stoji
na 8 a 16, tedy ve vySce % = 12 a jeho hlava kon¢i ve
vysce 12 + 8 = 20. Student, ktery stoji na nich, stoji ve
vysce 18'2"—20 =19 a jeho hlava kon¢i ve vysce 19 + 4 = 23.

Nam budou chodit studenti a my celime problému ve for-
matu: ,Pfisel student s vyskou V. Se studentem na ktere
pozici ho mame vymeénit, aby poté byla pyramida co nej-
mensi?“

Vasim tkolem je po kazdém pfichozim studentovi napsat,
kam do pyramidy bude umistén (tedy pozici studenta, kte-
rého vyméni). Vymeénény student si jde lehnout a po zbytek
vyucovani neni k nalezeni. Naopak pfichozi student ho vy-
meéni a tcastni se pyramidy. Pokud existuje vice pozic, kde
je po vyméné studenta pyramida co nejnizsi, zvolte tu na
nejvyssi hladiné. Pokud je i téch vice, tak tu z nich nejvice
napravo.

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku je ¢islo H — vyska pyra-
midy. Poté nasleduje H tadki, na i-tém z nich je 2¢ é&isel
(fddky indexujeme od nuly) — vysky studentt v dané hla-
diné pyramidy. Nésleduje ¢islo S — pocet studentt, kteii se
pfijdou zapojit pozdéji. Nakonec nésleduje S ¢isel na jed-
nom Fadku s vySkami p¥ichozich student (v pofadi, jak
pfichazeji).

Formdt vystupu: Vypiste pro kazdého z S prichozich stu-
denti na jeden fadek dvé ¢isla oddélena mezerou — hladinu,
kam ho umistite do pyramidy a index mista v dané hladiné
stromu — potadi zleva. (Jako spravni informatici indexuje-
me od nuly.)

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

3 10
3 23
6 4 00
4 84 8
3
4 21
(3) (3) (3) (1)
— — —
OBNOENOENOENOBNONNOENO
OO OWOOWE WEOWE WEHMOWE

38-4-4 Alokator 13 bodu

Kevinuv operac¢ni systém je jiz vetchy. Jeho procesy zachazi
s paméti jako bandité a Serif je v nedohlednu. Kevin se
rozhodl s nimi zatocit jako s lasem a ucinit pamét opét
bezpeénym mistem.

Proto si Kevin (jako velky kluk) implementuje alokator pa-
méti sdm. ChatGPT Kevinovi poradilo, Ze pamét je vliastné
souvisly interval indexd od 0 do P — 1, kde P je velikost
jeho paméti. Pamét se v pribshu alokaci a dealokaci frag-
mentuje (rozdéluje) na bloky. Bloky muzou byt obsazené
¢ volné. Celd pamét zacind pii spusténi jako jeden volny
blok. Alokator musi umét néasledujici 3 operace:

® alloc(d) — alokace volného bloku o velikosti d

Bud se obsadi néjaky volny blok o velikosti d, nebo se né-
jaky vétsi volny blok roztrhne na obsazeny blok velikosti
d a volny se zbytkem. Alokator ale musi pouzit nejmensi
dostacujici blok.

e free(:) — uvolnéni i-tého bloku
Zde i je poradové ¢islo bloku k uvolnéni. To znamena, ze
chceme uvolnit i-ty blok v paméti, podle aktudlni frag-
mentace paméti (éislujeme od nuly). Mate zaruceno, Ze
i-ty blok je obsazeny, tedy ze uzivatel nebude uvoliovat
volny blok.
Uvoltiovany blok se slou¢i s volnym sousedicim blokem,
pfipadné s obéma volnymi sousedicimi bloky, pokud je to
mozné. Nemuze se tedy stat, Ze jsou vedle sebe v paméti
dva volné bloky.
Tedy pokud méme napiiklad pamét o velikosti 10, rozdé-
lenou na 3 obsazené bloky o velikostech 3, 5, 2, tak opera-
ce free (1) uvolni blok o velikosti 5. Nasledné by operace
free (1) neméla smysl, jelikoz je dany blok jiz volny. Dal-
$1 operace free(2) by uvolnila blok o velikosti 2, ktery
by se sloucil s predchozim volnym blokem a utvofil je-
den blok velikosti 7. Nasledné by zase operace free(2)
neméla smysl, jelikoz jiz mame pouze 2 bloky.

® block(j) — zjisténi indexu bloku, kde lezi pozice j v pa-
méti
Zajimé nés index (pofadové ¢islo) bloku v aktudlni frag-
mentaci paméti, kam patfi pozice j. Mé&jme opét frag-
mentaci 3, 5, 2. Dotaz block(4) by vratil 1, jelikoz se
pozice 4 nachéazi v bloku o velikosti 5 s porfadovym cis-
lem 1 (¢islujeme od nuly).

Pomozte Kevinovi vymyslet, jak implementovat pozadova-
né operace. Pii analyze slozitosti mtzete pouzit P — velikost
paméti, K — aktualni pocet blokti, ¢i parametr d pro alloc.

Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo

38-4-S Univerzalni heSovani 15 bodu

V minulém dilu jsme si hrali s heSovacimi funkcemi

a zjistili jsme, Ze je docela snadné vymyslet vstupni
data, ktera zpusobi spoustu kolizi. Intriky skodolibych uzi-
vatell tedy mohou snadno zafidit, aby nase skvéla hesovaci
tabulka, z jejiz primérné konstantni slozitosti se radujeme,
byla ve skute¢nosti ukrutné pomala.

. MARE SOVANY
1 PRVEK

VOLVA
Pouce

koLiRE

Netieba zoufat, opét nas zachrani randomizované algoritmy.
Misto pevné hesovaci funkce si ji totiz pfi kazdém spusté-
ni programu zvolime nadhodné. Pak ndm mohou nepfatelé
predkladat jakkoliv zavilé vstupy, ale jelikoz nevédi, jakou
heSovaci funkci jsme si vybrali, bude velmi nepravdépodob-
né, ze vstupy budou zrovna pro tuto funkci Spatné. A ko-
necné budeme néco umét doopravdy dokazat o prumérné
casové slozitosti hesovacich tabulek.

Vybirat heSovaci funkci iplné ndhodné vsak nefunguje: mu-
seli bychom pro kazdy prvek univerza zvolit, do které pfi-
hradky ho zahesujeme. Na to bychom potiebovali pole inde-
xované univerzem, ovsem kdybychom si takové mohli dovo-
lit, pfedevsim bychom nepotiebovali zadné heSovani. Proto
budeme vybirat z néjaké omezené mnoziny funkci, které
umime snadno popsat pomoci parametr.

To vede ke konceptu univerzdlnich systémi hesovacich funk-
ci. Pfectéte si o nich v [Priivodci labyrintem algoritmd v od-
dilu 11.5. Mtzete vynechat ¢asti ,Konstrukce ze skalarni-
ho sou¢inu® (ale pokud méte radi linedrni algebru, t¥eba
z naseho , mohla by se vam tato konstrukce libit)
a ,,Vzorkovani a k-nezavislost“. Pokud vam budou chybét
znalosti délitelnosti, kongruenci, pripadné koneénych téles,
nakouknéte do kuchatky o teorii ¢isel.!

Tabelaéni heSovani

Prozkouméame jesté jeden druh randomizovanych hesova-
cich funkei, kterému se iké tabelacéni (tedy tabulkové) he-
Sovand.

Je zalozené na tom, ze kazdy prvek rozdélime na k ¢asti,
kazdou ¢asti indexujeme jinou tabulku, a hodnoty pfectené
z tabulek zkombinujeme funkci XOR.

Nejprve zvolime parametry: pocet ¢asti k, pocet bit jedné
Casti t a pocet bitu cisla prihradky b. Univerzum je tedy
tvofeno vsemi kt-bitovymi cisly, takze je to mnozina U =
{0,...,2* — 1}. Piihradky jsou oéislované od 0 do 2° — 1.

Poridime si k tabulek Ty az T3,_1. Kazda tabulka bude inde-
xovand t-bitovym ¢islem a jeji polozky budou b-bitova cisla.
Tabulky vyplnime rovnomérné nahodnymi ¢isly. Chceme-li
zahesovat néjaky prvek x € U, rozdélime ho na k skupin po
b bitech. Kazdou skupinou bitti zaindexujeme jednu tabul-
ku a prislusné polozky tabulek vyxorujeme.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]|

—4-

Chceme-li napiiklad hesovat 32-bitova é&isla do 1024 = 210
prihradek, mtzeme zvolit £k = 4, ¢ = 8, b = 10. Pofidime
si tabulky T az T3, kazdou vyplnime 2% = 256 nahodnjmi
10-bitovymi ¢isly. Napiiklad ¢islo x = 0x12345678 (zapsé-
no v 16-kové soustavé) tedy zaheSujeme jako 75[0x12] &
T,[0x34] @ T1[0x56] & Tp[0x78], kde & je operace XOR.

Parametry jde volit i jinak, napiiklad £k = 32, t = 1, b =
10. Tehdy bychom si pofidili 32 tabulek, kazdou o dvou
polozkach. Pii vypoc¢tu hesSovaci funkce bychom ale museli
rozdélit prvek na jednotlivé bity a kazdym indexovat jinou
tabulku.

Pojdme si rozmyslet ¢asovou a prostorovou slozitost. Ta-
bulky zaberou k - 2! bunék paméti, v nichz jsou ulozena
b-bitova &sla. Vyplnit tabulky stoji ¢as O(k - 2). Zaheso-
vat jeden prvek zvlddneme v éase O(k), pokud na rozklad
prvku na ¢asti pouzijeme bitové posuny. V Cécku bychom
to mohli zapsat tfeba takto:

unsigned int hash(unsigned int x)

{
unsigned int h = 0;
for (unsigned int i=0; i<k; i++)
h == T[il[(x >> (i*t)) & ((1<<t) - DI
return h;
}

Tabela¢ni hesovani také zapada do naseho konceptu univer-
zalnich systémi hesovacich funkci. Roli parametra funkce
zde hraji obsahy vSech tabulek. Jen pozor na to, ze na rozdil
od béznych univerzalnich systémt neumime funkci ze sys-
tému vybrat v konstantnim c¢ase. Vyhodnoceni funkce ale
uz konstantni bude, pokud tedy parametr k zvolime pevné.

Ukol 1 [4b]: Dokazte, 7e tabela¢ni hegovani je 1-univerzalni
(nezavisle na poctu tabulek).

v B
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Bloomovy filtry

Dalsi kouzelnou aplikaci heSovani jsou Bloomovy filtry — to
je randomizovana datova struktura, kterd si pamatuje né-
jakou mnozinu prvki univerza. Do mnoziny mtzeme vkla-
dat nové prvky a ptat se, zda dany prvek v mnoziné lezi.
Struktura zabird velmi maly prostor, ale platime za to tim,
ze neni dokonale spolehliva. Jak uvidime za chvili, tu a tam
odpovi Spatné.

Bloomuv filtr si miZzeme predstavit jako heSovaci tabul-
ku T' s m prihradkami, z nichz kazdéa obsahuje jediny bit.
Ten tika, zda v prihradce lezi aspon jeden prvek. Dale si
poridime hesSovaci funkci h ndhodné vybranou z néjakého
c-univerzalniho systému.

Pti vkladéni prvku z spoc¢itdme heSovaci funkci h(x) a na-
stavime pfislusny bit T'[h(x)] na 1. P¥i hledani prvku y se
podivame na T'[h(y)] a pokud je bit nastaven na 1, odpovi-
me ANO, jinak NE.


https://pruvodce.ucw.cz/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-1-S
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel

Rozmyslete si, ze odpovéd NE je vzdy spravna. Odpoveéd
ANO miuze znamenat budto, ze dany prvek y v mnoziné
lezi, nebo ze v ni lezi jiny prvek z, ktery s y zkolidoval,
tedy je h(x) = h(y).

Pojdme spocitat pravdépodobnost kolize. Necht struktu-
ra obsahuje m prihradek a postupné jsme vlozili prvky
Z1,...,T,. Pravdépodobnost, ze hledané y zkoliduje s kon-
krétnim z;, mizeme odhadnout z definice c-univerzality:
Plh(x;) = h(y)] < ¢/m. Jelikoz P[AV B] < P[A] + P[B],
muzeme pravdépodobnost toho, ze y zkoliduje s alespon
jednim z; shora omezit vyrazem cn/m.

Pokud bychom tedy chtéli vytvorit filtr pro n-prvkovou
mnozinu, ktery se bude mylit se zvolenou pravdépodobnos-
ti p, potfebovali bychom zvolit pocet ptihradek m tak, aby
bylo ¢cn/m < p, tedy m > en/p.

Ukazme si piiklad: m&me mnozinu n = 108 prvki z univer-
za 64-bitovych Cisel, které hesujeme funkcemi z 1-univerzal-
niho systému. Chceme-li dosdéhnout pravdépodobnosti chy-
by p = 1/10, potiebujeme volit m > 107. Filtr tedy spotte-
buje 10 Mb = 1.25 MB paméti, zatimco obycejné pole by
zabralo 64 Mb = 8 MB pameéti. Kdybychom ovSem chté-
li chybu snizit na p = 107, uz by filtr potieboval obfich
10'2 Mb paméti.

Vicepasmové Bloomovy filtry

Bloomuv filtr miazeme vylepsit jednoduchym trikem: pofi-
dime si vic filtri s nezavislymi hesovacimi funkcemi. Tém
budeme fikat pdsma. Vkladat budeme kazdy prvek do vSech
pasem. Dotaz predlozime vSem pasmim a ANO odpovime
jen tehdy, kdyz se ta tom vSechna pasma shodnou. Odpo-
véd NE tedy bude spolehliva (aspoil jedno pasmo zamitlo,
coz bylo spolehlivé). Odpovéd ANO bude mylné jen tehdy,
pokud se zmylila vSechna pasma soucasné.

Pocet prihradek v pasmu nastavime tak, aby pasmo déla-
lo chyby s pravdépodobnosti 1/2: potfebujeme m = 2cn.
Nyni zvolime pocet pasem k. Pravdépodobnost, Ze vSechna
pasma se soucasné zmyli, bude (1/2)%. Pokud tedy chceme,
aby se cely filtr mylil s pravdépodobnosti nejvyse zadané p,
potiebujeme (1/2)% < p, tedy k > log; ;, p = logy(1/p).

Pro ptedchozi pifklad s n = 10° prvky tedy pro p = 1/10
dostaneme m = 2-10° a k = 4. Cely filtr tudiz zabere 8 Mb.
Pro p = 1076 pak vyjde stejné m a k = 20, takze cely filtr
zabere 40 Mb, coz je stale méné nez pole.

Jesté dodejme, ze misto pravdépodobnosti chyby pasma 1/2
by §la pouzit libovolna jin z intervalu (0, 1). To by ovlivnilo
pouze konstanty, a ty nebudeme optimalizovat.

Ukol 2 [5b]: Na vstupu mame 10° zaznamt velikosti 32 byt
Chceme zjistit, zda jsou vSechny zdznamy navzajem ruzné.
Mame ovSem k dispozici jenom 4 GB RAM. Vstup smime
Gist vicekrat. Snazte se o co nejlepsi prumérnou ¢asovou
slozitost.

2 https://cs.wikipedia.org/wiki/Markovova_nerovnost

Perfektni heSovani: kvadraticky prostor

Bloomovymi filtry ale hezké aplikace univerzalniho heSova-
ni nekonc¢i. Ukazeme, jak si pro dana data pofidit perfekt-
ni heSovaci funkci, coz je takova, ktera nema zadné kolize.
(Z minulého dilu seridlu vime, ze zvolime-1i pevnou hesovaci
funkci, je zna¢né nepravdépodobné, ze bude pro dana da-
ta perfektni. Tady ale data pfedem zname, takZe miZeme
funkci volit podle nich.)

Predstavme si, ze navzajem ruzné prvky xi,...,x, heSu-
jeme do m prihradek hesovaci funkci h vybranou nahod-
né z c-univerzalniho systému. Ozna¢me K pocet koliduji-
cich part, tedy dvojic (i,5) takovych, ze 1 < i < j < n
a h(z;) = h(z;). K zavisi na volbé funkce h, je to tedy
nédhodné veli¢ina. Pojdme spocitat jeji stfedni hodnotu.
Zavedeme indikatory kolizi: to budou ndhodné veli¢iny K; ;
nabyvajici hodnot 0 a 1 tak, Ze K;; = 1 pravé tehdy,
kdyz h(xz;) = h(z;). Stfedni hodnotu indikatoru lze spo-
¢itat snadno: E[K@j] =0- P[Ki,j = O] +1- P[Ki,j = 1]
Prvni ¢len vypadne, druhy je roven Plh(z;) = h(z;)], coz
je podle definice c-univerzalniho systému nejvys ¢/m. Vime
tedy, ze BE[K; ;] < ¢/m.

Ted si vSimneme, ze poclet kolidujicich partt K je roven
souctu vSech indikétort K; ;. Diky linearité€ stiedni hodnoty
(viz kuchaikd) tedy plati E[K] =Y, /E[K;;] <3, ¢/m.
Suma pfitom s¢itd pres n(n —1)/2 dvojic, coz je mensi nez
n?/2, takze E[K] < cn?/2m.

Zkusime, co se stane, zvolime-li pocet prihradek m radoveé
kvadraticky v po¢tu prvki n: konkrétné m = cn? (piipo-
mindme, Ze ¢ je konstanta z univerzality nasich hesovacich
funkci). Tehdy primérny pocet kolidujicich part E[K] bude
mensi nez cn?/2cn? = 1/2.

UkéZeme, ze s takhle nizkou stfedni hodnotou je dost prav-
dépodobné, ze pocet kolizi je nulovy, a tedy funkce h je na
nasi mnoziné prvka perfektni. K tomu se bude hodit tzv.
Markovova nerovnost. Ta tika, Zze pro nezapornou nahod-
nou veli¢inu X a ¢islo a plati, ze P[X > a] < E[X]/a.
Dikaz najdete napiiklad ve Wikipedii.?

Pocitejme pomoci této nerovnosti pravdépodobnost, Ze na-
e funkce alespont jednou zkoliduje: P[K > 1] < E[K]/1 <
1/2. Funkce tedy bude perfektni s pravdépodobnosti vétsi
nez 1/2.

Nabizi se proto perfektni funkci volit tak, ze vybereme na-
hodnou funkci (z c-univerzalniho systému), ovéfime, jestli je
perfektni, a pokud neni, postup opakujeme. Podle Lemma-
tu o dzbanu se nam povede perfektni funkci najit v prameéru
po méné nez dvou pokusech.

Ukol 3 [3b]: Vymyslete, jak jeden pokus provést v ¢ase i
prostoru O(n) v nejhorsim pfipadé.

Slozime-li vSe, co jsme pravé vymysleli, dohromady, dosta-
neme, ze v prumérném ¢ase O(n) sestrojime hesovaci funk-
ci, ktera danych n prvka perfektné zahesuje do O(n?) pii-
hradek.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/pravdepodobnost
https://cs.wikipedia.org/wiki/Markovova_nerovnost

Perfektni heSovani: linearni prostor

N

stacilo s linedrné mnoha pfihradkami. Tehdy bychom ho
totiz mohli pouzit jako datovou strukturu pro reprezenta-
ci statické (pfedem zndmé) mnozZiny: do kazdé ptihradky
bychom dali bud pfislusny prvek mnoziny, nebo znacku, ze
tam zadny prvek neni. Pak bychom uméli testovat prislus-
nost prvku do mnoziny v konstantnim ¢ase (v nejhorsim
piipadé, zadny primér!) — prvek bychom zaheSovali, podi-

vali bychom se do prislusné pfihrddky a tam bychom bud

hledany prvek nasli, nebo bychom si byli jisti, Ze v mnoziné
neni.

Takovou datovou strukturu ted sestrojime, ovSem nase he-
Sovani bude dvojirovinové.

V prvni urovni budeme mit primdrni hesovaci funkci h vy-
branou ndhodné z c-univerzalniho systému, kterd zadané
prvky x1, ..., z, zahesuje do m = cn prihradek primér-

ni tabulky. Podle nasich vypoc¢tt bude pro primérny pocet
kolidujicich pari platit E[K] < en?/2cn = n/2. Z Markovo-
vy nerovnosti dostaneme P[K > n] < 1/2, takZze budeme-li
nahodné volit funkci h, dokud nedostaneme K < n, postaci
nam podle Lemmatu o dzbanu v priméru méné nez 2 po-
kusy. Funkci A s méné nez n kolidujicimi pary tedy najdeme
v pramérném ¢ase O(n).

Do libovolné priméarni prihradky se ovSem miize zaheSo-
vat vice prvki. Pro kazdou takovou prihradku si poridime
sekundarni tabulku s dalsi heSovaci funkci, kterd uz pro
prvky z primarni prihradky bude perfektni.

Necht se do i-té primarni pfihrddky zahesuje n; prvki. Ve-
likost prislugné sekundarni tabulky zvolime jako m; = en?,
coZ je presné nase nastaveni pro perfektni hesovani do kva-
dratického prostoru, takze v primérném case O(m;) dokéa-
zeme najit funkci, ktera je na danych n; prvcich perfektni.

To ndm dohromady dava datovou strukturu, kterd umi zjis-
tovat pFitomnost prvku v mnoZiné v konstantnim ¢ase v nej-
horsim pripadé. Neni ale jasné, jak velka tato struktura bu-
de (volba m; kvadratického v n; zni strasidelng). Pojdme
ukézat, ze to dobie dopadne.

Nejprve pocitejme kolize primarni funkce, konkrétné pocet
kolidujicich part K. V ¢-té pfihradce takovych part najde-
me n;(n; — 1)/2. Sectenim ptes vSechny ptihrddky dosta-
neme K = Y .n;(n; — 1)/2. Jelikoz jsme priméarni funkci
zvolili tak, aby méla K < n, plati >, n;(n; — 1)/2 < n,
tedy >, ni(n; — 1) < 2n.

Ted se podivejme, kolik prostoru dohromady zabiraji vSech-
ny sekundarni tabulky. To je >, m; = > . cn? =c- ., n?.
Tuto sumu mizeme napsat jako > (ni(n; — 1) + n;) =
(>2;ni(ny — 1)) + (3, ni). Prvni suma je podle piedcho-
ziho odstavce mensi nez 2n, druhd je rovna n (kazdy prvek
padne do prévé jedné primérni pfihradky). Celkové je tedy
Yo, m; € O(n).

90?

C

Primérni tabulka zabere O(n) prostoru, protoZze kazd4 je-
ji prihradka si musi pamatovat odkaz na svou sekundarni
tabulku a parametry piislusné sekundarni hesovaci funkce.
K tomu pfipoc¢teme O(n) za vSechny sekundarni tabulky.
Dohromady tedy spotfebujeme prostor O(n).

Ke konstrukci datové struktury potiebujeme nejprve najit
primarni hesovaci funkci s méné nez n kolizemi. To trva
pramérné O(n). Pak prvky v ¢ase O(n) rozdélime do pri-
marnich prihradek a pro kazdou pfihradku najdeme sekun-
darni hesovaci funkci, ktera je perfektni. To trva primérné
O(m;), v souétu pres vSechny ptihradky opét O(n). A na-
konec v ¢ase O(n) rozdélime prvky do sekundérnich pfihra-
dek.

Nasi datovou strukturu tedy dokédzeme vybudovat v pri-
mérném case O(n) a pak v ni hledat ve worst-case kon-
stantnim case.

TFidéni v linearnim case

Techniky z konstrukce perfektnich hesovacich funkci muze-
me vyuzit trochu prekvapivym zpisobem v nasledujicim al-
goritmu pro tfidéni redlnych ¢éisel. (Budeme predpokladat,
Ze nas pocita¢ umi provadét aritmetické operace s redlnymi
¢isly v konstantnim case.)

Na vstupu dostaneme ¢isla x1,...,z, z intervalu (0,1).
Rozdélime je do pfihradek ocislovanych 0 az n — 1, pfi-
¢emyz Cislo x; zafadime do pfihradky |z;-n]. Pak pfihradky
projdeme od prvni po posledni, obsah kazdé setiidime libo-
volnym kvadratickym tiidicim algoritmem a vypiseme.

Ukol 4 [3b]: Dokazte, 7e zvolime-li 1, ...,, rovnomérné
nahodné z (0, 1), pobé&zi nas tfidici algoritmus v primérném
¢ase O(n).

Webové stranky:
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