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38-4-1 Vesmirné trubky

Nejprve informatickd formulace tlohy: mame zadanych N
bodti v roviné a postupné se ndm dalsich K bodi obje-
vuje. Chceme si udrzovat konvexni obal vSech bodu a po
kazdém pridani bodu vypsat, jak se obal zménil. Konvex-
ni obal mnozZiny bodd P definujeme jako mnohotihelnik s
nejmensim obvodem, ktery obsahuje vsechny body z P.

Kdybychom chtéli konvexni obal spocitat jen jednou, mu-
Zeme na to pouzit algoritmus z geometrické kuchaiky.! (Po-
kud ho neznate, nezoufejte, vybudujeme si od zédkladu vhod-
néjsi algoritmus.) Jedno volan{ kuchaikového algoritmu tr-
va O(|P|-log |P|) ¢asu. Nejpiimocarejsi feseni je jednoduse
(K +1)-krat pustit kucharkovy algoritmus, nejdiive na prv-
nich N bodech, pak na N + 1 bodech, ..., aZz nakonec na
N+ K bodech ze vstupu. To dava celkovou ¢asovou slozitost
v O(K - (N + K)log(N + K)), s ¢imz se nespokojime.

Nejprve ale trocha geometrie. Jak pravi kucharka, konvexni
obal U se také ekvivalentné da definovat jako mnohotihelnik
splnujici nasledujici dvé vlastnosti:

® Obal. Vrcholy U jsou body z P a vSechny body z P lezi
v U nebo na jeho hranici.

® Pravotocivost. Vsechny vnitini thly U jsou mensi nez
180°. Jinymi slovy, U v sob& nem4 zadné ,zuby“: kazda
trojice jeho sousednich vrcholi, oznacenych x, y a z v po-
fadi podle hodinovych rucicek, ,zataci doprava“, tedy
z lezi napravo od poloptimky zy. (Jeden nepravotocivy
munohothelnik je vyobrazen nalevo na obrazku nize.)

Muzeme si rozmyslet, ze z ptivodni definice konvexniho oba-
lu obé vlastnosti plynou: méjme mnohotithelnik U s nejmen-
$§im obvodem a obsahujici vSechny body z P a uvazujme:

® Obal. U z definice pokryva P. Pro spor predpokladejme,
ze U ma za vrchol bod mimo P. Ten pak miZeme mir-
né posunout, mirné zkratit obvod U a pfitom zachovat
vlastnost, ze U pokryva vSechny body z P (rozmyslete
si detaily). Tak jsme vyrobili mnohothelnik U’ ktery je
porad obal, ale zarovenn ma mensi obvod nez U. To je
spor s tim, ze U je obal s nejmensim moznym obvodem.

Pravotocivost. Pro spor predpoklddejme, ze U neni pra-
votoc¢ivy. Pak ma tfi sousedni vrcholy x, y, z, kde z je
nalevo od polopfimky xy. Pak ale mtizeme y odstranit,
hranice se jen zkrati (nebot |zy| + |yz| > |xz|) a oblast
pokrytd mnohothelnikem jen poroste, tedy to stale bude
obal (viz obrazek). To je opét spor s tim, Ze U je konvexni
obal.

! http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid

Obdobné se da rozmyslet opak: pravotocivy obal P je jedno-
znaéné uréeny a je to pravé konvexni obal P (dikaz zde vy-
nechame). Odted tedy mizeme pojmy ,pravoto¢ivy obal®
a ,konvexni obal“ pouzivat zaménitelné.

Myslenku z druhého bodu dikazu muzeme pouzit algorit-
micky k tomu, abychom z nepravotoc¢ivého obalu P udélali
pravotocivy: StaCi nam jen opakované hledat trojici sou-
sednich vrcholi z, y, z zatacCejici doleva a odstranovat vy,
dokud néjaka takova trojice existuje. Mnohotihelnik nikdy
nepfestal byt obalem a v okamziku, kdy zadné vhodné tro-
jice vrchold neexistuje, je to nutné obal pravotocivy, a tedy
konvexni.

Zacind se nam rysovat plan: budeme si udrzovat hranici
konvexniho obalu jako posloupnost bodi (zaé¢inajici libo-
volnym bodem a pokracujici po sméru hodinovych ruci¢ek)
a pokazdé, kdyz se objevi novy bod, ho na vhodné misto do
hranice pfidame. Tim zarucime, Ze nase hranice porad oba-
luje vsechny body véetné toho nové pridaného, nejspis tim
ale porusime konvexitu. Tu ale umime obnovit pomoci pred-
choziho algoritmu. Vrcholy obalu si budeme reprezentovat
v usporadané mnoziné, naptiklad v bindrnim vyhledavacim
stromé (BVS). Tak budeme v ¢ase O(log | P|) umét vrcholy
pridavat, mazat a ptat se na jejich sousedy na hranici.

Zbyva si rozmyslet dilezity detail: BVS po nas pozaduje
néjaké usporadani — funkcei, kterd dostane dvojici bodi a
rozhodne, ktery je z nich je ,mensi“. Idealné by navic méla
pracovat v konstatnim ¢ase. My chceme body v BVS ukla-
dat v poradi, jak jdou za sebou na hranici. Jaké usporadani
zvolit, abychom toho docilili?

Jedna moznost je zafixovat si libovolny bod b v konvexnim
obalu (tfeba pockat, dokud v BVS neméme t¥i body a pak
toho, na jakou ,svétovou stranu“ lezi od b. Dilezité je, ze
obal je konvexni a b po cely béh algoritmu ztistava uvnitt
néj (jelikoz konvexni obal jen roste). Pak uspofaddani uréené
bodem b presné odpovida poradi, jak za sebou jdou body
na hranici (rozmyslete si; zaroveil si rozmyslete, Ze obecné
jsou obé podminky nutné).

Pokud ted do naseho konvexniho mnohothelnika p¥iddme
novy bod a budeme se pfitom fidit usporddanim podle b,
pfestane sice mnohotihelnik docasné byt konvexni, ale po-
rad alespon plati, ze se jeho hranice nekrizi — coz je maly,
ale dillezity detail, nebot vSechny nase algoritmy a tivahy se
rozbiji, pokud dovolime, aby mnohothelnik sam sebe pro-
tinal.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie

A to uz je cely algoritmus: udrzujeme si v BVS cyklicky
usporadany seznam vrcholi konvexniho obalu. Na zac¢atku
je konvexni obal prazdny a body do néj pfidavame po jed-
nom. Pridany bod vlozime na vhodné misto urcéené bodem
b a pak opakované hledame trojici x, y, z zatacejici doleva
a maZeme (a vypisujeme) y. Navic plati, Ze v kazdé tro-
jici vedouci k smazani bodu bude jeden z bodu ten nové
pridavany, takze nemusime zbyteéné prochézet cely obal,
ale staci vzdy opakované kontrolovat jen lokalni okoli nové
pridaného bodu.

Casové slozitost pfidéni jednoho bodu je tudiz O(D log | P|),
kde D je pocet bodi, které jsme nasledkem pridani odstra-
nili. Celkové ¢asova slozitost je pak O((N + K)log|P|) =
O((N+K)log(N + K)), protoze pfes vSechny operace jsme
dohromady mohli smazat nejvice N+ K bodt. Mizeme téz
Tici, Ze amortizovana ¢asovéa slozitost jedné operace ptridani

bodu je O(log|P|).

Poznamka na zavér: usporadat body cyklicky podle b nebyl
jediny spravny pristup. Stejné dobfe funguje feSeni, kte-
ré muzete znat z kucharkového algoritmu: misto jednoho
konvexniho obalu si budeme zv1ast udrzovat horni a dolni
obdlku. Body v obalkach prosté seradime podle z-ové sou-
fadnice — vzestupné v horni, sestupné v dolni. Obé obalky
udrzujeme nezavisle a kazdy bod pridavame do obou z nich.
Vyhoda je o néco snazsi tfidéni, nevyhoda je trochu vétsi
mnozstvi okrajovych pfipadi. Na tomto pristupu je zaloze-
no i vzorové feseni.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-4-1.cpp

Ulohu pfipravili: Daniel Culliver, Risa Hladik,
Patrik Pritrsky, Ondra Sedlacek, Viadimir Sklendr

38-4-2 Kdo se v tom vyzna

Ako prvé si vSimnime, Ze systém hrochov a vier, ktory ma-
me simulovat, si vieme jednoducho previest do abstraktnej-
Sieho matematického jazyka: pozostava z prvkov — hrochov
— a disjunktnych mnozin, ktoré spolu obsahuju vsetky prv-
ky — kazdd mnozina pritom obsahuje hrochov s rovnakou
vierou. Na zaciatku mame kazdého hrocha v samostatnej
mnozine, mnoziny teda vieme prirodzene indexovat podla
hrochov, ktori sa v nich na zaciatku nachadzali.

Dalej si vimnime, Ze na celom systéme vykonavame iba
jednu operaciu, ktora ho nejakym spdsobom meni, zadantu
instrukciou J A B. T4 zoberie dve mnoZziny a spoji ich do
jednej, pocet mnozin znizi o 1.

Dalsie instrukcie uz st iba dotazy, na ktoré dokazeme od-

povedat ak zistime:

e S A B -V ktorej mnozine sa nachadza prvok A, v ktorej
prvok B a ¢i st tieto dve mnoziny rovnaké.

eV A — V ktorej mnozine sa nachédza prvok A a kolko
prvkov dand mnozina obsahuje.

e P — Kolko roznych mnozin existuje.

2 https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.pdf#s7.4

—9_

S tymito operaciami nam prirodzene pomoze datova struk-
tara Union-Find, ktora si udrziava systém mnozin, dokaze
mnoziny spajat (operdciou union, ktortt pouzijeme pri in-
Strukcii J) a pre kazdy prvok urcit, v ktorej mnozine sa
nachadza (operéciou find).

Kazdy prvok mé priradeny jeden pointer, ktorym ukazuje
na ,koren“ svojej mnoziny, teda taky prvok, ktorého index
je rovnaky ako index mnoziny samotnej. Operacia union
jednoducho vezme jednu z mnozin a jej hlavnému prvku
nastavi pointer na korei druhej mnoziny. Tym sa nam moze
stat, Ze vSetky prvky v prvej mnozine ukazuji na nespravny
koren, takze operacia find prestane fungovat. Aktualizovaft
vSetky pointery by vSak mohlo trvat velmi dlho.

Namiesto toho si upravime operéciu find tak, aby nehlada-
la koren iba tam, kam ukazuje pointer z aktualneho prvku,
ale pokracdovala rovnakym sposobom dalej, az dokym nena-
jde skutoény koren. Korei mnoziny pritom pozname podla
toho, Ze ukazuje sdm na seba, takze staci hladanie zastavit,
ked sa zacykli a prvok ukazuje sim na seba.

Mohlo by sa nam staft, ze pri urcitej sekvencii operacii uni-
on dostaneme struktiru, v ktorej bude takéto krokované
vyhladdvanie pomalé. To sa d4 riesit viacerymi sposobmi —
bud si pre kazdi mnoZinu budeme udrzovat jej maximél-
nu hibku a spijat budeme vzdy plytsiu mnozinu do hlb-
Sej, alebo pri kazdej operacii find prejdeme znova vSetky
prvky, ktoré sme pri hladani koretia navstivili, a zmenime
ich poiter priamo na koreni. Lubovolna z tychto modifikacii
nam zabezpedi, ze celkovd casova zlozitost prace s ddtovou
struktirou bude od poctu prvkov zavisiet logaritmicky (a
samozrejme od celkového poctu operécii linedrne). Pre viac
detailov o §trukttre Union-Find odpori¢ame nahliadnut do
Privodce labyrintem algoritms.?

Zodpovedat dotaz S je s takto vybudovanou struktdrou tri-
vidlne, dvakrat pouzijeme operaciu find a zistime, ¢i st od-
povede pre A a B rovnaké.

Aby sme vedeli zodpovedat dotaz V, budeme si pre kazda
mnozinu pamétat aj jej velkost (pocet hrochov). Na zaciat-
ku m4 kazd4 mnozina velkost 1. Pri operdcii union potom
do velkosti mnoziny, ktorej koren zachovdvame, pripocita-
me velkost druhej mnoziny. Pri odpovedani na dotaz nam
staci jedna operécia find.

Dotazy P budeme zodpovedat este jednoduchsie — po cely
¢as si budeme pamétat po¢et mnozin a vzdy, ked pouzijeme
operaciu union, tento pocet znizime o 1. Musime si ale daf
pozor (a to nielen kvoli tymto dotazom), aby sme pocita-
dlo neznizovali pri pokuse o union dvoch prvkov z rovnakej
mnoziny — teda aby sme v pripade, Ze ziadna mnozina neza-
nikne, pretoze spajané prvky uz st spolu v jednej mnozine,
podet mnozin neznizovali. To vieme samozrejme zistit po-
mocou operaci find, ktoré musime pouzit aj na to, aby sme
nasli korene samotnych spajanych mnozin.

Pre kazda instrukciu ndm staéi vykonat vykonat konstant-
ne mnoho operacii find a pripadne operaciu union — obe
maji amortizovane logaritmicki ¢asovi zlozitost voéi poétu
hrochov, celé rieSenie ma teda ¢asovu zlozitost O(1 log H).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-4-2.py

Ulohu pripravili: David ,,Dejwut® Pacdk,
Kristyna Petrlikovd, Jan ,,Janci“ Plachy, Matis Pull


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-4-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-4-2.py
https://pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.pdf#s7.4

Medvédi pozndmka: Pokud zkombinujeme obé optima-

lizace, které navrhuje odstavec zacinajici ,Mohlo by
sa nam stat ...“, zlepsi se amortizovana slozitost z loga-
ritmické na O(a(H)), kde « je velmi pomalu rostouci in-
verzni Ackermannova funkce. Celé FeSeni pak pobézi v ¢ase
O(Ia(H)), coz je téméF linedrni.

Existuje i Cisté linedrni feseni, které se da poskladat z né-
kolika dost pokro¢ilych trikd. Pfedné kdybychom dopfedu
védéli, které uniony se skuteéné provedou (spojuji mnozi-
ny, které do té doby byly rtzné), dal by se union i find
provadét v amortizované konstantnim case; detaily najdete
v kapitole o dekompozici stromi ve skriptickach Krajinou
grafovych algoritmii.?

Provedené uniony pozname, pokud vytvofime graf, jehoz
vrcholy budou hrosi, hrany budou odpovidat uniontim a
kazdou hranu ohodnotime poradovym ¢islem instrukce umni-
on. Pak si vSimneme, Ze minimalni kostru tohoto grafu tvori
pravé ty uniony, které se provedly. A jako posledniho kra-
lika z klobouku vytdhneme Fredmandv-Willarddv algorit-
mus, ktery dokaze najit minimalni kostru v linedrnim case,
pokud jsou hrany ohodnocené celymi ¢isly — vice opét na-
jdete ve skriptic¢kach o grafovych algoritmech.

i) |
(85

38-4-3 Lidska pyramida

Pozorovani

Nejprve pojdme ukézat, jak celkovou vysku ovlivni student
v i-té hladiné (hladiny indexujeme odshora). Ozna¢me V
vysku pyramidy, V;; vysku umisténi hlavy j-tého studenta v
1-t¢é hladiné a v;; jeho té€lesnou vysku. Vyjadiime postaveni
studenta na dvou pod nim:

V) = v+ Vitr25 +Visr 2441 _ - Vivr25  Vig1,2541
2 2 2
Ted vyjadfime vysku pyramidy:
Vio , Via
V =Voo = v e
00 00 + 2 + 2
U10+%+% 011—&-%4-%
= Voo + 9 + 9
_ V10 |, V11 Vao Vo Voo Va3 _
= Voo + 9 + 5 + 1 + 1 + 1 Rl

7 toho uz by mohlo byt vidét, jak student v ¢-té hladiné
prispéje do vysky celé pyramidy.

Zaprvé s klesnutim hladiny studenti svou vyskou prispéji
o polovinu méné. Zadruhé bude zapocitin kazdy student
pouze jednou, jelikoz na ném stoji pravé jeden student, na
kterém také, na kterém také ...az ke kotfeni. Z toho ziska-

véme, ze kazdy student prispiva do vysky pyramidy 57.

3 https://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|
4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty|

Princip feSeni

Predstavme si, Ze prigel student s vySkou v. Kam ho umis-
tit? Pokud na pozici (4,5), pak zase odejde student s vys-
kou v;;, coz d&va rozdil vysky na dané pozici v — v;;. Pro-
toze se nachazi v i-té hladiné, je rozdil vysky pyramidy
d(v,v;) = “5+. Hleddme kam umistit pfichoziho studen-
ta, aby byl rozdil co nejmensi (idedlné i zdporny).

Podivejme se nyni na studenty v i-té hladiné. Rozdil vysky
d vyjadiime jako 57 — % - ;5 & z toho jiz vidime, zZe aby byl
rozdil nejmensi, musi byt vyfazeny student nejvyssi. Tedy z
kazdé hladiny chceme vybrat nejvyssiho studenta. V zadani
jesté zni, ze pokud jich je vic, chceme toho nejvice napravo
— s maximalnim j.

Pro efektivni vybér studenta k nahrazeni nam najednou
stacl projit vSechny hladiny a vybrat tu s nejvhodnéjsim
nejvyssim studentem podle d(v, v;;). Jelikoz se hladiny ne-
prolinaji, mtuzeme kazdou feSit zv1ast.

No a jakou kouzelnou datovou strukturu pouzijeme, kterd
umi najit a odstranit maximum a pridat prvek? No prece
haldu! O té si muZete pfecist v nasi kuchaice o haldé a
cestach.* Umi piidavat prvky a odebirat maximum v ¢ase
O(log N), my ale mame v kazdé hladiné hladiné maximalné
O(2) studentti, coz déva slozitost operaci v O(H). Pro nas
je ale dulezité, ze umi najit maximum v konstantnim case.

U studentt v haldé ale zatim nevime na jaké pozici stoji.
Budeme si kvili tomu v haldé uklddat dvojici ¢isel (vij, j).
To nam zaroven pomiize, az bude vice nejvyssich student
v hladiné. Porovnani dvojic se bude provadét lexikograficky
— primarné podle v;;, sekundarné podle j. Vétsina progra-
movacich jazykt by se takhle ke dvojicim chovala sama.

Shrnuti
N4&s algoritmus bude vypadat nasledovné:

Pro kazdou hladinu zalozime haldu a vSechny jeji studenty
do ni nah4zime (opatrng).

Poté pro kazdého prichoziho studenta s vyskou v projdeme
vSechny hladiny, kde na hladiné ¢ nam halda fekne stu-
denta na pozici j s maximalni vyskou. Z nich vybereme
hladinu, kde bude 7}_2# miniméalni. Ve vybrané haldé od-
stranime maximum a piiddme (v, j). Nakonec triumfélné
vracime vybrané (i, j) a pokrac¢ujeme na dalsiho studenta.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-4-3.cpp

Ulohu pripravili: Adam Jahoda, Matis Pull


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-4-3.cpp
https://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

38-4-4 Alokator

O kazdem bloku paméti si potfebujeme pamatovat t¥i para-
metry: adresu zac¢atku bloku, délku a stav (obsazeny nebo
volny). Jelikoz alokace potiebuje vyhleddvat podle velikos-
ti, zatimco ostatni operace podle poradi nebo adres, bloky
budeme ukladat do dvou datovych struktur.

Adresovd struktura si bude pamatovat bloky usporadané
podle adresy a bude umét nasledujici operace:

e Insert a Delete — vlozi/smaze blok s danymi parametry.

o SeekLeft(x) — najde posledni blok s adresou mensi nebo
rovnou = (pokud hledany blok neexistuje, je vysledkem
specialni hodnota ); podobné pro dalsi operace).

e SeekRight(x) — najde prvni blok s adresou vétsi nebo rov-
nou x.

e Select(i) — najde i-ty blok v poradi.

e Preu(

b) — najde predchidce bloku b.
e Next(b)

— najde naslednika bloku b.

Délkovd struktura tytéz bloky seradi primarné podle veli-
kosti, sekundarné podle adresy. Bude umét tytéz operace,
jen budou pracovat s délkami misto adres.

Kdykoliv blok vznikne, zanikne, nebo zméni stav, musime
aktualizovat obé datové struktury. To v nejhorsim pripadé
obnasi jeden Insert a jeden Delete na kazdé struktufte.

Nyni si rozmyslime, jak pomoci nasich dvou struktur vy-
tvorit alokator:

e Alokace bloku velikosti d nalezne pomoci SeekRight v dél-
kové struktufe nejmensi blok velikosti aspon d. Pokud méa
délku pfesné d, staci ho prohlasit za obsazeny. Jinak ho
musime rozdélit na obsazeny blok a volny zbytek. To ob-
nasi Delete a dva Inserty.

Uvolnéni i-tého bloku naopak hleda v adresové strukture.
Nejprve pomoci Selectu blok najde. Pak ho zméni na vol-
ny. Poté se pomoci Prev zepté na predchozi blok; paklize
existuje a je také volny, oba bloky spoji (2 x Delete a
Insert). Nakonec udéla totéz s naslednikem pomoci Next.

® Vyhleddni bloku, ktery obsahuje zadanou adresu, provede
SeekLeft na adresové strukture.

Vidime tedy, ze kazdou operaci alokatoru umime prevést
na O(1) operaci na datovych strukturach.

Zbyva zvolit konkrétni datové struktury. Pouzijeme staré
dobré binarni vyhledévaci stromy. Budeme je udrzovat vy-
véazené (tfeba jako AVL strom), abychom zajistili hloubku
O(log K), kde K je aktuélni pocet bloki.

Navic si v kazdém vrcholu v budeme pamatovat size(v) uda-
vajici, kolik méa tento vrchol potomki (véetné sebe sama).

https://mj.ucw.cz/vyuka/ga/7-ram.pdf]

https://www.academia.edu/download/70418564/tr_291

.pdf]
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Vsimnéte si, ze prii rotacich béhem vyvazovani dokazeme
size vzdy prepocitat ze size v détech.

Jednotlivé operace implementujeme takto:

e [nsert provadime standardné: vyhledame spravné misto,
tam pridame list a pak se vracime do kofene, pficemz
jednak vyvazujeme, ale také zvysujeme size o 1 vSem vr-
cholim, pres které jsme prosli.

® Delete je také standardni, jen na cesté do kofene snizu-

jeme size.
o SeekLeft(x) popiSseme rekurzivng: ve stromu, jehoZ kofen
obsahuje kli¢ k, nejprve porovname k s x. Paklize z < k,
zavolame rekurzivné SeekLeft na levém podstromu. Po-
kud z = k, je hledanym vrcholem kofen. A pro x > k
zavolame SeekLeft na pravém podstromu a pokud vra-
ti 0, je Fesenim kofen.
SeekRight(x) je symetricky k SeekLeft.

Select(i) — opét rekurzivné: porovname ¢ se size levého
ditéte kotene. Je-li i < size, budeme rekurzivné hledat i-
ty prvek levého podstromu. Pro i = size + 1 je odpovédi
kofen. A pro ¢ > size+1 rekurzivné hledame (i — size—1)-
ty prvek pravého podstromu.

Preuv(b) — prevedeme na SeekLeft(a — 1), kde a je adresa
bloku b (v délkovém stromu ani Prev, ani Next nepouzi-
vame).

e Next(b) — podobné prevedeme na SeekRight(a + 1).

Kazd4 operace travi ¢as O(1) na jedné hladiné stromu, cel-
kem tedy O(log K). To je tedy i sloZitost operaci alokatoru.

Logaritmicka slozitost je pfijemné nizka, ale presto nam
@ v mysli hryze c¢ervicek pochybnosti, zda to nejde rych-
leji. Inu, tak trochu .... Pfedevsim se ndm budou hodit
van Emde Boasovy stromy.? Ty si pamatuji podmnozinu
univerza {0,...,U —1} s operacemi Insert, Delete, SeekLeft
a SeekRight, tim paddem i Prev a Next, v ¢ase O(loglogU).
Univerzem jsou v nasem piipadé adresy a délky, oboji v roz-
sahu velikosti paméti, coz podle zadani znac¢ime P. To dava
¢as O(loglog P), coz je lepsi nez O(log K) pro K > log P.
To je realisticky pfedpoklad — alokovanych blokid bude nej-
spis vic, nez je logaritmus velikosti paméti.

Jenze ouha: autor rozhrani alokatoru byl tak trochu nesika,
takze Free urcuje uvoliiovany blok poradovym ¢islem misto
daleko prakti¢téjsi adresy. Proto potfebujeme i Select, ale
ten uz ve vEB stromu efektivné neumime. Nejlepsi zndméa
struktura podporujici Insert, Delete a Select pochazi z Di-
etzova ¢lanku Optimal Algorithms for List Indexing and
Subset Rank,’ pracuje v ¢ase O(logU/loglogU) a vi se, Ze
jeji slozitost optimalni. Alokator s touto strukturou by te-
dy bézel v éase O(log P/ loglog P). To je lepsi nez O(log K)
pro K > P1/108198 P o7 nejspis nékdy platit bude, a jindy
ne.

Mizeme si tedy poridit hybridni datovou strukturu, ktera
zacne s vyhledavacim stromem a pii prekroceni néjakého
hrani¢niho poc¢tu blokid H pfepne na kombinaci vEB stro-
mu s Dietzovou strukturou (to vyZaduje prebudovéani celé
struktury, coZ lze amortizovat pfes vSech H bloki). Pak do-
staneme slozitost alokatoru O(min(log K, log P/ loglog P)).

Ulohu pripravili: Martin ,Med-
véd“ Mares, Matus Pull


https://mj.ucw.cz/vyuka/ga/7-ram.pdf
https://www.academia.edu/download/70418564/tr_291.pdf

38-4-S Univerzalni heSovani

Ukol 1: Univerzalita tabelace

Méjme néjaka dvé kt-bitova ¢isla x a y, kterd si rozdélime
na t-bitové ¢asti z1, ...,z a y1,.. ., Y. Aby doslo ke kolizi,
musi platit

k k
@ Tilzi] = @ T;[ys]-

Jelikoz x a y jsou rizna, musi pro néjaké j platit =; # y;.
Podminku pro kolizi tedy miizeme napsat jako

P rilwi] | @ Tjlz)

i#]

Pyl | @ Tyly),
i#

z ¢ehoz si vyjadiime T;[y;| takto:

Tily;) = | D Tilw | @ Tylesl @ | P Tilwil

i#j i#£j]

Zvolit nahodnou hesovaci funkci do 2° piihradek znamena
vyplnit tabulky ndhodnymi b-bitovymi ¢isly. Predstavime
si, ze tabulky vypliujeme tak, Ze Tj[y;] zvolime jako po-
sledni. Af uz jsme ostatni polozky vyplnili jakkoliv, vzdy
existuje pravé jedna volba Tj[y;| z 2° mozmosti, pro kterou
je nase rovnost splnéna.

Kolize tedy nastane s pravdépodobnosti 1/2°, coz je presné
to, co vyzaduje 1-univerzalita.

Ukol 2: Hledani duplikita

Algoritmus se bude sklddat ze dvou prichodd. V prvnim
pruchodu budeme duplikéaty hledat Bloomovym filtrem. Do
néj budeme vkladat vSechny zaznamy ze vstupu a kdykoliv
filtr usoudi, ze uz zaznam vidél, pfidame zaznam mezi kan-
didaty na duplikat. Mezi kandidaty budou vsechny skute¢né
duplikaty, ale kvuli nepfesnosti filtru se tam mohou dostat
i dal$i zaznamy. Kandidaty si budeme udrzovat v néjaké
dalsi datové struktuie (jeSté upfesnime).

V druhém priichodu znovu pieéteme cely vstup a spoc¢itame
vyskyty vSech kandidati. Nakonec vypiseme ty kandidaty,
ktefi se vyskytli asponi dvakrat.

Ted zvolime parametry Bloomova filtru. Bude to vicepés-
movy filtr. Kazdé pasmo si pofidi své tabela¢ni heSovani:
32B zéznamy rozdélime na jednotlivé bajty, kazdym baj-
tem budeme indexovat samostatnou tabulku. Jedna heso-
vaci funkce tedy pouzije 32 tabulek o 256 polozkach po 4 B,
které zabiraji celkem 32 KiB.

Jelikoz tabelace je l-univerzalni a jedno pasmo mé mit
pravdépodobnost chyby 1/2, vychézi pro 10° zdznami ve-
likost pasma 2 - 10° bitt. To je 1/4 GiB, ve srovnani s tim
mizeme velikost tabulek zanedbat.

Pocet pasem zvolime rovny 8. Tehdy dosdhneme pravdé-
podobnosti chyby (1/2)8 = 1/256 a cely filtr bude mé¥it
2 GiB, tedy polovinu dostupné paméti.

Druhou polovinu paméti vyuzijeme na ulozeni mnoziny kan-
didatd. Nejprve odhadnéme, kolik jich bude. Kdyby vsech-
ny zaznamy byly navzajem rizné, kandidati by vznikali
pouze chybami Bloomova filtru. Téch nastane v primeéru
10%/256 = 232 /28 = 224 = 16106, takZe zabiraji v priméru
16 - 10% - 32 B = 512 MiB = 0.5 GiB. Rezie datové struk-
tury (vyhledavaciho stromu nebo heSovaci tabulky) bude
v porovnani s velikosti zdznamu zanedbatelna.

Pokud ale budeme mit smtlu, nasbirdme kandidat mno-
hem vic. Stanovime si proto limit na velikost mnoziny kan-
didatd na dvojnasobek primeéru, coz porad zaruci spotiebu
paméti nejvys 1 GiB. A pokud limit pfekroc¢ime, zastavime
sbér kandidatt a rovnou zacneme pocitat jejich vyskyty.
Pokud pritom neobjevime zadny skuteény duplikat, usou-
dime, Ze jsme si vybrali $patnou heSovaci funkci, a spustime
cely algoritmus znovu.

Jaka je pravdépodobnost, Ze se to stane? Podle Markovovy
nerovnosti je to nejvyse 1/2. Tim paddem podle Lemmatu
0 dzbanu bude primérny pocet spusténi algoritmu nejvy-
Se 2.

Celkem jsme tedy spotfebovali 3 a kousek gigabytu pameé-
ti. Zbyva odhadnout ¢asovou slozitost. Prace s Bloomovym
filtrem nés stoji konstantni ¢as na zaznam, prace s mno-
zinou kandidatt primérné konstantni ¢as, pokud si ji pa-
matujeme v heSovaci tabulce. A cely algoritmus primérné
konstanta-krat zopakujeme. Celkové je tedy priamérné line-
arni. (Ehm, pocet zdznamu byl zadan jako konstanta, takze
je slozitost vlastné konstantni :))

Ukol 3: Testovani perfektnosti

Méme funkci, ktera n prvki hazi do cn? ptihradek pro né-
jakou konstantu ¢, a chceme zjistit, jestli je prosta. Staci
Cisla piihradek zapsat v soustavé o zdkladu z = [y/en].
Jelikoz 22 > cn?, é&isla budou mit 2 &islice. Tim padem je
muzeme setfidit dvouprichodovym pfihradkovym tiidénim
se z pfihradkami. To bude trvat ¢as O(2(n + z)) = O(n).

Ukol 4: T¥idéni realnych &isel

Rozhazovéani do ptihrddek stoji O(n) ¢asu, bublinkové tii-
déni O(>, N?), kde N; je pocet prvki v i-té piihradce.

Chceme spoéitat E[>", N?] = >, E[N?]. Z rozboru perfekt-
niho hesovani vime, ze pro 1-univerzalni systém hesovacich
funkci je tato suma v O(n). My ovSem do pfihradek roz-
délujeme rovnomérné ndhodna cisla, takze kolize vznikaji
se stejnou pravdépodobnosti jako pro 1-univerzalni systém.
Musi to tedy dopadnout stejné.

Ulohu p¥ipravil: Martin ,Medvéd“ Mares
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