Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

38. rocnik KSP Kvéten 2026

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam paté ¢islo hlavni kategorie 38. ro¢niku KSP.

A7 si budete venku uzivat teplych dnii, nezapomeriite si s sebou pfibalit i toto zadéni, ve
kterém naleznete posledni sadu tloh tohoto ro¢niku. Ziskate dostatec¢ny pocet bodt a diplom
tspésného resitele? Pojedete na Podzimni soustiedéni? At uz to vyjde nebo ne, doufame,
7e jste si z feSeni tohoto ro¢niku odnesli nové znalosti a zkuSenosti a Ze nepovazujete cas
straveny nad tlohami za promarnény.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Y/
Za Gspésné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym \?§ //?)
fesitelem se stdva ten, kdo ziskd za cely ro¢nik (hlavni kategorie) alesponi 50 % bodi. Za & Z/‘,\/ \\{\
letosni rok pujde ziskat maximalné 300 bodu, takze hranice pro uspésné fesitele je 150. . '
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté (RT3 .
série, pata uz bude moc pozdé. Také kazdému resiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série Q7; \ B B/_/A )\}
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi V"V ﬁ\f N 77”“/1,%? i
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Termin série: 14. éervna 2026 ve 32:00 (tedy dalSi rano v 8:00)

Pies web na adrese pittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|
Praktickd open-data tloha

Odevzdavani:

Znacky dloh: () Lehdi tloha (¢ jeji ¢ast) vhodna pro zacatecniky

é Uloha, u které doporuéujeme zacist se do kuchaiky Q Seridlové tloha

%

6 Experimentalni (neobvykla) tloha

Pata série tficatého osmého roc¢niku KSP

Dostanete kédovani mraku M jako fetézec D znakt, a se-

8 bodu

38-5-1 Rozmanity mrak

Jednodimenzionalni Kevin jednoho jednodimenzionél-
‘é niho dne zkoumal jednodimenzionalni oblohu. Zrovna
na ni (smérem doleva) pfiplul krdsny rozmanity jednodi-
menzionalni mrak. Kevin v ném s nadSenim rozpoznaval
zviratka. Treba nalevo rozpoznal kocicku, kdyz si ale od-
myslel jeji hlavicku, vidél tam hada, kdyz zase k télicku
zvazil ptidat i kousek napravo, co vypadal jako hroch, vy-
padalo to jako kockopes.

Takovych zviratek vidél Kevin na mraku spoustu. Po chvili
ho ale napadlo, jestli jsou na mraku zvifatka aplné vsude?
Pomozte Kevinovi zjistit, zda kazdicky kousek mraku je
soucasti alespon jednoho tseku, ktery vypada jako zvifatko.

Toto je teoreticka uloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-texty

1=

znam kodovani N zviratek Zi,...,Zn, kazdé z nich také
jako Fetézec znakt. Protoze jednodimenzionalni védci zjis-
tili, Ze existuje praveé 26 typt kousku mraku, znaky jsou pro
jednoduchost mald pismena anglické abecedy. Vasim tko-
lem je zjistit, zda je cely mrak pokryty zviratky, nebo se to
Kevinovi jen zda.

U reseni se vam jisté bude hodit precist si nasi kucharku
o hledani v textu.! Doporudujeme si ovéfit, ze nedélate v
feSeni zadné zbytecné kroky kazici ¢asovou slozitost.



https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu

38-5-2 Garazovy vyprodej 10 bodu

ho!

Prvni nabizeny algoritmus mé za tkol najit komponenty
silné souvislosti v orientovaném grafu.? Dostane na vstupu
orientovany graf G a funguje nasledovné:

Kevinova kamarada Prokopa zaujala vyhodna nabidka
v garazovém vyprodeji: ,Dva algoritmy za cenu jedno-

1. Sestroj graf GT s obracenymi hranami.

. Z < prazdny zasobnik

. Pro vSechny vrcholy v € G nastav komponenta(v) «+
nedefinovano.

. Pro v8echny vrcholy v:

Pokud DFS jesté nenavstivilo v:

6. Spust DFS v GT' z vrcholu v. Pii uzavieni kaz-
dého vrcholu jej vloz do Z.
7. Postupné odebirame vrcholy ze zasobniku Z a pro

kazdy takovy vrchol v:

8. Pokud komponenta(v) = nedefinovano:

9. Spust DFS v G z vrcholu v, pfiéemz DFS vstu-
puje jen do vrcholi u s nedefinovanou hodnotou
komponenta(u) a tuto hodnotu pfepisuje na v.

10. Vystup: komponenta(v) ted kazdému vrcholu v dava

identifikdtor jeho komponenty silné souvislosti.

Tento algoritmus skutecné funguje (a mizete si o ném pre-
&ist vice v Pritvodci labyrintem algoritmi v oddilu 5.9). M4
to ale jeden héacek: algoritmus jako podproceduru vyuziva
DFS, které prodejce nemé v nabidce. Druhy algoritmus v
cené je proto BFS se zasobnikem. Prodejce tvrdi, ,,Mam
jenom BFS/ ale to pfece nevadi. Vyménim v ném frontu za
zasobnik a vznikne DFS, ne?*“ Takhle vypada ,DFS“, které
se pouzije v nabizeném algoritmu:

1. Vstup: Graf G a jeho vrchol w.

2. S - zasobnik s jedinym prvkem u

3. Ozna¢ vrchol u jako navstiveny.

4. Dokud je zasobnik S neprazdny:

Odeber ze S vrchol a oznac¢ ho v.

Pro vS8echny vrcholy w, do kterych z v vede hrana:

Pokud w jesté neni oznacen jako navstiveny:

Ozna¢ w jako navstiveny.
Pridej w do S.

Uzavrent vrcholu v.

© XN oo

10.

Prokop je nadseny, ze ziska tyhle dva algoritmy v cené jed-
noho, ale Kevinovi se to nezda. Je pfesvédceny, Ze s timhle
falesnym ,,DFS“ algoritmus nemusi najit komponenty silné
souvislosti. Chce Prokopovi ukazat, jak zradny ten algorit-
mus je, a my mu s tim pomiZzeme.

Od toho, v jakém poradi algoritmus prochédzi vrcholy (ve
¢tvrtém fadku prvniho algoritmu a v Sestém Fadku fales-
ného DFS), se odviji, zda spravné rozdéli graf na kompo-
nenty silné souvislosti. Na vstupu dostanete graf a vasim
tkolem je najit dvé specifickd pofadi vrchold. Prvni poradi
ma tento zradny algoritmus dovést ke spravnému rozdéleni
grafu na komponenty, druhé pofadi ho méa donutit selhat.
Slibujeme, ze obé potfadi pijde pro nase vstupy najit. Tim
urcité Prokopa presvéd¢ime, aby si algoritmy nekoupil. Ne-
ni prece nic zradnéjsiho, nez chybny algoritmus, ktery ale
za urcitych okolnosti uspéje.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu:

Na prvnim fadku dostanete dvé kladna ¢isla N a M. Zada-
ny graf ma N vrcholi pojmenovanych 1 az N. Na dalsich
M fadcich je vyjmenovanych jeho M orientovanych hran.

Formdt vystupu:

Na vystup vypiste dva Ffadky. Prvni by mél obsahovat po-
fadi vrchold, tedy ¢isla od 1 do N, oddélend mezerou, na
kterém popsany algoritmus uspéje. Na druhém radku by-
chom chtéli mit pofadi, na kterém neuspéje, tedy vrcholy
rozdéli do skupin, které nejsou silné souvislé komponen-
ty. Algoritmus pfitom s pofadim pracuje ve ¢tvrtém radku
prvniho algoritmu a v Sestém fadku falesného ,DFS“, kde
slouzi na sefazeni naslednikt vrcholu v.

Ukazkovy vystup:
123
213

Ukazkovy vstup:
33

w N =
N W N

Zadany graf ma dvé komponenty silné souvislosti — {1} a
{2,3}. Kdyz se algoritmus bude fidit prvnim potfadim, nej-
prve ,DFS“ v GT spusti pro vrchol 1. Z toho v G nevede
zddné hrana, takze bude rovnou uzavieny a vlozeny do Z.
Potom se ,DFS“ v G7 spusti pro vrchol 2, &im# se do Z
vlozi vrcholy 2 a 3.

Algoritmus pak postupné odebird vrcholy ze Z a pousti
na nich ,DFS* v G. Prvni na fadu pfijde vrchol 3, ze
kterého je dostupny jen vrchol 2, tedy komponenta(3)
komponenta(2) = 3. Potom se jesté spusti ,DFS“ pro vr-
chol 1, ¢imz se ozna¢i komponenta(l) = 1. \DFS“ uz se
nezavola pro vrchol 2, protoze ten uz ma oznacenou kompo-
nentu. Vrcholy jsou tak korektné rozdélené na komponentu
»1¢, kterd obsahuje vrchol 1, a komponentu ,,3“, ktera se-
stava z vrcholid 2 a 3.

Pro druhé poradi algoritmus selze, protoze vrcholy se do
Z vlozi v poradi 2, 3,1, takze vrchol 1 bude ze Z odebra-
ny jako prvni, a z né uz ,,DFS* prejde i do vrcholi 2 a
3, ¢imz budou vSechny vrcholy nespravné pfifazeny stejné
komponenté ,1¢.



https://pruvodce.ucw.cz/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

38-5-3 Nespolehlivé autobusy 13 bodu

Kevin se vraci domi z no¢ni prochazky po svém oblibeném
evropském hlavnim mésté. Protoze uz ho boli nohy, tak k
cesté domi planuje vyuzit mistni husté sité autobusi. Pro
zjednoduseni orientace v dopravé nedéavno dopravni podnik
zavedl opatreni, ze kazdy spoj bude mit jen dvé zastavky,
jednu nastupni a jednu vystupni. Kevin ale ze svych zkuse-
nosti vi, ze takto pozdé vecer existuje pravdépodobnost, ze
fidi¢ autobusu béhem prestavky usne a autobus pak nepfi-
jede. Poradite mu, jak maximalizovat pravdépodobnost, ze
se Kevin do ptlnoci dostane domu?

Kevin ma k dispozici tabulku jizdnich fadd, kde je pro kaz-
dy spoj uvedeno misto a ¢as odjezdu a misto a cas prijezdu.
Prirozené je ¢as ptijezdu vzdy ostie vétsi nez Cas odjezdu a
ze zastavky je v jeden c¢as napldnovan vzdy nejvyse jeden
odjezd. Ke kazdému autobusu navic na zakladé svych zku-
Senosti Kevin dopsal, s jakou pravdépodobnosti pojede. To,
jestli néjaky autobus pojede, nema zadny vliv na dalsi auto-
busy — forméalné jsou tedy piijezdy autobusu nezavislé jevy.
Autobusy s bdélymi Fidi¢i jezdi na vtefinu pfesné, takze
Kevin zjisti, zda autobus jede nebo ne, pfesné v okamziku
planovaného odjezdu.

Vasim tkolem je navrhnout interaktivni algoritmus, ktery
Kevinovi bude radit, jak se méa chovat. Nejprve do néj Kevin
zadé jizdni Tady s pravdépodobnostmi, nidzev zastavky, na
které zacina, a nazev zastavky na které kde chce skoncit.
Vas program by pak mél Kevinovi fici, kterym spojem méa
jet jako prvni. Kevin pak pocka do jeho planovaného ptijedu
a do programu zad4, ze se autobusem svezl, nebo Ze autobus
nepfijel. Program pak vypise dalsi spoj, kterym ma Kevin
jet, a tak dale. Jakmile Kevin dorazi domi, nebo zacne
byt nemozné, aby dorazil do pulnoci, tak to ma program
zahlasit a skoncit.

Popis jizdniho fadu by mohl vypadat naptiklad takto:
Spoj 001: z A v 19:00 do B v 19:10 (60 %)

Spoj 002: z B v 19:15 do Z v 20:00 (10 %)
Spoj 003: z B v 19:20 do A v 19:30 (100 %)
Spoj 004: z A v 19:45 do Z v 20:10 (80 %)

Chci z A do Z, je 18:55.

V ukézkovém jizdnim Fadu existuje spoj 004 z A do Z, co je-
de s vysokou pravdépodobnosti 80 %. Vyplati se ale nejprve
zkusit jet spojem 001 a 002, coz mé sice pravdépodobnost
tspéchu jen 6 %, ale pokud spoj 002 nepfijede, tak se mtiZze-
me jisté autobusem 003 vratit zpatky do A a spoj 004 pouzit
stejné. Tato strategie bude mit pravdépodobnost tspéchu
81,2 %.

Interakce Kevina s programem by pak tedy mohla vypadat
napfiiklad takto:

Jed spojem 001.

> Jedu.

Jed spojem 002.

> Neptijel.

Jed spojem 003.

> Jedu.

Jed spojem 004.

> Neptijel.

Mas smilu, musiS pésky.

Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

Ve svém popisu algoritmu mizete pfedpokladat, Ze s redlny-
mi ¢isly, naptiklad s pravdépodobnostmi, muizete provadét
aritmetické operace s neomezenou piesnosti v konstantnim
case. Muzete také predpokladat, ze zastavky a casy dosta-
nete zadané jako pfirozens é&isla. Casovou sloZitost uréujte
vzhledem k poctu spoji a pocitejte ji za cely béh programu
dohromady.

[ EVOBOK
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14 bodu
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ﬁ V hrosi 1isi v néjakém paralelnim vesmiru se pravé kona
W1l soustfedéni hrocht v hroseni. Tato udalost je velika —
kazdy rok se tam schazi tisice hrochii a pométuji se v této
kralovské discipliné. Nejlepsich vysledku lze dosdhnout tak,
ze si hrosi napiSou program, ktery jim s hrosenim co nej-
vice pomuze — proto kazdy hroch potfebuje sviij notebook.
Prestoze tento pozadavek byl v pozvance silné zddraznén,
nasli se taci, ktefi si zadny notebook nevzali. Orgové vsak s
timto jiz dopfedu pocitali a maji velké mnozstvi notebookt
v zaloze.

Méme tu vsak jisty zadrhel. Vime, Ze je spousta tcastniki,
ktefi maji velmi radi sva okna nebo velmi radi své tu¢naky,
a to tak moc, ze pokud jejich kamaradd nema stejny ope-
ra¢ni systém jako oni, za¢nou na néj nadavat, ze pouziva
systém, ktery Spehuje a vyuziva uzivatele, nebo Zze ma sys-
tém, na kterém nespusti software od Adobe. Orgové tedy
chtéji rozdat notebooky tak, aby celkem bylo mezi kamara-
dy co nejméné konflikti. Kazdému hrochu, ktery si nevzal
notebook, je jedno, co dostane za systém, hlavné ze ma
notebook.

Zadani tedy zni: mame neorientovany graf tvoreny N hro-
chy a M kamaradskymi vazbami mezi nimi. Kazdy hroch
bud mé notebook s Linuxem, s Windows, nebo si notebook
zapomnél. Vasim tkolem je pfifadit vS§em hrochiim bez no-
tebooku Linux nebo Windows tak, abychom minimalizovali
celkovy pocet hran mezi hrochy s Windows a Linuxem.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu:

Na prvni fadce dostanete ¢islo V. Na dalsim fadku pak bu-
de N znaki, kde i-ty znak bud znadi, Ze i-ty hroch mé bud
Linux (znak L), Windows (znak W), nebo je bez notebooku
(znak B). Na dalsim fddku pak dostanete ¢islo M a pod
nim M Fadkid. Na kazdém z téchto fadkt pak mame cisla
u; a v;, kterd znadi, Ze hroSi u; a v; jsou pféatelé (hrochy
poditame od nuly).

Formadt vystupu:

Na vystup vratte N znakd, kde i-ty znak znadi, zda i-t§
hroch ma notebook s Linuxem ¢i Windows.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo

Ukazkovy vstup:
10

WWLBLWBLLL
15

Ukazkovy vystup:
WWLLLWLLLL

WP NWPHPOOOWFL ONNOOU WWw
OO ~N 01O 00N O NNOWOOWwPd o

V ukazkovém vstupu jsou hrosi 3 a 6 bez notebooku. Pokud
obéma dame notebook s Linuxem, budeme celkem mit 6
konflikti, coz je optimalni.

38-5-S HeSovani Fetézcu 15 bodu

V minulém dilu seridlu jsme studovali univerzalni sys-

témy hesovacich funkei pro éisla. Ted si ukdZeme, jak
hesovat posloupnosti ¢isel a fetézce znakt a co se s tim da
vyvadét zajimavého.

Polynomialni heSovani

Nejdfiv budeme hesovat uspoiadané k-tice (x4, ..., zx). Je-
jich slozky budou budto ¢&isla, nebo znaky, které si také
prevedeme na cisla. Kazdopadné je miizeme povazovat za
prvky néjakého konecného télesa Z, pro dost velké prvocis-
lo p.

Potidime si systém heSovacich funkei {h, | a € Z,}, které
vypadaji nasledovné. Ve pocitdme v Z,, tedy modulo p.
Parametr a budeme jako obvykle volit ndhodné ze Z,.

k

g z;-al

=1

ha(z1, ..., 2K)

Sumu mizeme rozepsat takto:

k-1 k—2 1 0
xr1a + x2a + ...+ 210 + xR0

To je polynom v promeénné a, jehoz koeficienty jsou slozky
k-tice. Proto se celému systému tika polynomidini hesovdni.
Uvazujme, jestli je polynomialni heSovani c-univerzalni pro
néjaké c. Bude se ndm hodit standardni véta z algebry (kte-
rou nebudeme dokazovat):

Véta: Nenulovy polynom stupné d nad libovolnym télesem
ma nejvyse d korent.

Co tato véta znamena? Stupern polynomu je nejvyssi mocni-
na proménné, ktera se v ném vyskytuje. Nenulovy znamena,

Ze aspon jeden koeficient nenf nula. A kofen polynomu p(t)
je takové t, pro néz p(t) = 0.

Definice c-univerzality po nas chce, abychom pro kazdé dvé
rizné k-tice (x1,...,2%) a (y1,...,yr) omezili pravdépo-
dobnost toho, ze pro ndhodné a nastane kolize

ha (.’L‘l, ..

. axk) - ha(ylv"' ayk>

Do toho dosadime definici h, a ziskame:

210F  mpa" 4 aa® = y1a" T ypd TP ynd,

coz po prevedeni pravé strany nalevo dava:

(x1—y1)-a" P4 (o — o) "2+ .+ (zp—yr) - a® = 0.

Leva strana je polynom v proménné a, ktery ma stupen
maximélné k — 1 (miZe byt nizsi, pokud zx = yi). JelikoZ
aspon pro jedno i je x; rizné od y;, polynom neni nulovy.
Kofeny polynomu jsou ta a, pro ktera rovnost plati, a podle
véty jich je nejvyse k—1. Parametr a ovSem volime nahodné
z p-prvkového télesa. Proto pravdépodobnost, Ze nastane
kolize, je nejvyse (k —1)/p.

Zjistili jsme tedy, ze polynomidlni hesovdani je c-univerzdalni
pro ¢ k — 1. Vétsinou ho budeme prohlasovat za k-
univerzalni, coz je slabsi vlastnost, ale 1épe se s ni pracuje.

To ndm déva pouzitelné heSovaci funkce (alespori pokud k
neni moc velké), ale pozor, ze ¢asova slozitost vypoctu funk-
ce uz neni konstanta, nybrz O(k).

Jesté dodejme, Ze praktické implementace ¢asto misto mo-
dulo prvodéislo poéitaji modulo néjakd mocnina dvojky (t¥e-
ba 2%, pokud pracujeme s b-bitovymi é&isly). Tehdy se nejed-
na o téleso, takze nemizeme vyuzivat véty o polynomech
v télese, a diky tomu zarucit univerzalitu. Nicméné expe-
rimenty ukazuji, Ze se takové funkce stale chovaji dobie a
jsou rychlejsi.

HeSovani Fetézcu

Co kdybychom hesovali posloupnosti nebo Fetézce, které
nemaji pevnou délku k? Pokud vime, Ze vSechny délky bu-
dou shora omezené néjakym maximem M, mizeme vSechny
fetézce doplnit ,mezerami“ na délku M a hesovat poly-
nomialné. Mezerou myslime hodnotu, ktera se v fetézcich
nevyskytuje.

Tak ziskdme M-univerzalni heSovani, ale bohuzel je dost
pomalé: i kratické fetézce heSujeme v éase O(M). Pomoc
je snadna: pro mezeru si vybereme cislo 0, takze ¢leny po-
lynomd s mezerami mtizeme vynechat. Pak uz hesovani k-
prvkového fetézce potrva O(k).

Ukol 1 [3b]: Predstavte si, ze znate h, () pro né&jaky feté-
zec «. Ukazte, jak v konstantnim ¢ase spocitat h, (o) pro
fetézce o, které vzniknou z « pfiddnim znaku na konec
nebo odebranim ze zacatku. Nezapomente, ze h, se pocita
modulo p.

Rabinuv-Karpuv algoritmus

Na polynomialnich hesovacich funkcich je zalozeny pékny
algoritmus na vyhledavani v textu. Mé&jme Fetézec o (seno),
ve kterém chceme najit vSechny vyskyty Fetézce ¢ (jehla)
jako souvisly podretézec. Oznacme J délku jehly a S délku
sena.

Vezmeme heSovaci funkci h, v télese Z, pro dost velké p
a ndhodné a € Z,. Spocitdme si hes jehly, pojedeme po
sené ,okénkem® délky J a budeme prepocitavat hes okén-
ka. Z ptedchoziho tkolu plyne, ze se pii posunuti okénka



o znak doprava da jeho hes pfepocitat v konstantnim ca-
se. A kdykoliv se he$ okénka rovna hesi jehly, znamend to
budto nalezeny vyskyt, nebo kolizi hesovaci funkce (téch
snad nebude mnoho). Abychom tyto dva pfipady rozlisili,
porovname obsah okénka s jehlou znak po znaku.

Ukol 2 [2b]: Spoéitejte priimérnou ¢asovou slozitost algo-
ritmu v zavislosti na délce jehly J, délce sena S, poctu
vyskytt V' a prvocislu p. Jak byste nastavili p, aby ¢as vy-
plytvany na kolizich byl zanedbatelny?

.
(©)

Izomorfismus binarnich stromu

Uvazujme c¢isté bindarni stromy. To jsou zakofenéné stromy,
v nichz kazdy vnitin{ vrchol (takovy, co neni list) mé pravé
dvé déti. Otocent vnitiniho vrcholu nazveme operaci, kte-
r4 prohodi jeho déti véetné jejich podstromii (podstromem
myslime dité se vSemi jeho potomky). Dva stromy jsou izo-
morfni, pokud jeden muzeme z druhého vyrobit néjakou
posloupnosti otoceni vrcholt.

Napriklad na nasledujicim obréazku je prvni strom izomorfni
s druhym, ale ne s tfetim:

Hledejme algoritmus, ktery pro dva stromy rozhodne, zda
jsou izomorfni. Postupné vSem vrcholim v obou stromt
pfifadime kody. To budou néjaka ¢isla k(v). Bude platit,
ze dva vrcholy maji stejny kéd pravé tehdy, kdyz jejich
podstromy jsou izomorfni. Izomorfismus celych stroma tedy
pujde rozhodnout porovnanim kédd kotenti.

Nejprve pro vSechny vrcholy spocitame vysky jejich pod-
stromii. To zvladneme prohledanim obou strom@ do hloub-
ky. Kdykoliv budeme opoustét vrchol, pridélime mu vysku.
Je-li to list, vyska bude nulova. Vnitinimu vrcholu ptidéli-
me o 1 vic, nez je maximum z vySek déti. Celé prohleda-
ni zvlddneme v ¢ase O(n), kde n je celkovy pocet vrcholl
v obou stromech.

Vrcholy podle vysek rozdélime na hladiny a v tomto pofa-
di jim budeme pfidélovat kédy. Listtim (vrcholtum vysky 0)
pridélime vsem stejny kod. Kdyz uz méame zakddované vr-
choly vysek 0 az h — 1, mtizeme snadno zakédovat vrcholy
vysky h.

Tém pfidélime nové kédy (vrcholy riznych vysek nemohou
nikdy mit izomorfni podstromy). Oznacme levé a pravé di-
t& vrcholu x jako ¢(z) a p(x) a pFislusné podstromy L(z) a
P(z) Pak dva vrcholy u a v maji dostat stejny kéd, pokud
bud L(x) je izomortni s L(y) a P(z) s P(y), nebo  kiizem*
L(z) s P(y) a P(x) s L(y). Jelikoz déti vrcholu # maji mensi
vysku nez z, uz zname jejich kédy, tedy stac¢i porovnat ne-
uspotadané dvojice {k(£(x)), k(p(x))} a {k(£(y)). k(p(y))}.
Chceme tedy vzit vsechny vrcholy vysky h, kazdému z nich
prifadit neusporadanou dvojici kédu déti, a kazdé skupi-
né vrcholi se stejnou dvojici pridélit jeden novy kéd. To
prevedeme na porovnani usporadanych dvojic tak, ze vzdy

zapiSeme nejdilv mensi z kéda déti a pak ten vétsi. Jeli-
koz nechceme porovnavat kazdou dvojici s kazdou, nabizi
se nasledujici moznosti:

Prvni moznost: Kédy setfidime lexikograficky. Tim se nam
dostanou stejné dvojice k sobé, takze skupiny stejnych dvo-
jic nalezneme snadno. To potrvd O(ny, logny,), kde np, < n
je pocet vrcholi vysky h. V souCtu pres vSechny hladiny
pak O(nlogn).

Druhé moznost: Potidime si datovou strukturu, jez si bude
pamatovat dvojice, kterym uz jsme priradili kéd. A pokaz-
dé, kdyz potkdme novy vrchol, vyhledame jeho dvojici v da-
tové struktufe a bud pouZijeme znamy kdd, nebo pfidélime
novy a zaznamename ho do datové struktury. Pokud dato-
va struktura bude vyhledévaci strom, budou operace s ni
trvat O(logn), a proto kédovani vSech vrchold dohromady
potrva O(nlogn).

Treti moznost: Jako datovou strukturu pouzijeme hesovaci
tabulku. Tehdy bude mit jedna operace prumeérnou slozitost
O(1) a cely algoritmus pramérné O(n).

Ctvrta moznost by byla pouzit sikovné pfihradkové t¥idéni.
Tim by se dala dosahnout casova slozitost celého algoritmu
O(n) v nejhorsim ptipads.

Radéji prozkoumame patou moznost: obzvlasté jednoduchy
pravdépodobnostni algoritmus. Misto datové struktury bu-
deme kédy pfifazovat heSovaci funkei h(ky, k2), které dame
kédy déti k1 a ko a jeji vysledek prohlasime za kod rodi-
¢e. Tehdy bude porad platit, Ze izomorfni stromy dostanou
stejny kdd, ale kolize mohou zptsobit, Ze stejny kdd obcas
dostanou i neizomorfni stromy.

Ukol 3 [3b]: Vyberte pro pravdépodobnostni algoritmus
vhodnou hesovaci funkci, idealné z néjakého univerzalniho
systému nad télesem Z, pro vhodné p. Jakou casovou slo-
zitost bude mit algoritmus? Jaka bude pravdépodobnost,
ze selze, tedy Ze neizomorfnim stromtm pfifadi stejny kod?
Jak byste zvolili p tak, aby pravdépodobnost selhani klesla
pod zadané £7

Ukol 4 [2b]: Piedpokladejme, Ze nas pravdépodobnostni al-
goritmus dobéhl a obéma zadanym stromim vysly stejné
kédy kofent. Vymyslete, jak v ¢ase O(n) pomoci spoci-
tanych hest bud zjistit, ze skuteéné jsou izomorfni, nebo
ze doslo ke kolizi (aniz bychom pouzivali cely komplikova-
ny deterministicky algoritmus na izomorfismus). Co kdy-
bychom v pripadé, Ze izomorfni nebudou, algoritmus znovu
spustili? To uz by nam dalo spolehlivy algoritmus. Jaké by
byla jeho primeérna casova slozitost?

Ukol 5 [2b]: Navrhnéte, jak pridélovani kédi heSovanim roz-
§ifit na stromy s libovolnym poctem déti. Tehdy operace
otoceni vrcholu bude moci libovolné prehézet poradi déti.
Snazte se dosdhnout stejné prumérné slozitosti a podob-
né malé pravdépodobnosti chyby. Tentokrat mutizete pred-
pokladat, ze méate k dispozici dokonale ndhodné hesovaci
funkce do mnoziny {0, ..., m — 1} pro jakékoliv m (nejvyse
polynomiélné velké).

Mezigalakticka kandidatka

Na zavér seridlu si vyzkousime silu pravdépodobnostnich
algoritmil na tloze B6-1-X1] (Mezigalakticka kandidatka).
Prectéte si zadani a prvnich ¢4st zorového feseni, zastavte
se pred nadpisem ,Rozdél a panuj“.
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Ukol 6 [3b]: Ukazte, jak k-slozkové vektory kédovat tak,
aby stejné kédy skoro vzdy odpovidaly stejnym vektorim
a jednim kédem jste travili éas jen O(1). Na tom zaloZte
pravdépodobnostni algoritmus, ktery pobézi v primérném
¢ase O(n) a vyda vzdy spravny vysledek.

Zavérem

Tim kon¢i nas pétidilny vylet do fise pravdépodobnostnich
algoritmi. Vidéli jsme, ze tyto algoritmy dokazi byt v mno-
ha pripadech mnohem jednodussi nez jejich deterministicti

pfibuzni. Ale jednoduchost byvé vykoupena tim, Ze algo-
ritmy jsou rychlé pouze v priiméru, nebo dokonce nemusi
byt iplné spolehlivé.

Dalo by se pokracovat mnoha dalsimi tématy, tfeba tre-
apy, coz jsou pravdépodobnostni vyhledévaci stromy (viz
kuchaika? nebo kapitola 11.6 v Priivodci). Ale to uz je jiny
pfibéh a ten si budeme vypravét zase nékdy jindy.

Martin ,Medved“ Mares

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/treapy
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Recepty z programatorské kucharky: Hledani v textu

Retézec je v podstaté jakakoliv posloupnost symbolil za-
psanda za sebou a s nimi budeme v této kuchafce praco-
vat. Kazdého napadne ,,vyhledavani v textu“ nebo ,hledani
jmen v telefonnim seznamuj ale fetézce najdeme i na niz-
§ich Grovnich informatiky. Napiiklad celé ¢islo zakédované
v bindrni soustavé, které dostaneme na vstupu programu,
je také jen fetézec nul a jednicek.

Jiny priklad pouziti fetézct (a algoritmil s nimi pracujicich)
najdeme v biologii. Naptiklad DNA neni o mnoho vice, nez
chytré uloZeni posloupnosti ¢ty¥ znaki/nukleovych bazi —
chceme-li hledat vzory anebo konkrétni podposloupnosti,
bude se nam hodit znalost zdkladnich algoritma pro praci
s Fetézci.

Nemame bohuzel Sanci vysvétlit vSechny algoritmy s fetéz-
ci, protoze je prili§ mnoho moznych véci, co s fetézci délat.
Pievadénim Fetézcii na cisla (heSovanim) jsme se vénovali
v jiné kuchafce, v této se budeme soustiedit na algoritmy,
které se objevuji spiSe v praci s textem.

Kromé tvodu do prace s fetézci popiseme dva stavebni ka-
meny textovych algoritmt, coz bude datova struktura pro
slovniky — trie a vyhledani v textu s predzpracovanim hle-
daného slova a jeho rozsifeni pro vice slov. S jejich znalosti
néjsich problém.

Jak Fetézce chapat

Kdyz programator déla prvni kriacky, ¢asto moc netusi, co
s témi Fetézci vlastné muize a nesmi délat. V programovacim
jazyce to je jasné — néco mu jazyk dovoli a na néco nejsou
prostiedky. Ale jak to je na drovni ryze teoretické?

Jak jsme si fekli na zac¢atku, fetézec bude posloupnost néja-
kyjch symboli, kterym fikame znaky. Tyto znaky jsou z né-
jaké mnoziny, které fikame abeceda. Abeceda miZe byt jen
{0, 1} pro ¢isla v bindrnim zapisu, klasické {A-Z,a-z} pro
anglickou abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové
sady Unicode, kterd ma az 23! znakt. Nezapominejme, Ze
nejenom pismena a Cislice, ale i mezery a interpunkce jsou
znaky!

Vidime, ze zanedbat velikost abecedy pii odhadu slozitos-
ti by bylo pfilis troufalé, a tak budeme velikost abecedy
oznacovat |X|. Abeceda sama se v textech o Fetézcich ¢asto
znaci feckym X.

O znacich samotnych predpokldaddme, ze jsou dostateéné
malé, abychom s nimi mohli pracovat v konstantnim case,
podobné jako s celymi €isly v ostatnich kuchaikach.

Nyni hlavni otdzka — mame chapat fetézec jako pole znak1,
nebo jako spojovy seznam? Salamounsks odpovéd: miizeme
s nim pracovat tak i tak. Kdyz budeme potfebovat prevést
Fetézec na spojovy seznam (protoze se ndm hodi rychlé pre-
pojovani Fetézctl), tak si jej pfevedeme. Tento pfevod nés
samoziejmé bude stat cas linearné zavisly na délce Fetéz-
ce. Budeme ji déle znacit L; casova slozitost prevodu bude
O(L).

Standardné se ale pocita s tim, ze Fetézec je uloZen v poli
nékde v paméti (jiz od zacatku algoritmu), takze ke kazdé-
mu znaku muzeme pfistupovat v konstantnim case.

Jelikoz jsme Tetézce definovali jako posloupnosti, nesmime
zapominat ani na prdzdny tetézec . A kdyz uz mame feté-

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani

zec, urcité mame i podretézec — souvislou podposloupnost
znaktl jiného fetézce. Napiiklad BAR, RET, € i KABARET jsou
podietézce slova (fetézce) KABARET; KAT vSak podietézcem
neni.

Casto néas budou zajimat dva zvlastni druhy podietézcii.
Pokud ze slova odstranime néjaky souvisly tisek na konci,
vznikne podfetézec, kterému fikame prefiz (Cesky pfedpo-
na), a pokud odstranime néjaky souvisly usek ze zacatku,
dostaneme suffiz neboli pfiponu. RET je suffix slova KABA-
RET, KABA je zase jeho prefixem.

Terminologie dovoluje zepfedu i zezadu odstranit prazdny
fetézec — to znamena, Ze slovo je samo sobé prefixem i su-
flixem. Pokud chceme mluvit o prefixech, suffixech nebo
obecné podretézcich, kde jsme museli alesponi jeden znak
odtrhnout, oznacime takové podietézce jako vlastni.

Pro néktera pouziti fetézct je dulezité, abychom je moh-
li porovnavat — kdyz méame fetézce R a S, chceme umét
rozhodnout, ktery je mensi a ktery je vétsi. Jaké piesné to-
to uspotfddani bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se
pouziva tzv. lexikografické uspordddans.

Pro lexikografické usporadani potiebujeme nejprve zadané
linearni uspofadani na znacich. Tim se mysli takové, kde
jsou v8echny prvky navzajem porovnatelné, a v podstaté to
znamend, ze jsou uspofadany v jedné fadé za sebou (kromé
binarniho 0 < 1 se ¢asto pouziva ,telefonni“ A = a < B =
b < ... < Z = z, které je ovSem linedrni az na velikost
znaki).

Kdyz mame zadané usporadani na znacich, na vSechny fe-
tézce je rozsifime nasledovné: Nejkratsi je prazdny fetézec.
Ostatni fetézce tfidime podle jejich prvniho znaku. Jestli-
ze se prvni znak shoduje, tak podle druhého znaku, atd.
Pokud pfitom znaky jednoho z fetézci dojdou dfiv, pro-
hlasime tento fetézec za mensi.

Plati tedy tfeba ¢ < A < AUTO < AUTOBUS < AUTOGRAM <
AUTOR < BAMBITKA < BARNABAS < Z.

, A

2\

N

Adresai pomoci trie

Typicky ,textovy“ problém je udrzovani mnoziny fetézci
— muzete si predstavit tfeba slovnik. Slova ve slovniku si
chceme Sikovné predzpracovat, abychom pak mohli efek-
tivné odpovidat na otazky typu: ,Je slovo S obsazeno ve
slovniku?* Muzeme také po predzpracovani chtit pridavat
nové polozky, nebo i odebirat staré.

Pokud bychom nemuseli odebirat slova, mazeme pouzit he-
sovani, které je rychlé a ucinné. Vice o ném najdete v he-
Sovaci kuchafce.* M4 viak tu nevyhodu, Ze p¥i velkém za-
plnéni se za¢ne chovat pomaleji a mirné neptredvidatelné.
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Ukazeme si jiné TeSeni, které je také asymptoticky rychlé a
neni ani pFili§ nadroéné na pamét. Vyuziva stromové struk-
tury a fikd se mu trie (vyslovujeme Cesky ,tryje“ a anglicky
jako ¢ast slova ,retrievalf z néhoz slovo trie vzniklo). V ¢es-
tiné se obcas pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom

Trie bude zakofenény strom. V prvnim patfe se bude vétvit
podle prvniho pismene slova, ve druhém podle dalsiho, a tak
dale.

Obrézek vyda za tisic definic, pojdme se podivat, jak vy-
pada trie pro slova AHOJ, AT, KSP, TRIE, TROUD, TYC, TYCKA.
Pro ptfehlednost pismena misto na hrany kreslime do nasle-
dujicich vrcholi:

Vsimnéte si, Ze vrcholy v hloubce h (tedy v h-tém patie
trie) odpovidaji prefixim délky h zadanych slov. Napiiklad
prefixy délky 2 jsou AH, AT, KS, TR a TY. Hrana mezi prefixy
vede pravé tehdy, lze-li jeden z druhého ziskat pripsanim
pismene na konec.

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Pfesné, jak
jsme ji definovali: kazdé slovo ze slovniku budeme procha-
zet znak po znaku, a bude-li néjakd hrana chybét, tak ji
vytvofime a pokracujeme dale podle slova.

7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde konéi slovo ze
slovniku a kde kondéi jen jeho prefix. Standardni zptusoby,
jak to vyfesit, jsou dva: bud si do kazdého vrcholu pii-
dame informaci o tom, je-li koncem celého slova, nebo ne
(jak je to naznaceno dvojitymi krouzky v obrazku), anebo
si rozsifime abecedu o specidlni znak, ktery se v ni pred-
tim nevyskytoval — tfeba $ — a pak vSem sloviim pfilepime
tento $ na konec.

Budeme-li se pozdéji ptat, bylo-li slovo ve slovniku, po pri-
chodu trii zkontrolujeme jesté, jestli z kone¢ného vrcholu
vede hrana odpovidajici znaku $.

Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vr-
cholech trie reprezentovat hrany do delSich prefixi. Aby-
chom mohli vyhledavat skutecné linedrné, potrebovali by-
chom umét v konstantnim case odpovédét na otazku ,méa
vrchol P potomka pres hranu se znakem 7.

Abychom zajistili konstantni ¢as odpovédi, museli bychom
mit v kazdém vrcholu pole indexované znaky abecedy. To
ovSem znamend, ze takové pole budeme muset vytvorit,
a tedy alokovat |X| poli¢ek v kazdém znaku.

To zvysi pamétovou ndroénost trie (a ¢asovou ndroénost je-
ji stavby) na O(D-|%|), kde D znadi velikost vstupu, ¢ili
soucet délek vsech slov ve slovniku. To je naprosto ptijatel-
né pro malé abecedy, ale uz pro {A-Z,a-z} je tento faktor
roven 52 a pro Unicode je takova alokace nemyslitelna.

Jak z toho ven? Muzeme ozelet konstantni rychlost dotazu

5 http: //mj.ucw.cz/vyuka/ga/|

a pouzit namisto pole tfeba binarni vyhledavaci strom ne-
bo heSovaci tabulku vSech znakt, kterymi aktudlni prefix
mize pokracovat. Nebo mizeme kazdy znak velké abecedy
zapsat pomoci nékolika znakd mensi abecedy. Tou men-
§i abecedou mize byt tfeba {0,1}. Tehdy nahradime kaz-
dy znak ptivodni abecedy [log, |X|] novymi (jeho zépisem
ve dvojkové soustavé). Tim se Casova slozitost konstrukce
zlepsi na O(D -log|X|) a Casova slozitost dotazu na slovo
délky L zhorsi na O(L -log|X|).

A jsme hotovi! S trii mizeme v linedrnim ¢ase odpovidat
na dotazy ,,Vyskytuje se dané slovo ve slovniku?“, pridavat
a odebirat dalsi polozky za béhu a nejen to — vic o tom ve
cvicenich.
Poznamky

® Chcete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pas-
calu, podivejte se do knihy Algoritmy a programovaci
techniky.
Triim se také fiké prefixové stromy, coz popisuje, ze kazdy
vrchol odpovidé prefixu nékterého slova ve slovniku.
Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat
v textu v linedarnim ¢ase. MiZzeme preci postavit slovnik
ze vSech slov v daném textu, a pak prochazet ptislusnou
trii. M4 to ale par hackl: jednak je casto hledany fetézec
kratky, ale text se nevejde do paméti; jednak pokud by-
chom pouzili jako oddélova¢ mezery, mohli bychom hle-
dat jen jednotliva slova, a nikoli jejich konce nebo delsi
kusy véty.

Asi se po posledni poznamce ptate — existuje néjakd mo-

difikace trie, kterd umi hledat libovolnou ¢ast textu? Ano,

jmenuje se suffixovy strom a jdou s ni délat spousty kras-
nych kouskii. Rik4 se, Ze kazdou fetézcovou tlohu lze Fesit

v linedrnim ¢ase pomoci suffixovych stromii. Vic se o nich

dodtete t¥eba v knizce Krajinou grafovich algoritma.’

Cviceni

¢ Reknéme, Ze chceme slovnik na vstupu set¥idit v lexiko-
grafickém poradi (definovaném v sekci ,Jak Fetézce cha-
pat“). Problémem pro klasické tfidici algoritmy je to, Ze
porovnani dvou fetézct neni bohuzel konstantné rychlé.
Vymyslete zpisob, jak setfidit takovy slovnik rychle po-
moci trie.

e Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit prebytec-
né vrcholy trie, tedy ty, v nichZ se slova nevétvi? Rozmys-
lete si, jestli by nécemu vadilo misto takovychto cest mit
jen jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vyhle-
déavani? Mimochodem, je celkem jasné, ze takovato kom-
primovand trie prinese jen konstantni zrychleni dotazt i
prostoru, a tak na soutézich apod. sta¢i pouzit zakladni
variantu.
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Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi ziejmy — mame na vstupu zadan dlou-
hy text a kratké slovo. Slovo si muzeme néjak predzpraco-
vat, nacez projdeme co nejrychleji text a nahlasime jeden
nebo vSechny vyskyty slova. Zajimaji nas pfi tom i vysky-
ty, které se navzajem prekryvaji: v textu NANANA se slovo
NANA vyskytuje dvakrat. Casto se hovoii o ,hledani jehly
v kupce sena“, procez se textu prezdiva seno a hledanému
slovu jehla. Délku jehly oznacime J a délku textu S.

Predstavme si nejdiive hledané slovo jako spojovy seznam,
tfeba slovo INSTINKT:

O OnOROROROROROR0

Mohli bychom text zacit prochazet znak po znaku a kont-
rolovat, zda se text shoduje s nasim slovem/spojovym se-
znamem. Pokud by si znaky odpovidaly, sko¢ime na dalsi
znak z textu a i na dalsi znak v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemutzeme jen skocit na dalsi znak textu —
co kdybychom v textu narazili na slovo INSTINSTINKT?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového sezna-
mu, ale i zpatky v textu na druhy znak, ktery jsme oznacili
jako odpovidajici, a zkouset porovnavat s jehlou znovu od
zacatku. To uz naznacuje, ze takto ziskany algoritmus ne-
bude linearni, protoZe se musi vracet zpét v textu o délku
jehly.

Sice je predchozi popis skute¢né v nejhorsim pfipadé slozi-
ty O(S-J), avSak sta¢i mald Gprava a slozitost pfejde na
linedrni O(S + J). Ve skute¢nosti algoritmus nezpomalova-
lo vraceni se — za Spatnou slozitost mohl fakt, Ze jsme se
vraceli prilis zpatky.

Tteba v nasem prikladu s textem INSTINSTINKT se nemu-
sime vracet ve spojovém seznamu na zacatek, jakmile na-
Cteme INSTINS. Mohli jsme se vratit jen na druhy znak,
tedy do prvniho N, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje
dal. Kdyz nasleduje S jako v nasem pripadé, mtizeme po-
kracovat dale v ¢teni a nevracime se v textu. Kdyby text
byl jiny, tfeba INSTINB, vratili bychom se po nacteni B na
zacatek spojového seznamu a v textu bychom pokracovali
dale bez zastaveni.

Pro kazdy znak ve spojovém seznamu si tedy uréime policko
spojového seznamu, na které sko¢ime, pokud se nasleduji-
ci znak v textu lisi od toho ocekévaného. Poradové cislo
tohoto policka nam poradi tzv. zpétnd funkce F', coz bu-
de funkce definovana pomoci pole, kde F[i] bude poradové
¢islo policka, na které se ma skocit z policka ¢islo i. Porov-
navat pak budeme s nasledujicim znakem. Pokud F[i] = 0,
znamena to, ze mame zacit porovnavat uplné€ od prvniho
znaku jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, mtzete se na nas
spojovy seznam divat jako na graf a hovofit o zpétnych
hrandch.

Zatim jsme ale pfesné nepopsali, na které policko presné
bude zpétna funkce ukazovat. Necht chceme urcit zpétné
policko pro druhé N ve slové INSTINKT. Pracujeme ted s pre-
fixem INSTIN. Selsky feceno, chceme najit ,konec slova IN-
STIN takovy, Ze je stejny, jako zaCatek slova INSTIN“.

Abychom nés pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpét-
nym polickem pro jiné slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo
ABABABC a my urcovali zpétné policko pro ABABAB? Kdy-
bychom ukéazali na prvni pismenko B, nebylo by to spravné,

protoze pak bychom pro text ABABABABC nezahlasili vyskyt
jehly, coZz je jasna chyba. Musime se vratit uz na ABAB!

Zajima nés tedy ne libovolny suffix, ktery je stejny jako
zacatek, ale nejdelsi takovy konec/suffix. A jesté navic ne
jen ten nejdelsi, ale nejdelsi ,netrivialni“ — slovo INSTIN je
samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro N by
se nemeéla cyklit, méla by vést zpatky.

Reknéme to tedy znova, zcela formalné: pokud bychom pra-
vé urcovali hodnotu zpétné funkce pro znak ¢islo ¢, kterému
odpovidé prefix P, pak jeji hodnota bude délka nejdelsiho
vlastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, Ze je zdrovern
prefixem P.

Pro slovo INSTINKT vypada spojovy seznam se zpétnou
funkci (zakreslenou pomoci ukazatelr) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to ma celé ¢asovou slo-
zitost? A jak spocitat zpétnou funkci?

Poperme se nejdrive s tou prvni. Pro kazdy znak vstup-
niho textu mohou nastat dva pfipady: Bud znak rozsifuje
aktudlni prefix, nebo musime pouzit zpétnou funkci. Prvni
piipad m4 jasné konstantni slozitost, druhy je horsi, nebot
zpétna funkce mize byt pro jeden znak volana az J-krat.

Pii kazdém volani vSak klesne poradové cislo aktualniho
stavu (policka) alespoi o jedna, zatimco kdykoliv stav pro-
dluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto vSech zkraceni do-
hromady muze byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlou-
zeni, ¢ili kolik jsme precetli znaka textu. Celkem je tedy
pocet krokd automatu linedrni v délce textu, tj. O(S).

Konstrukci zpétné funkce provedeme malym trikem. Vsim-
néme si, ze F[i] je pfesné cislo stavu, do néjZ se dostane-
me pii spusténi naseho vyhledavaciho algoritmu na fetézec,
ktery tvoii prefix délky i z jehly bez prvniho znaku.

Proc to tak je? Zpétna funkce ik, jaky je nejdelsi vlastni
suffix daného stavu, ktery je také stavem, zatimco policko,
ve kterém po ¢ krocich skoncime, oznacuje nejdelsi suffix
textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
ze ta druhé pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu za-
branime odstranénim prvniho znaku.

Takze F ziskame tak, ze spustime vyhledavani na cast sa-
motné jehly. Jenze k vyhledavani zase potfebujeme funk-
ci F. Jak z toho ven? Budeme zpétnou funkci vytvaret po-
stupné od nejkratsich prefixt. Ziejmé F[1] = 0. Pokud jiz



méme F[i], pak vypocet F[i + 1] odpovid4 spusténi auto-
matu na slovo délky ¢ a pfi tom budeme zpétnou funkci
potfebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi, pro které ji
jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet
vzdy znovu od zacdtku — (i 4+ 1)-ni prefix je pfeci prodlou-
zenim i-tého prefixu o jeden znak. Staci tedy spustit algo-
ritmus na jehlu bez prvniho znaku a sledovat, jakymi stavy
bude prochézet — to budou ptresné hodnoty zpétné funkce.

Vytvoreni zpétné funkce se nam tak nakonec zredukovalo
na jediné vyhledavani v textu o délce J — 1, a proto pobézi
v éase O(J). Casovd slozitost celého algoritmu tedy bude
O(S + J). Dodame uz jen, Ze tento algoritmus poprvé po-
psali panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se
mu Fika KMP. Naprogramovany bude vypadat nasledovné
(¢teni vstupu jsme si odpustili):

jehla = "INSTINKT"

seno = "INSTINSTINKTINSTINKT"
len(jehla)

S = len(seno)

F = [None]l * J # Zpétnd funkce

def krok(i, znak):
if i < J and jehla[i] == znak:
return(i + 1)
elif i > O:
return krok(F[i - 1], znak)
else:
return O

[
I

# Konstrukce zpétné funkce
F[0] =0
for i in range(1, J):
F[i] = krok(F[i - 1], jehla[il)

# Prochazeni textu
stav = 0
for i in range(S):
stav = krok(stav, seno[i])
if stav ==
print(i - J + 1, "az", i)

Poznamky

e Pro anglicky nebo Cesky text je pouziti takto sofistikova-
ného algoritmu skoro skoda, protoze v obou jazycich se
stava jen malokdy, Ze bychom meéli nékolik slov spojenych
dohromady. Prakticky bude stacit i na zacatku zminény
naivni algoritmus. Na soutézich a olympiddach ale piste
radéji algoritmus KMP.

® Hesovani lze pouzit i na vyhledavani retézce v textu. Ob-
zv1asté vhodné jsou na to rolling hash functions (neboli
»okénkové hesovaci funkce“), které umi v konstantnim
Case prepocitat hes, ubereme-li néjaky znak na zacatku
a priddme-li jiny na konci — jako kdybychom se divali na
text skrz posouvajici se okénko.

Cviéeni

® Rozmyslete si, ze kdyz vyhledavame vice slov, ne jen jed-
no, a algoritmus musi vypsat vSechny vyskyty na vystup,
miizeme se dobrat vyssi nez linearni slozitosti v zavislos-
ti na vstupu. Na ¢em potom takova ¢asova slozitost také
zalezi?

® Vymyslete néjakou vhodnou okénkovou hesovaci funkci
pro vyhledavani jedné jehly.
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Vyhledavani jehelni¢ku

Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale ce-
ly jehelnicek, ¢ili seznam hledanych slov? I to lze Fesit po-
dobnou metodou, jakou jsme hledali jedno slovo. Tento al-
goritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd
a spociva v tom, Ze jednoduchy spojovy seznam nahradime
tril a do trie opét pridime zpétné hrany.

Budeme postupovat podobné jako u KMP. Nejprve naskla-
dame jehelnicek do trie. Pro priklady v této kuchafce pou-
7ijeme jehelni¢ek ARAB, ARARA, ARARAT, BAR, BARA, BARABA,
RA a RAB.

Dalsim krokem v KMP bylo sestrojeni zpétnych hran. Nej-
prve jsme sestrojili zpétnou hranu pro prvni znak slova, pak

vvvvvv

Na prvni pohled se mize zdat, Ze bychom mohli automat
sestrojit tak, Ze bychom vyrobili KMP pro prvni slovo, pak
KMP pro druhé slovo s vyuzitim struktury prvniho atd.,
ale to ma hacek.

Zpétné hrany totiz nemusi vést do
predka. Napftiklad pro slovo BA-
RAB povede zpétna hrana do slova
ARAB, z toho do slova RAB a z toho
do B. Kdybychom ale zkonstruova-
li automat vySe popsanym zpiso-
bem (a zacali slovem BARAB), ne-
bude existovat v trii ani ARAB, ani
RAB, takze bychom vedli zpétnou
hranu chybné do B.

Mizeme se ale opfit o stejny trik,
jako pri konstrukci KMP. Bude-
me opét vyhledavat nejdelsi vlast-
ni suffix. Kam dojde vypocet po
jeho vyhledani, tam povede zpét-
na hrana.

Zkusime tedy nejprve sestrojit ce-
lou trii a pak postupné vyhledat
nejdelsi vlastni suffix pro kazdé ze
slov. Ouha, to ale také nefunguje.
Kdyz za¢neme slovem BARABA, a budeme tedy vyhledavat
ARABA, nalezneme v trii aspésné prefix ARAB, ale ARABA jiz
v trii neni. Méli bychom pfejit ze slova ARAB po zpétné hra-
né, ale tu jesté nemame zkonstruovanou.

Rozdélime si trii na vrstvy — prvni znaky slov budou prvni
vrstva, druhé znaky budou tvofit druhou vrstvu atd., az
i-té znaky slov budou tvofit i-tou vrstvu.

Zpétna hrana jisté povede do kratsiho slova. Z i-té vrstvy
tak povede do vrstvy s nizsim poradovym ¢islem. Pokud te-
dy budeme zpétné hrany konstruovat po vrstvach, dojdeme
kyzeného vysledku.

Jesté zbyva otazka, jak konstruovat zpétné hrany efektivné,
kdyz je musime vyrabét po vrstvach. Mohli bychom prosté
vzit slovo, pro které hledame zpétnou hranu, utrhnout mu
prvni znak a vyhledat. Jenze to budeme délat spoustu prace
zbytecné.

Napriklad pro slovo BARABA bychom mohli vyhledavat ARA-
BA v jiz zkonstruované c¢asti automatu, ale pro¢ to délat

celé, kdyz jsme pii konstrukei predchozi vrstvy vyhledavali
ARAB pii konstrukei zpétné hrany pro BARAB?



Pri konstrukci dalsi zpétné hrany tedy najdeme akorat, kde
jsme minule skoncili, a odtamtud pokracujeme dél. Jak to
najdeme? Z otce naseho vrcholu tam prece vede zpétna hra-
na. Takze muzeme postup shrnout do bod:

1. ¢ = posledni znak slova (znak stavu P, pro ktery hledame
zpétnou hranu);

2. presuneme se do otce;

3. presuneme se po zpétné hrané;

4. dokud neexistuje syn se znakem ¢ nebo nejsme v kofeni,
presouvame se po zpétnych hranach;

5. pokud existuje syn se znakem c, natdhneme do néj zpét-
nou hranu z P, jinak ji natdhneme do korene.

Automat je zkonstruovan. Casova slozitost konstrukce se-
stava z konstrukee trie v O(J - |X|), resp. O(J -log|X|) (po-
kud pouzijeme bindrni strom ve vrcholech) a z pfedpocita-
ni zpétnych hran. P¥i predpocitavani udélame néjaky kon-
stantni pocdet operaci pro kazdy vrchol (celkem tedy O(J))
a také paralelné vyhleddavame vSechny jehly z jehelnicku,
jejichz vyhledéni nés stoji O(J), resp. O(J -log|X]).
Tedy konstrukce trvé celkem O(J - |X|), resp. O(J - log|X]),
pamétova narofnost je stejna jako u trie — O(J - |X]), resp.
O(J), pridali jsme jen O(J)
zpétnych hran.

Zkusme tedy automatem pro-
jit text BARABARARAT. Ohlasi
postupné nalez slov BAR, BA-
RA, BARABA, BAR, BARA, ARARA
a ARARAT.

Nenalezl vsak vSechno. Chy-
bi mu napf. ARAB, ktery za-
¢ind druhym znakem a kon-
¢i patym. Dale chybi nékolik
vyskytl RA a jeden RAB.
Kdyz byl algoritmus na péa-
tém znaku, byl ve stavu BA-
RAB, jehoz suffixem je ARAB.
Obecné na suffixy zapomina-
me. Na rozdil od KMP, kde
suffix aktualniho stavu nikdy
nebyl jehla, tady jehlou byt
miize.
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V kazdém stavu bychom tedy méli projit vSechny suffixy a
zkontrolovat je, jestli ndhodou nejsou jehlami. Jak najdeme
vSechny suffixy? Projdeme postupné po zpétnych hranach
az do korene. M4 to jen jeden problém — je to pomalé.

Predstavme si napriklad slovnik obsahujici A a AAAA...A
(délky J —1). Budeme-li jim vyhleddvat v textu AAAA. . .A
délky S > J, projdeme prakticky pro kazdy znak az J — 1
zpétnych hran, ¢imz sloZitost naroste az na nepouzitelnych
O(S-J).

Vsimnéme si vSak, ze vétsinou zpétnych hran jsme prosli
uplné zbyteéné. Pfedpocitame si tedy zkratky — z vrcholu
vede zkratka do nejdelsiho jeho suffixu, ktery je jehlou. Na
obrazku jsou vyznaceny dlouze ¢arkovanymi Sipkami.

Predpocitani zpétnych hran c¢asovou slozitost konstrukce
automatu jisté nezhorsi, nebot vyzaduje v nejhorsim p¥ipa-
dé projit vSechny zpétné hrany jesté jednou.
Potfebujeme-li ohlésit vSechny vyskyty slov véetné pozi-
ce, kde se nachézeji, jsme hotovi. Vysledné casovéa slozitost
prohledavani bude O(S + O), resp. O(S -log|X| + O), kde
O je velikost vystupu — pocet vyskyt vsech slov.

Celkova casova slozitost prohledavani vcetné stavby au-
tomatu tedy bude O(O + S + J-|X|), resp. O(0O + (S +
J)-log |X]).

Jak velky muze byt vystup? Obec-
né az S?. Extrémné velk§ vystup
je mozné vygenerovat tieba slov-
nikem obsahujicim vSechny prefi-
xy slova AAAA...A délky S a se-
nem taktéz AAAA. . . A délky S. Au-
tomat pak hlasi vyskyt pro kazdé
podslovo, kterych je fadové S2.
Pokud nam stac¢i u kazdého slova
jen pocet vyskytl, nemusime zou-
fat — zavislost na poctu vyskyta
umime odstranit.

Pouzijeme trik — na kazdé pozi-
ci zapocitadme pouze nejdelsi jehlu,
kterd tam konéi (u kazdé jehly si
budeme udrzovat ¢itac). Nebude-
me tedy v kazdém kroku poskako-
vat po zkratkach az do aleluja, ale




maximalné jednou. Diky tomu nam z ¢asové slozitosti zmizi
velikost vystupu.

V nasem prikladu se senem BARABARARAT tedy na konci
budeme mit ulozeno, Ze ARAB se vyskytnul 1x, ARARA 1x,
ARARAT 1x, BAR 2x, BARA 2Xx a BARABA 1x. RA a RAB nemaji
hlaseny zadny vyskyt.

Nyni si zkonstruujeme strom jenom ze zkratek a pro kazdy
vrchol spoéitame soucet celého jeho podstromu.

Tedy po prepoc¢tu bude mit RA t¥i vyskyty a RAB jeden
vyskyt; celkovy pocet vyskyta pak bude 12.

Poznamky

e Dalsim krokem po KMP a Aho-Corasickové jsou konecné
automaty a regularni vyrazy, o kterych jsme méli seridl
ve 23. ro¢niku.

e Neni moc rozumné snazit se implementovat Aho-Corasic-
kovou v rozumné dobé napriklad pfi soutézi, pokud tento
algoritmus neméate opravdu pod kizi. Radsi zkuste pouzit
hesovani, pokud budete néco takového potiebovat.

Cviceni

® Redukci o velikost vystupu miZzeme provést i pro pri-
pad, kdy vystup nebudeme vypisovat, ale sta¢i nam mit
jej ulozeny v paméti. Vymyslete vhodnou tpravu triku
s Citacem.

e Zkuste si implementovat Aho-Corasickovou vlastnorucéné
ve svém oblibeném jazyce, abyste si byli jisti, ze dooprav-
dy chapete vsechny zaludnosti tohoto algoritmu.

Martin Bohm, Jan Matéjka, Martin Mares a Petr Skoda

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|

K
BN matfyz
|4

E-mail:
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