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38-5-1 Rozmanity mrak

Pojdme si nejdiiv prelozit tlohu do fedi algoritmt prohle-
davajicich text. Uloha nam dava mnozinu jehel a seno a pta,
se, zda je kazdy znak sena pokryt n€jakym vyskytem jehly.

Hledani vice jehel v textu nam néjak zavani algoritmem
Aho-Corasickové. Ten umi pro kazdou pozici v sené na-
hlésit vSechny vyskyty jehel, které na dané pozici konci. To
zni pouzitelné! MiZeme si pro kazdy znak sena spocitat bit,
jestli je pokryty néjakou jehlou. Zacneme se vsemi bity nu-
lovymi a pak seno projdeme algoritmem Aho-Corasickové
a za kazdy vyskyt néjaké jehly oznacime vSechny pouzité
znaky za pokryté.

To by sice fungovalo, ale muZze to byt pekelné pomalé, pro-
toze kazdé policko mizeme oznacit hodnékrat. Pojdme se
zamyslet nad tim, co délame navic.

Zrychlujeme

Zaprvé vyhodnocujeme na kazdém misté konec vsech nale-
zenych vyskytt jehel, pficemz by nam stacil pouze vyskyt
té nejdelsi. Kazda kratsi jehla konéici na stejném misté by
pokryla jiz pokryté znaky. To vyfeSime drobnou modifika-
ci algoritmu Aho-Corasickové popsanou v kuchaice! — pii
nahlasovani vyskytt jehel nahldsime jenom prvni vyskyt a
nepokracujeme po zkratkovych hranach dal. Tim vyhod-
nocujeme vzdy pouze nejdelsi nalezenou jehlu. Pozor, to
neznamena, ze se zkratkovych hran mizeme zbavit: na na-
hlaseni nejdelsi nalezené jehly stale potfebujeme zkratkovou
hranu z aktudlniho stavu (ktery nemusi odpovidat jehle) do
nejdelsiho suffixu, ktery je jehlou.

Zadruhé i tak ted pro kazdé policko oznacujeme d; policek
jako pokrytych, kde d; je délka nejdelsiho vyskytu konéici-
ho na tomto policku. Tim travime @(ZZ1 d;) Gasu, coz ale
miize byt hodné, pokud se vyskyty hodné prekryvaji. Pred-
stavme si seno jako fetézec D &cek a k nému jehlu jako
fetézec D/2 4¢ek. Pak na D/2-tém, (D/2 + 1)-tém, ..., D-
tém policku najdeme vzdy vyskyt délky D/2 a dohromady
oznacovanim strdvime ©(D?) €asu. Proto nas algoritmus
upravime, aby nejprve pro kazdé policko spocital d; pomo-
ci algoritmu Aho-Corasickové. Potom si dopfejeme druhy
prichod odzadu a zkontrolujeme, zZe je kazdy znak pokry-
ty. Kdyz pfi prichodu zpét dojdeme na znak, kde konci
néjaky vyskyt jehly, zapamatujeme si kolik znak dopiedu
pokryva a tuto hodnotu postupné upravujeme.

Tenhle trik vSak potifebuje linedrni pamét s délkou sena,
pojdme se vyvarovat i toho. Uvédomme si, Ze si délku nale-
zené jehly nemusime pamatovat pro kazdy znak, misto toho
to zvladneme online. Staci si priubézné pamatovat pozici
nejlevéjsiho nepokrytého znaku. Pokud totiz v néjaké chvili
pokryjeme ten, pokryjeme i vSechny znaky od néj napravo
az po aktualni pozici. Pokud naopak dany znak za celou
dobu nepokryjeme, vime %e jehly nepokryvaji celé seno.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-texty
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SloZitost

Nas algoritmus nejprve sestroji automat Aho-Corasickové,
v ¢ase 1 paméti v O(Zf\il |Z;|). Potom projde cely mrak
a na kazdém znaku aktualizuje stav automatu a pripad-
né prehodnoti nejlevéjsi nepokryty znak pii vyskytu jehly.
Kazda z operaci na kazdém znaku sena zabere konstant-
ni ¢as, coz se nasc¢itd na ¢as v O(D) a konstantni prostor.
Celkové jsme se tedy dostali na ¢as v O(D + vazl |Z:]) a
pamét v (’)(Zi]\il |Z:])-

Ulohu pripravil: Matds Pall

38-5-2 Garazovy vyprodej

Nag prvni tikol je pochopit algoritmus ze zadani. Uloha
E1/ prvniho cyklu volani ,DFS“ v G7 je sefadit vrcholy do
takového poradi vy,...,v,, Ze jakmile i < j, v G smi vést
cesta z v; do v; jediné pokud v; a v; sdili komponentu silné
souvislosti.

Tohoto pofadi vyuziva druhy cyklus voldni ,DFS“ (kam
bychom mohli klidné dat i BFS nebo BFS se zdsobnikem),
kde prohledavani voldme v poradi od v, sestupné po v.
Diky prvnimu odstavci mame zaruceno, ze dosud nevidé-
né vrcholy dosazitelné z aktualniho v; jsou pravé vrcholy
sdilejici komponentu s v;.

Ted se jen nesmime nechat zmast tim, kdy algoritmus pro-
hledava v G, kdy v G, a jaky je piesné vliv poradi vrcholi,
které algoritmu podsuneme.

Abychom vypsali poradi vrcholi, na kterém zlevnény al-
goritmus zarucené funguje, vyfesime prvni cyklus volani
,2DFS“ za néj. Jinymi slovy, pouzijeme korektni algoritmus
(s normalnim DFS), abychom nasli vySe zminéné potadi
V1, ...,Un, & piimo toto poradi mizeme vypsat. Prvni cyk-
lus chybného algoritmu za¢ne prohledavat z v; v G7, kde
nalezne jen vrcholy v komponenté s v; (a vlozi je do za-
sobniku, takze budou druhjym prichodem v G prohledany
nakonec).

Abychom zaruéili, ze algoritmus selze, musime v G najit
hranu wv vedouci z komponenty A do komponenty B, kde
B méa alespon dva vrcholy. Pak miizeme chybné poradi zacit
vrcholem v a v8emi vrcholy komponenty A, a aZ po nich do-
plnit vrcholy komponenty B. Tim prvni cyklus volani BFS
se zasobnikem v G7 z vrcholu v pfejde rovnou do u, a z néj
prohleda celou komponentu A, nez se vrati do komponenty
B. Tim se stane, ze druhy cyklus ,,DFS“ka bude zpraco-
vavat komponentu A diive, nez komponentu B, takze z A
prejde do B a chybné prohlasi A i B za soucasti stejné
komponenty silné souvislosti (a muzete taky promyslet, ze
pokud hrana uv s popsanou vlastnosti v G neni, vyprodejo-
vy algoritmus na G nikdy nemuZe selhat).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-5-2.py

Ulohu ptipravili: Daniel Culliver, Martin Korecek


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-5-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu

38-5-3 Nespolehlivé autobusy

Méme za tkol najit (a poté vykonat) strategii, kterd Ke-
vina dostane domt s nejvys$si moznou pravdépodobnosti.
Nejprve si rozmyslime, jak takovou strategii viibec popsat.

Méme slibené, Ze prijezdy autobusti jsou nezavislé jevy, tak-
7e to, jaké autobusy pojedou v budoucnosti, neni ovlivnéno
tim, které autobusy jely v minulosti. Pokud tedy Kevin stoji
v ¢ase ¢ na zastavce z, tak bude nejlepsi strategie stejna, at
uz se do této situace dostal jakkoliv. Specialné pokud uvi-
di autobus, tak se mize rozhodnout, jestli do néj nastoupi,
jen podle ¢isla spoje. Staci tedy predem spoje rozt¥idit na
uzitecné a neuzitecné, podle toho, jestli by jimi Kevin mél
jet, kdyby mél prilezitost.

Uloha po nés chce, aby nase strategie méla co nejlepsi prav-
dépodobnost tspéchu. Rozmyslime si tedy nejprve, jak pro
danou strategii tuto pravdépodobnost spocitat.

K tomu pouzijeme dynamické programovani.? Jako p.. . si
oznacime pravdépodobnost toho, ze se Kevin dostane do
ptlnoci domi, pokud v ¢ase ¢ bude na zastavce z. Nejprve
vyfesime okrajové podminky. Jisté bude pc Kevinav dim = 1,
a pro ostatni zastavky ppiinoc,. = 0. Déle pokud ze zastav-
ky z v ¢ase ¢ neodjizdi zadny autobus, nebo odjizdi neuzi-
tecny autobus, tak bude p., = pcy1,.. Zbyva ten nejzaji-
mavéjsi pripad: Ze zastavky z v Case ¢ s pravdépodobnosti
p pojede uzite¢ny autobus, ktery mé dorazit na zastavku
z' v ¢ase ¢’. Tady pouzijeme vétu o celkové pravdépodob-
nosti: Pokud autobus pojede, dorazi Kevin domi s pravdé-
podobnosti p. .+, jinak s pravdépodobnosti p.41, .. Celkem
tedy pe, =D Der,w + (1 — D) - Pet1,.. Takto mizeme spo-
Gitat GspéSnost strategie s Casovou a pamétovou slozitosti
O(pocet zastévek - pocet Casi).

Pomoci dynamického programovani mizeme optimalni stra-
tegii také spocitat. Pokazdé, kdyz budeme pocitat p. . pro
¢as odjezdu néjakého spoje, tak vyzkousime obé varianty
— jak pokud je spoj uzitecny, tak pokud je neuzite¢ny. Vy-
bereme si prirozené tu nejlepsi. Drobnou tpravou ziskame,
Ze uzitené jsou pravé ty autobusy, kde py > pet1,z, COZ
dava smysl — chceme jet jediné spojem, ktery nas doveze do
lepsi situace, nez v jaké jsme ted.

Maéme tedy FeSeni v O(pocet zastavek - pocet ¢asti), ale jde
to i rychleji. VSimneme si, Ze se hodnoty p méni pouze v ¢a-
sech, kdy ze zastavky néjaky autobus odjizdi. Budeme tedy
De,» pocitat pouze pro né a pro pulnoc. Spoc¢itané hodnoty
p si pro kazdou zastavku ulozime v poli sefazeném dle casu,
a kdykoliv nas bude zajimat hodnota p. . pro néjaky kon-
krétni cas, tak najdeme hodnotu pro nejblizsi nésledujici
¢as pomoci binarniho vyhledavani. Spocitanych hodnot p
bude nejvyse pocet spoji+ pocet zastavek a uzitecnych za-
stavek je nejvyse tolik, co spoji. Pro vypocet kazdé hodnoty
p potiebujeme znat nejvyse dvé jiné hodnoty p, a tedy pro-
vedeme nejvyse dvé binarni vyhledavani. Celkova slozitost
dynamického programovéni tedy bude O(N log N), kde N
je pocet spoju. Jesté musime predem spoje seradit sestupné
dle ¢asu odjezdu, coz zabere také O(N log N) ¢asu. Pamé-
tova slozitost bude O(N).

Zbyvéa uz jen jeden detail: Zadani po nas nechtélo jen strate-
gii spocitat, ale i pomoci Kevinovi ji vykonat. Z dynamické-
ho programovani dostaneme seznam uziteénych spojt, roz-
tfidime si je dle zastavek a v ramci kazdé je sefadime dle
¢asu odjezdu. Kdykoliv bude Kevin potfebovat poradit, tak
staci najit nejblizsi uziteny spoj odjizdéjici z jeho aktudl-
ni zastavky, ktery mizeme najit pomoci jednoho binarniho
vyhledavani v ¢ase O(log N). Kevin bude jisté potfebovat
poradit nejvyse N + 1-krat, casova slozitost celého algorit-
mu tedy bude O(N log N).

Ulohu p¥ipravil: Ben Swart

38-5-4 Linuxaci a Windowsaci
Jak bylo jiz v zadani feceno, je nam zadan graf na N vr-
W1l cholech, kde kazdy vrchol reprezentuje jednoho ucast-
nika. Tyto vrcholy jsou pak propojeny M hranami, které
reprezentuji kamaradské vztahy mezi jednotlivymi ticastni-
ky. Oznaéme £ mnozinu vrcholi hrocht s Linuxem a W
mnozinu vrchold hrochii pouzivajicich Windows. Nasim ci-
lem je ted rozdélit zbyvajici vrcholy grafu do téchto mnozin
L a W tak, abychom minimalizovali poc¢et hran vedoucich
mezi vrcholy v riznych mnozinach. To uz zacinad vypadat
trochu povédomé — jde pfimo o definici minimalniho fezu
v grafu za podminky, Ze néjaké pfedem dané vrcholy musi
byt v jedné nebo druhé mnoziné vrcholi.

Predpokladejme, ze mame v zadaném grafu alespon jed-
noho Linuxéaka a alespon jednoho Windowsaka. V opa¢ném
pfipadé bychom mohli ihned pfifadit vSem tcastnikiim stej-
ny operacni systém a nikdo by si nestézoval. K hleddni mini-
malniho fezu v tomto grafu vyuzijeme toky v sitich — o nich
si miizete pfedist néco vic v nasi tokové kuchaice.?

Pokud vam, mili fesitelé, zatim neni jasné, co maji toky
spoleéného s minimalnimi fezy, nezoufejte. V tomto fese-
ni si nejdiive ukdzeme, jak viibec néjaky vhodny tok pro
nasi ulohu vyrobit, a nasledné ukazeme, Ze z néj dovede-
me vyrobit pfesné to rozdéleni vrchol na dvé casti, které
chceme.

Konstrukce sité

Jak jste se mohli v kuchafce docist, toky umime poustét
pouze po sitich s orientovanymi hranami. N&s zadany graf
ma ale vSechny hrany neorientované. Proto v nasi siti vy-
tvofime pro kazdou neorientovanou hranu {u,v} € E(G)
dvé orientované hrany uv a vu. Déle je v siti potfeba mit
dva specialni vrcholy — zdroj z a stok s. My si je tak do
naseho grafu pridame jako dva nové vrcholy. Nasledné mu-
sime tyto dva vrcholy vhodné propojit se zbytkem sité. Pro
kazdy linuxacky vrchol [ tak do sité pfidame hranu zl, a
pro kazdy windowsacky vrchol w pfiddme hranu ws.

Pro tvoreni tok ndm zbyva jedna posledni ingredience, a
to nastavit kazdé hrané e € E(S) kapacitu c(e). VSem hra-
nam nastavime kapacitu na 1, kromé téch nové pridanych
hran ze zdroje a stoku, kterym nastavime kapacitu na +oo
(pFesnou implementaci nekonecéné kapacity si ukdzeme poz-
déji).

Pomoci libovolného tokového algoritmu (napfiklad pomoci
Fordova-Fulkersonova algoritmu z kuchaiky) pak nalezne-
me v S maximalni tok f. Pomoci tohoto toku bychom nyni
chtéli v S nalézt podmnozinu hran C' C E(S) takovou, Ze
kdyz vsechny tyto hrany z S odstranime, pak nebude exis-

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich

tovat zadna cesta ze zdroje z do stoku s a navic soucet
kapacit vSech hran z C' je minimalni. Této mnoziné C tika-
me minimalni z-s fez.

Hledani minimalniho z-s Fezu

Abychom mohli spravné popsat fez, musime se podivat na
rezervy hran: pro kazdou hranu uv € E(S) definujeme jeji
rezervu jako r(uv) := c(uv) — f(uv) + f(vu). Z definice to-
ku plati, Ze r(uv) > 0 pro kazdou hranu wv. Misto kapacity
nés tak nyni u kazdé hrany uv € E(S) zajima, kolik toku
podél hrany uv mulzeme jesté poslat, abychom nepiekro-
¢ili jeji kapacitu, a kolik toku z opa¢né hrany vu mutzeme
odebrat, aniz by jeji tok klesl pod nulu. Hranam s rezer-
vou r(uv) = 0 budeme Fikat nasycené, analogicky zbytku
hran s r(uv) > 0 fikdme nenasycené. Pokud je nas nalezeny
tok f maximalni, pak bude v siti S vzdy existovat alespon
jedna nasycend hrana. Pokud by zadna takova hrana nee-
xistovala, pak bychom mohli f o malinko zvétsit a dostat
tim vétsi tok. To je ale ve sporu s tim, ze f je maximalni.

Ozna¢me D mnozinu vSech vrcholt v takovych, ze vrchol
v je dosazitelny ze zdroje pouze po nenasycenych hranach.
Nyni se podivejme na hrany, které vedou ven z této mnoziny
D. To jsou konkrétné nasycené hrany uv € E(S) takové, ze
u€ Dawve (V(S)\ D). My tvrdime, Ze tyto hrany tvoii
minimalni z — s fez C. Formalni dikaz je pomérné slozity,
tak jej zde neuvadime v jeho plné krase. Muzete si jej ale
najit v .

Pro lepsi intuici alespon naznacime, ze tato mnozina je z-s
fez. Vezméme na$i sit S a odstrafime z ni vSechny hrany
z C. Pokud by ve vysledné siti S’ byl vrchol s dosaZzitelny
ze zdroje z, z definice D by to znamenalo, Ze mezi z a s
existuje cesta p, jejiz vSechny hrany jsou nenasycené. Tudiz
bychom opét mohli o malinko zvétsit tok f podél hran cesty
p, aniz bychom prekrocili kapacity hran, a ziskat vétsi tok.
To je ale znovu ve sporu s maximalitou toku f.

Pridéleni notebooku vrcholum

Nyni tedy mame sit S vzniklou z ptivodniho grafu G pti-
danim vrcholt z a s a madme podmnozinu hran C' C E(S)
s minimalnim souctem kapacit, kterou kdyz odstranime,
pak nebude existovat cesta mezi z a s. Jak to ale pomiize
v rozdéleni pavodnich vrcholi grafu G do mnozin £ a W?

Prvné si uvédomme, Ze v mnoziné C' budou pouze ,orien-
tované“ verze puvodnich hran z grafu G. JelikoZ jsme nové
pfidanym hranam propojujici vrchol z, s s nékterymi dalsi-
mi vrcholy z G prifadili nekonecné kapacity, pak jisté zadna
z téchto hran nebyla vybrana do C. Zadruhé, jelikoZ jsme
z propojili pouze s kazdym linuxovym vrcholem a s pouze
s kazdym windowsovym vrcholem, pak se odstranénim hran
C ze sité S nejen zbavime vSech cest mezi z a s, ale také
vSech cest, které propojuji néktery linuxovy a windowsovy
vrchol. Kdyz ddme tyto dvé informace dohromady, vSim-
neme si, ze odstranénim hran C' (které nyni zase bereme
jako neorientované) z piivodniho grafu G docilime toho sa-
mého vysledku — mezi zddnymi dvéma vrcholy s opacnymi
operacnimi systémy nevede cesta.

V tomto nové vzniklém grafu G’ nyni vSem vrcholim bez
notebooku, do nichz vede néjaké cesta ze zdroje z, prifa-
dime notebook s Linuxem, a zbytku pfifadime notebook
s Windows. MiiZeme si v§imnout, ze v G’ nevyvstavaji zad-
né konflikty mezi kamarady — kazdy vrchol sousedi pouze
s vrcholy se stejnym opera¢nim systémem. Pokud do G’
pridame zpatky hrany z C', néjaké takové konflikty vyvsta-
nou — konkrétné vsechny hrany z C' budou vést mezi vrcholy

s opa¢nymi opera¢nimi systémy. Ale jelikoZ jsme zvolili C
minimalni mozné, pak i téchto konfliktd bude minimé&lni
mnozstvi, ¢ehoz jsme pfesné chtéli docilit.

Implementace a ¢asova sloZitost

V nasem popisu i vzorovém fFesSeni pouzivame pro hleda-
ni maximalniho toku v siti Fordiv-Fulkersontv algoritmus.
Ten najde v siti s celo¢iselnymi (a konednymi) kapacitami
maximdlni tok v éase O(M -|f]), kde | f| je velikost naleze-
ného maximéalniho toku (a ndhodou také pocet konfliktnich
hran). V naSem algoritmu jsme ale nékterym hrandm na-
stavili kapacity na +o0o, aby nebyly vybrany do vysledného
minimélniho fezu. Misto toho jim mtizeme nastavit kapa-
citu M + 1, coz je vic nez velikost libovolného hranového
fezu.

Pro efektivni rozdéleni operacnich systémt mezi vrcholy
staéi projit sif S do hloubky od vrcholu z s podminkou,
ze nikdy neprojdeme pfes nasycenou hranu. VSem navsti-
venym vrcholim pridélime Linux, zbytku Windows. To nam
zabere O(M + N) ¢asu.

Vysledna casova slozitost je tak O(M - |f| + N).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-5-4.cpp

Ulohu pripravili: Kacka Doubkovd,
Ondra Sedlacek, Lukds Veskrna

38-5-S HesSovani Fetézcu

Ukol 1: P¥id4ni/odebrani znaku

pro puvodni Feté-
znac¢i rovnost mo-

Srovnejme, jak vypada heSovaci funkce

zec, jeho prodlouZeni a jeho zkraceni (=

dulo p):
hao(z1,...,2K) = 210"V 4 20d" 2+ L+ 21d°,
h _ k k-1 1 0
a(®1, .. Tpg1) = 710" 4 120 + ...+ zpa + Tp4107,
_ 2
ha(Za, ..., 25) = 20a" 2 + ...+ z1ad.

Z prvniho hese miizeme ten druhy ziskat vynasobenim ¢is-
lem @ a pfi¢tenim zp,1a° = x41. Z prvniho hese ziskame
ten tieti odedtenim z,a*~!. Pokud si mocniny &isla a pred-
pocitame, obé aktualizace heSe zvladneme v konstantnim
Case.

Ukol 2: Slozitost Rabina-Karpa

Pfipomenme znaceni ze zadani: J je délka jehly, S délka
sena, V pocet vyskytld a p prvocislo z hesovaci funkce.

Rabintv-Karpuv algoritmus nejdfive stravi ¢as O(J) vypo-
¢tem hese pro pocateéni polohu okénka ,,iplné vlevo“. Pak
(S — J)-krét okénkem posune. Pii kazdém posunuti piepo-
¢ita hesovaci funkci, coz se podle predchoziho tkolu stihne
v konstantnim case. Veskerym pocitanim hesa tedy stravi

¢as O(S).

Algoritmus kazdy hes$ okénka porovna s hesem jehly a po-
kud nastane shoda, znak po znaku zkontroluje, jestli okén-
ko opravdu odpovida jehle. Kontrola trva éas O(J). Shoda
pfitom miZe znamenat dvé véci: budto opravdovy vyskyt
(to nastane celkem V-krat), nebo kolizi heSovaci funkce.
Jelikoz polynomidlni heSovani pro fetézce délky J je J-
univerzalni, kolize nastane s pravdépodobnosti nejvyse J/p.
Z toho plyne pramérny pocet kolizi nejvyse JS/p. Celkové
tedy porovnavanim okénka s jehlou stravime v priméru cas

O(J(V + JS/p)) = O(JV + J2S/p).


https://pruvodce.ucw.cz/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-5-4.cpp

Primérnd slozitost celého algoritmu tedy ¢ini O(S + JV +
J2S/p). Pokud zvolime prvoéislo p vétsi nez J2, slozitost
se vejde do O(S + JV). Takovy algoritmus bude rychly
v piipadech, kdy je vyskyti mélo.

Ukol 3: Izomorfismus — heSovaci funkce

Kédy budeme volit z télesa Z,, pro vhodné prvocislo p > n.
Pozadovand hesovaci funkce h(k1, k2) tedy bude heSovat par
prvki (k1,ks) € ZZ na prvek Z,.

Opét se nam bude hodit polynomialni hesovani. Vytvorime
systém funkei h,(k1,k2) = k1a + ko (pocditdme opét mo-
dulo p, parametrizujeme prvkem a € Z,). V zadani jsme
dokazali, Ze tento systém je 2-univerzalni. To znamena, ze
libovolné dva pary (ki,ks) a (ki, k5) zkoliduji s pravdépo-
dobnosti maximalné 2/p.

Ted pocitejme pravdépodobnost selhani algoritmu pro néja-
ké dva stromy na n vrcholech. Algoritmus nejvyse (2n)-krét
hesuje pary kodu. Selze, pokud pro néjaké dva rtzné pary
kédu vyjde stejny hes.

Pravdépodobnost selhani se da spocitat dvojim zpiisobem.
Bud miizeme vyuzit toho, Ze pro libovolné jevy A a B plati
P(AUB) < P(A) + P(B). Proto pravdépodobnost, Ze né-
jakd dvojice paru zkoliduje, miZeme shora omezit souc¢tem
pravdépodobnosti kolizi pfes vsechny dvojice pari. Tako-
vych dvojic je (22”) =2n(2n — 1)/2 < 2n2. Kazd4 zkoliduje
s pravdépodobnosti nejvyse 2/p. Pravdépodobnost selhani
tedy nepiekroci 2n? - 2/p = 4n?/p.

Druhé moznost je vyuzit Markovovu nerovnost. Pro kazdou
dvojici para bychom si poridili indikator toho, Ze dvojice
zkolidovala. Pocet kolizi bychom vyjadrili jako soucet indi-
katort. Z linearity stfedni hodnoty bychom odvodili stFfedni
hodnotu poctu kolizi. A pak bychom Markovovou nerovnos-
ti odhadli pravdépodobnost, ze pocet kolizi prekro¢i 1/2.
I timto zptisobem dojdeme k odhadu cn?/p pro né&jakou
konstantu c.

Chceme-li pravdépodobnost kolize stlacit pod dané £ > 0,
postaci zvolit p > cn?/e.

Ukol 4: Izomorfismus — kontrola spravnosti

Budeme ptedpokladat, ze jsme si zapamatovali nejen hese
kotentl, ale i vSech vnitifnich vrcholi.

Méjme stromy S a T', kterym vysel stejny hes kofene. Musi
tedy byt h(s1,s2) = h(t1,t2), kde s1 a so jsou kédy déti
kofene stromu S a t; a ts kddy déti kofene T'. Navic jsme
déti prohodili, aby platilo 51 < s9 a t; < ts.

Kdyby se pary (s1, s2) a (t1, t2) nerovnaly, znamenalo by to,
ze jsme nasli kolizi heSovaci funkce. Tim padem by stromy
urcité nebyly izomorfni.

Nebo je s1 = t1 a so = to. Pak by mél byt levy podstrom
stromu S izomorfni levému podstromu stromu 7" a analo-
gicky pro pravé podstromy. Rekurzivné se tedy zavolame
na oba levé podstromy a pak na oba pravé, abychom ovéri-
li, jestli izomorfismus opravdu nastal, nebo zda je rovnost
kédt podstromt zptisobena kolizi nékde hloubéji.

Dodejme, Ze v piipadé kolize se ndm muze stat, Ze se rekur-
zivné zavolame na porovnani prazdného stromu s neprazd-
nym. V takovém piipadé okamzité vyhlasime, ze stromy
izomorfni nejsou.

Zbyva rozmyslet ¢asovou slozitost. Nechf maji stromy S i T
oba po n vrcholech. Béhem rekurze potkdme kazdy pod-
strom stromu S nejvyse jednou a stravime jim konstantni
¢as. Podstrom je pfitom jednoznacné urcen svym kofenem,
takze podstromi je pravé n. Algoritmus tedy bézi v case
O(n).

Jaky vliv na slozitost bude mit opakovani algoritmu v pfi-
padé kolize? Nastavme p tak, aby pravdépodobnost kolize
byla mensi nez 1/2. Podle lemmatu o dzbanu bude tedy pru-
mérny pocet spusténi, nez uspéjeme, mensi nebo roven 2.
Kazdy pokus nés stoji O(n) na vypocet hestt a O(n) na
ovéfeni izomorfismu. Priamérnd slozitost celého algoritmu

tedy ¢ini O(2 - n) = O(n).

O

Ukol 5: Izomorfismus — vice déti

O

Uvazme na chvili stromy, v nichz kazdy vnitini vrchol méa
pravé d déti. Mohli bychom opét pouzit polynomialni he-
Sovani, tentokrat na d-tice. Jenze by nés prili§ brzdilo, ze
kazdou d-tici musime pfed zaheSovanim uspotradat. Jak se
tomu vyhnout?

Potidime si komutativni heSovaci funkci, tedy takovou, jejiz
vysledek se nezméni, kdyz libovolné prohazime vstupy. Na-
bizi se vytvofit ji kombinaci plné nahodné hesovaci funkce
(slibené v zadani) s operaci XOR. K6dy budou prvky mno-
ziny B véech b-bitovych fetézcti (tedy ¢isel od 0 do 2° — 1).
Poridime si ndhodnou funkci f z B do B (ta ndm bude
kédy ,nadhodné promichavat“). A d-tici kédi zahesujeme
predpisem h(z1,...,24) = f(x1 @ ... B x4). Piitom podet
déti d se mize mezi vrcholy stromu lisit.

To vypada funkéné ... do okamziku, kdy si uvédomime, Ze
néjaké dva podstromy mohou byt izomorfni (tedy k; = k;
pro néjaké i a j). Pak bude k; & k; = 0, takze kéd vyjde
stejné, jako kdyby tam tyto dva podstromy vibec nebyly.

Problém se ale da docela snadno napravit: misto v B bu-
deme pocitat v Z, pro dost velké p a misto XORovani bu-
deme sc¢itat modulo p. Pofidime si tedy nahodnou funk-
ci f ze Z, do Z, a heSovaci funkci definujeme predpisem
h(zy,...,zq) = f(z1 4+ ... + x4q).

Izomorfni stromy urcité dostanou stejné kédy. Potfebujeme
ale ukazat, ze je malo pravdépodobné, Ze by neizomorfnim
stromtim kvili kolizim vysel stejny kod.

Necht testujeme izomorfismus dvou stromt na n vrcholech.
Uvéazime vSech jejich 2n podstromi. Slou¢ime ty, které jsou
izomorfni, a zistanou nam neizomorfni podstromy 77, ...,
T, pro m < 2n. Od¢islujeme si je v potradi, ve které pridé-
lujeme kédy, coz znamena od nejmél¢iho podstromu az po
ten nejhlubsi. Pridélené kédy oznacime kq, . .., &k, pficemz

ki = f(c¢;) pro n&jaka ¢éisla cq, ..., ¢p.

Tvrzeni: Pro kazdé t < m plati, Ze s pravdépodobnosti
aspoti p; > 0 (stanovime pozdéji) jsou éisla cq, . . ., ¢; navza-
jem raznd, ptislusna k; navzajem rizna a navic vsechna k;
tvori rovnomérné nadhodné vybranou t-tici riznych prvka
ze Lp.



Dikaz: Provedeme indukci podle t. Pro t = 1 uvazujeme
pouze podstrom 77, coz musi byt jednovrcholovy podstrom.
Tim paddem ¢; = 0, hy = f(0) je rovnomérné nadhodny
prvek Z,,, takze vyjde p; = 1.

Nyni provedeme indukéni krok. Uz jsme zakdédovali pod-
stromy Ti, ..., T;_1 a pravé kédujeme T;. Budeme pfed-
pokladdat, Ze zatim nedoslo k zadné kolizi ani mezi ¢;, ani
mezi k;. To nastalo s pravdépodobnosti aspon p;_1.

Kofen stromu 7; ma néjaké podstromy, které jsou mélci,
takze uz dostaly kéd. Nékteré z nich mohou byt izomorfni,
takze je opét sloucime. Zbudou neizomorfni stromy 7;, az
T:,, pticemz T;; se vyskytl a;-krat. Tyto stromy uz dostaly
néjaké kédy ki, ..., ki,. Stromu T; tedy piifadime kod
ki = h(c), kde ¢ = ag, ki, + ...+ ai ki, .

Jaka je pravdépodobnost, ze jsme tim vytvorili kolizi? Koli-
ze muze vzniknout dvéma zpiisoby: budto se nové ¢; rovné
nékterému z predchozich ¢; (a tim padem je jisté i k; = k;),
nebo kolize vznikne az zaheSovanim funkci f.

Prvni moznost: podle indukéniho pfedpokladu je k;, rovno-
mérné ndhodny prvek Z,. Clen a;, k;, je také v Z,, rovno-
mérné ndhodny, protoze nasobeni ndhodného prvku télesa
pevnym prvkem da zase ndhodny prvek. A pokud ho pii-
¢teme k cemukoliv, dostaneme zase rovnomérné nahodny
prvek. Navic bude nezavisly na vSech ¢; (protoze funkce f
si ,,pFinasi svou vlastni ndhodnost“). Takze do nékterého
z predchozich ¢; se strefime s pravdépodobnosti (i — 1) /p.

Druha moznost: jelikoz ¢; je razné od vsech predchozich ¢;,
bude k; = f(c¢;) rovhomérné ndhodné a nezéavislé na vsech
predchozich k;. Tim padem se do nékterého z predchozich k;
strefime s pravdépodobnosti opét (i — 1)/p.
Pravdépodobnost, Ze kolize nevznikla ani v tomto kroku,
ani v zddném z predchozich, tedy bude rovna

pe=1-(—-1)/p)* pr_1.

Disledky: Spokojeni s dikazem tvrzeni, odhadneme jes-
té pravdépodobnost tspéchu p,,. ,,Rozbalenim* rekurentni
formule z dikazu dostaneme:

> 2

pm<1g>2.<1;>2..__..<1

To odhadneme zdola:

. (1 m) 2m
D > —
" p

Ted si vzpomeneme na dtkaz narozeninového paradoxu a
odhad 1 — € = e~¢. Proto:

m—1
p

L.2m

Pm e P =e

Tento vyraz jsme volbou prvoéisla p >> 2m? schopni pFitla-
¢it libovolné blizko k 1.

Stéale tedy funguje myslenka drze hesovat, a teprve doda-
te¢né zkontrolovat, zda rovnost kédt opravdu znamené izo-
morfismus, a pokud ne, algoritmus spustit znovu. Prumérna
casova slozitost se nezmeénila, jen je potieba v implementaci
ukolu 2 domyslet, jak parovat déti obou korenti, abychom
nemuseli tridit. Na to sta¢i pouzit hesovaci tabulku.

Ukol 6: Mezigalakticka kandidatka

Predevsim si vSimneme, Ze za kazdy znak vstupu se vektor
frekvenci zméni jenom v jedné ze svych k slozek (kde k je
podet barev). Tato slozka pfispivd v kédu na jedné pozici
kladné, na jiné mozna zaporné. Proto se kéd zméni v nej-
vySe dvou slozkach. Chceme tedy heSovaci funkci, kterou
ptujde pfi zméné na jedné pozici v konstantnim case pre-
pocitat. To opét splnuje polynomialni heSovani, pokud si
predpocitame tabulku mocnin a’ mod p.

Do jak velkého prostoru potrebujeme heSovat, aby nam
moc nevadily kolize? Pfipomeneme si iivahy o perfektnim
hesovani ze a fakt, Ze polynomidlni heSova-
ni k-slozkovych vektort je k-univerzalni. Z toho plyne, zZe
zvolime-li p > 2kn?, bude heSovaci funkce s pravdépodob-
nosti aspon 1/2 perfektni.

Projdeme tedy vstup, priibézné budeme udrzovat vektor
Cetnosti, jeho kéd a hes kédu. Budeme si zaznamenavat
vSechny hese. To stihneme v ¢ase O(n).

Pak pfihradkovym t¥idénim (viz feseni 3. tikolu ze 4. dily)
v ¢ase O(n) setfidime vSechny hese a pro kazdou hodno-
tu hese najdeme jeho prvni a posledni vyskyt. Podle toho
identifikujeme nejdelsi Gisek, ktery ma na zacatku i na kon-
ci stejny hes. To je budto opravdovy nejdelsi jednobarevny
tsek, nebo néjaky vicebarevny, ktery se tam vloudil zrad-
nou kolizi.

Nagtésti umime v ¢ase O(n) pomoci vektori Cetnosti snad-
no ovérit, ze nalezeny tusek je jednobarevny. A pokud neni,
spustime cely algoritmus znovu. To nastane s pravdépodob-
nosti nejvyse 1/2, takze za priumérné dva pokusy algoritmus
taspésné dobéhne. Dosahuje tedy primérné linearni casové
slozitosti.

Zavérem

Tim nas seridl o ndhodé v algoritmech pravdépodobné do-
spél ke konci. Ukézali jsme si né€kolik snadnych aplikaci
pravdépodobnosti, naucili se uvazovat o hesovani a objevili,
ze pravdépodobnostni techniky ¢asto pomohou k sestrojeni
prekvapivé jednoduchého algoritmu. Za to ovSem zaplati-
me tim, ze algoritmus bézi rychle jenom v priméru, nebo
nékdy dokonce nemusi vydat spravny vysledek.

Aplikaci pravdépodobnosti v informatice je zajisté mnohem
vic, ale to uz je vypravéni na nékdy jindy. Na vidénou se
tési autori seridlu

Martin ,Medveéd“ Mares, Dan Skypala a Katia Kocickd
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