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Vzorova feseni prvni série tficatého devatého roéniku KSP

39-1-1 Pocet podposloupnosti KSP

Nejjednodussi je pustit tfi vnorené for-cykly, které pro
W1l kazdou trojici pozic ¢ < j < k kontroluji, zda se na ni
nevyskytuje K, S a P. Takové feseni bézi v case ©(n?), kde
n je délka zadani, a Slo za néj ziskat az 4 body.

Muzeme si ale vS§imnout, Ze zbyteéné pocitame tu samou
véc opakované. Zafixujeme-li pozici K a S, uz je jasné, kolik
vyskyti KSP jako podposloupnost zvladneme vytvorit: to-
lik, kolikrat se P vyskytuje napravo od naseho S. Podobné,
pro fixni pozici S a P, dokaZzeme vytvorit tolik vyskyta KSP,
kolikrat se K vyskytuje nalevo od naseho S.

Vytvorime si tedy dvé pole, K a P. K[i] bude poéitat, kolik
pismen K se nachézi nalevo od i (v€etné), kdezto P[i] bude
pocitat, kolik pismen P se nachéazi napravo od i véetné. Obé
pole umime spocitat v linearnim ¢ase — pro vypocet K staci
prochézet pole zleva a za kazdy vyskyt K zvysit hodnotu na
aktualnim policku o 1 oproti té predchozi. Pole P spocitame
obdobné. Toto je specialni pfipad techniky zvané prefizove
(resp. suffizové) soucty, o které si mizete precist v zakladni
kuchafce.!

Diky predpocitanym polim muzeme rychle spocitat celou
odpovéd. Podposloupnosti KSP, jejichz pismenko S lezi na
porzici 4, je bud 0 (pokud na pozici ¢ neni S), nebo presné
K[i — 1] - P[i + 1]. To proto, Ze ke kazdé volbé& K nalevo si
muZeme nezavisle vybrat néjaké P napravo. Vysledny algo-
ritmus jen poscita tyto hodnoty pres vsechna i. Jeho ¢asova
i pamétova slozitost je pak O(n).

N .
Vs '/7\ “'ﬁ\)

\—&9\&\)\

LB

Dynamické programovani

Na tuto tlohu existuje jesté jedno feseni. To je sice mir-
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pokud bychom poéitali vyskyty slov obecné délky. Pojdme
s nim tedy vyfesit tlohu, kde misto KSP pocitadme vSechny
vyskyty néjakého slova J délky t. Oznacme také zadani ja-
ko fetézec Z délky n. Obecné, méme-li Fetézec R, pak R[: i]
znaci jeho podretézec sklddajici se z prvnich ¢ znakd.

Poridime si dvojrozmérné pole D velikosti n x t. Na policku
Dli][4] si budeme poéitat, kolika zptisoby mtzeme v Z|: i
najit J[: j] jako podposloupnost. VSechny vyskyty J[: j]
v Z[: i] si pro tcely feseni rozdélime na dva typy:

e Nové: ty, které zahrnuji Z[i]

e Piedchozi: ty, které nezahrnuji Z[i]

To nas navadi na myslenku, jak si problém priubézné délit
a pfevadét na jednodussi. Zafixujme si nyni j, tedy bude-
myslenka je, Ze to pocitdme postupné s rostoucim i, tedy
v kazdém okamziku budeme mit D[i|[j] pro mensi i jiz spo-
Citané.

Prvné si v§imnéme, Ze vSechny piedchozi vyskyty J[: j] jiz
mame v D[i—1][]. Druhé pozorovani bude, Ze nové vyskyty
J[: j] budou kon¢it v textu na pozici i — tedy viibec néjaké
vzniknou, pouze pokud Z[i] = J[j]. Potom novgjch vyskytl
J[: j] je prévé tolik, kolik je predchozich vyskyta J[: j — 1],
tedy D[i — 1][j — 1].

Z toho také vidime, ze uz potfebujeme mit spocitané vysky-
ty J[: j—1]. Vychazi ndm z toho algoritmus, ktery je vlastné
sloZen jen z dvou for-cykli v sobé — iterujeme pies vSech-
na j, kde pro kazdé j iterujeme pres vSechna ¢ a pocita-
me D[i][j]. Pro kazdou dvojici (i, j) provedeme konstantni
praci, dvojic je n - t, celkem ma tedy algoritmus slozitost
v O(nt). Specidlné — pro slovo KSP mame tedy sloZitost
v O(n), jako ddval prvni algoritmus.

Pokud dynamické programovani jesté neznate, doporucuje-
me se zadist do nasi kuchaiky.?

Program (Python):
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/39-1-1.py|
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Dalsi zlepSeni, které se nabizi, je pamét. Tabulka D zkon-
struovana pro dynamické programovani méa velikost nt, coz
je pro nase tcely linearni. Da se to ale 1épe. Uvédomme si,
ze pro konstrukci fadku j potfebujeme pouze fadek j — 1
a vSechny predchozi mizeme zahodit. Tim zadarmo dosta-
neme pamét na ©(n), do ¢ehoz se vejde i pamatovany vstup-
ni text.

Nakonec si vSimnéme, ze stejné jako jsme konstruovali ta-
bulku D po fadcich j, miizeme ji konstruovat po sloupcich 1.
Stejné tak nam bude stacit pamatovat si posledni sloupec.
Tim pamét algoritmu dostaneme na O(¢), coz je pro Gcely
ulohy konstantni! Hura! Protoze znak vstupu na pozici i nas
zajima pouze pri konstrukci sloupce i, mizeme cist vstup
postupné a ani si ho nepamatovat. Takovému algoritmu se
tika, ze je online — ¢te vstup jednou a nepamatuje si ho.

Program (Haskell):
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/39-1-1.hg

Ulohu pripravili: Risa Hladik, Matus Pull

https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil

https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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https://ksp.mff.cuni.cz/viz/39-1-1.py
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/39-1-1.hs
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

39-1-2 Oboustranné nejblizsi hnizdo

39-1-3 Vysila¢

Ulohu mutiZzeme piimocafe pievést do fedi teorie grafi:
M1l mame neohodnoceny orientovany graf G a zajima nas,
do jakého vrcholu v mame jit, aby byl soucet délek nejkratsi
cesty z 0 do v a z v do 0 co nejmensi. Mame-li vic moznosti,
mame najit v s co nejmensim indexem.

Jinymi slovy, pokud d¢g(u,v) oznacuje délku nejkratsi cesty
mezi v a v, pak hledame takovy vrchol v # 0, ktery mi-
nimalizuje hodnotu vyrazu dg(0,v) + dg(v,0), a ze vech
takovych v navic chceme to s nejmensim indexem.

Na hledani vzdalenosti mizeme pouzit prohledavani do Sit-
ky (BFS). Pustime-li ho z vrcholu 0, spoéitame do kazdého
vrcholu v jeho vzdélenost dg (0, v). Kdyby byl graf neorien-
tovany, mame hotovo, nebot dg(v,0) = dg(0,v). N4§ graf
ale je orientovany a obecné mohou byt vzdalenosti z v a do
v velmi rizné.

Jedno feSeni je prosté kazdé dg(v,0) spocitat zvlast. To
funguje, ale ¢asova slozitost je az ©(N(N + M)), jelikoz
poustime prohledavani do sitky z kazdého vrcholu.

Misto toho si muZeme pomoci jednoduchym trikem: Defi-
nujme graf G7 vznikly z G tak, Ze kazdé hrané obratime
jeji orientaci. Pak plati, ze dg(a,b) = dgr(b,a) — nejkrat-
i cesta z a do b je to samé, jako nejkratsi cesta z b do a
v grafu, kde miizeme jen couvat. Mizeme ted v GT pustit
prohledavani do sitky z 0. To nam pro kazdy vrchol v spocte
hodnotu dgr(0,v) = dg(v,0), pfesné, jak jsme chtéli.

Vysledny algoritmus tedy jen dvakrat pusti prohledavani
do sifky z 0 — jednou pii ném chodi po sméru hran, jednou
v protisméru. Tim spocéteme vzdalenosti z 0 i do 0 a staci
nam pak najit a vypsat kyzeny nejlepsi vrchol.

Na zévér poznamename, ze kdybychom neméli sekundarni
pozadavek na v s co nejmensim indexem, stacilo by tlohu
vyresit nalezenim nejkrat$iho cyklu prochazejiciho vrcho-
lem 0. K tomu sta¢i pustit BFS a divat se, kdy poprvé
znovu narazime na hranu vedouci do 0. Ve skutecnosti se
i tento algoritmus da upravit, aby pocital feseni nasi talohy,
ale detaily zde vynechame. MizZete je nalézt ve vzorovém
feseni.

Program (Python):
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/39-1-2.py|

Ulohu ptipravili: Risa Hladik, Matis Pull
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Ozna¢me si jako (x;,y;) soufadnice i-tého domu a (zv, yy)
soufadnice vysilace. Uloha po nas chce najit takové sourad-
nice vysilace, ze nasledujici vyraz (fikejme mu tfeba ztrdta)
je minimalizovan:

(1 —av)’+ (1 —yv)? + (@2 —2v)’ + (2 —yv)* +
.ot (an - xV)Q + (yn - Z/V)2-

Nejprve si miizeme vSimnout, ze ztratu mizeme preuspo-
rfadat a prirozené ji rozlozit na dvé nezavislé funkce: ztratu
kvili z a ztratu kvili y. Konkrétnéji, zadefinujeme-li:

f(z) = (1 — 2)® + (22 71')2 + .4 (2 — ),
9W) =1 —v)>+ W2 — )+ + (U —v)°,

pak plati, Ze mame-li vysila¢ na pozici (zv,yy), je jeho
strata f(xv) + g(yy)-

Mizeme tedy vyresit dva nezavislé problémy: hledani v/,
které minimalizuje f, a hledani yy, které minimalizuje g.
Ve zbytku feSeni tedy budeme pracovat pouze s f, a g se
pak vytesi obdobné.

Ted uz si jen sta¢i vSimnout, Ze f je kvadraticka funkce
s jednou neznamou. Wikipedie* ndm d4va jednoduchy vzo-
rec¢ek na spocitani jejtho minima: funkce f(x) = az?+br+c
nabyva minima pro x = —b/2a.5 Zbyva vyjadiit f v tom-
to tvaru: kazda zavorka se rozepise jako x? — 2x;x + x2.
Nenechame se zmést tim, ze x; (konstanta) vypadd hodné
podobné jako z (proménnd) a dostaneme:

fl@)=na® -2 - (z1+...+z,)z+ (27 +...+22).

Méme tedy a = n, b = —2(z1 + ... + z,,). Dosazenim do
vzorecku dostavame, Ze optimalni xy je (1 + ...+ zp)/n.

Jinymi slovy, optimélni misto pro vysila¢ je v priaméru
vSech bodd. (To je ale ndhoda, ze?)

N4&s algoritmus tedy pouze nacte body a spocte jejich pri-
mér. Staéi mu projit cely vstup jednou bod po bodu, méa
tedy ¢asovou slozitost O(N) a pamétovou konstantni.

Na zavér se miizete zamyslet, co se zméni, pokud pro ztratu
pouZijeme jinou funkci, tfeba |1 — zv| + |y1 —yv| + .. ..
D4 se vysledek zase néjak jednoduse vztahnout na pavodni
mnozinu boda?

Ulohu pripravili: Rise Hladdk, Matds Pall

39-1-4 Snéhulaci

Dle zadani mame sestavit co nejméné snéhulaktt — mno-
zin kouli S; takovych, ze kazda obsahuje nejvyse tii koule,
jejichz velikosti jsou navic navzajem rtzné. Reknéme, Ze
nejmensi dosazitelny pocet snéhuldk je M.

Protoze velikosti kouli a jejich ¢etnosti budou hrat velkou
roli, ozna¢me f, pocet kouli, které maji velikost r. Pro tyto
Cetnosti plati 0 < f, < N a ). f.=N.

Nejprve uvazme piipad, kdyz jsou vsechny koule navzajem
rizné velké (tedy vSechna f, < 1). Pak je mtizeme libovolné
rozdélit do [N/3] snchuldkd. VSimnéme si, ze méné snéhu-
1akd byt nemitze, jinak by z principu holubniku musel byt
alespon jeden sné¢hulék slozen ze ¢tyf nebo vice kouli.

4 https://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_function#Maximum_and_minimum_pointsg
5 Se znalosti derivaci to jde snadno nahlédnout: spojita funkce mfize nabjvat minima jen v bodech s nulovou derivaci. Musi
tedy platit f/(z) = 2az + b = 0. Jde to nahlédnout i bez derivaci, doplnénim na &tverec, ale do toho se poustét nebudeme.
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Na druhou stranu vime, Ze snéhuldk nemiize obsahovat kou-
li stejné velikosti dvakrat. To nam dava pro kazdou veli-
kost r odhad M > f,.. Tim ziskdvame dolni odhad na pocet
snéhuldktt M > M = max([N/3], max, f,.). UkaZeme, ze
tento odhad je tésny, tedy ze vzdy umime koule rozdélit do
M snéhulaki.

Seradme koule k; podle jejich velikosti. N4S algoritmus po-
stavi M snéhuldki, toho i-tého postavi z kouli k;, k; v,
a k; o7, pfiemz pokud néjaké z téchto kouli neexistuji
(indexujeme mimo rozsah 1,..., N), bude snéhuldk akorat
slozen z méné nez 3 kouli.

Povsimnéme si, Ze takto kazda koule dostane snéhuldka:
pro i < 3M koule k;y1 padne snéhulékovi (S; nod i741)s
navic 3M < 3[N/3] < N, takze kazda koule bude pouzita.
Mame tedy piifazeni viech N kouli M snéhuldktim, kazdy
snéhuldk ma alespon jednu a nejvyse tii koule.

Zbyvéa rozmyslet, ze kazdy snéhuldk se sklada ze tfi rizné
velkych kouli, tedy ze vzdy k; < k, iy < kjyon. To je
snadné: pokud by pro néjaké i platilo k; = k;, y7, pak diky
sefazenosti kouli plati i k; = k1 = kjyo = ... =k;, jz. To
znamena, ze kouli této velikosti je vice nez M, coZ je spor
s definici M. Identicky dokézeme, Ze k;, y; < k; -

Zbyvéa si rozmyslet implementac¢ni detaily algoritmu: Nej-
prve vSechny koule seradime podle velikosti. Pak kazda ve-
likost tvori souvisly tsek, takze spocitat max, f,. jde jedno-
duchym priichodem celého pole. Z toho dostaneme M = M,
a pak dalsim prichodem pififadime S; = {ki, kitar, Kiyonrs }-
Jako bonus kazdy snéhulak bude mit koule sefazené od nej-
mensi po nejveétsi.

Kromé tfidéni potiebujeme éas O(N). Jelikoz vSak vime,
ze velikosti jsou v rozsahu 1,..., 10N, mizeme je t¥idit po-
¢itanim, ze kterého i zdarma dostaneme f,.. Celkovému al-
goritmu tak sta¢i O(N) Casu.

Jako mensi pozndmku uvedme, Ze tento algoritmus funguje
pro libovolné velké snéhulaky, jen v algoritmu a v dtkazu
nahradime 3 libovolnou jinou hodnotou C' < N a S; pfira-
dime koule ki, k’iJr]M, ey kiJr(C/v,l)M.

Ulohu pripravili: Katia ,,Cici“ Kocickd, Matis Pill

39-1-S Hello, Rust!

Abyste méli na Tesent seridlu dostatek casu, lze ho odevzdd-
vat aZ do 15. listopadu. Prejeme prijemny rist!

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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E-mail:

sp @mff.cuni.c
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KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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