Rozdé€l a panuj

Casto se setkdme s tlohami, které lze snadno rozdélit na néjaké mensi alohy a z je-
jich vysledkt zase snadno slozit vysledek ptivodni velké tlohy. Pfitom mensi Glohy
milzeme Fesit opét tymz algoritmem (zavoldme si ho rekurzivng), leda by jiz byly
tak malické, ze dokdzeme odpovédét trividlné bez jakéhokoliv pocitani. Zkratka jak
fikali stafi ¥imsti cisafi: Divide et impera. Uvedme si pro zacatek jeden staronovy
priklad:

Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro t¥idéni posloupnosti prvki. Uz o ném byla
jednou te¢ v t¥idici kuchatce“. Tentokrat se na néj podivdme trochu podrobnéji
a navic nam poslouzi jako ingredience pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli né&jaky prvek (budeme mu ¥ikat pivot) a pferovnd
prvky v posloupnosti tak, aby napravo od pivota byly pouze prvky vétsi nez pivot
a nalevo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu, mizeme si dle libosti
vybrat jak levou, tak pravou stranu posloupnosti, funkénost algoritmu to nijak ne-
ovlivni. Tento postup pak rekurzivné zopakujeme zvlast pro prvky nalevo a zv1ast
pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme setfidénou posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zptsobem volby pivota. My si predve-
deme jinou, nez jsme ukazovali v t¥idici kuchafce (hlavné proto, Ze se ndm z ni pak
budou snadno odvozovat dalsi algoritmy) a pro jednoduchost budeme jako pivota
volit posledni prvek zkoumaného tseku:

{ budeme t¥idit takovato pole }
type Pole=array[1..MaxN] of Integer;

{ pferovnavaci procedura pro usek a[l..r] }
function prerovnej(a: Pole; 1, r: integer): integer;
var i, j, X, q: integer;

begin
{ pivotem se stane posledni prvek useku }
x:=alr]; { hodnota pivota }
i:=1-1; { a[i] bude vzdy posledni <= pivotovi }

{ samotné pferovnavani }
for j:=1 to r-1 do

if a[jl<=x then { pravé probirany prvek }
begin { mensi/rovny hodnoté& pivota }
ir=i+1; { pak zvys ukazatel }
q:=aljl; { a proved pferovnani prvku }
aljl:=alil;
alil:=q;
end;

{ nakonec presuneme pivota za posledni <= }
q:=alr];
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alr]:=al[i+1];

ali+1]:=q;
prerovnej:=i+1; { vratime novou pozici pivota }
end;

{ hlavni t#¥idici procedura, t¥idi a[l..r] }
procedure QuickSort(a: Pole; 1, r: integer);
var m: integer;

begin
if 1<r then begin { méme jesté co dé&lat? }
m:=prerovnej(l,r); { m pozice pivota }
QuickSort(1,m-1); { set#id prvky napravo }
QuickSort (m+1,r); { set#id prvky nalevo }
end;
end;

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela neSikovné, protoze se ndm snadno mize
stat, ze si vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek v tseku (rozmyslete si, jak by
vypadala posloupnost, ve které to nastane pokazdé), takze dostaneme-li posloupnost
délky N, rozdélime ji na tseky délek N—2 a 1 (pivot se nepo¢ita), naceZ pokracujeme
s tsekem délky N —2, ten rozdélime na N —4 a 1, atd. Pfitom pokazdé na prerovnani
spotfebujeme Cas linedrni s velikosti useku, celkem tedy O(N + (N —2) + (N —4) +
..+ 1) = O(N?).

Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy medidn z pravé probira-
nych prvka (tj. prvek, ktery by se v setfidéné posloupnosti nachézel uprostied; pro
sudy pocet prvki zvolime libovolny z obou prostfednich prvkil), dosdhneme daleko
lepsi slozitosti O(N log N). To dokéZeme snadno:

Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v Case linedrnim vacéi poctu prvkd, které mame
pferovnat. V prvnim kroku QS pracujeme s celou posloupnosti, ¢ili pferovname
celkem N prvki. Nésleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast posloupnosti
(obé& dlouhé (N —1)/241); pferovnavani v obou ¢astech dohromady trvé opét O(N)
a vzniknou tim ¢4sti dlouhé nejvyse N/4. Zanoiime-li se v rekurzi do hloubky &, pra-
cujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2*, které dohromady daji nejvyse N (viechny
¢asti dohromady daji prvky vstupni posloupnosti bez téch, které jsme si uz zvolili
jako pivoty).

V hloubce [log, N uZ jsou vSechny ¢asti nejvySe jednoprvkové, takze se rekurze
zastavi. Celkem tedy mame [log, N hladin (hloubek) a na kazdé z nich trdvime
linedrni ¢as, dohromady O(N log N).

V tomto diukazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu: Zapomnéli jsme na to, Ze
také musime medidn umét najit. Jak z této neprijemné situace ven?

® Naucdit se pocitat medidn. Ale jak?

e Spokojit se se ,lZimedidanem*: Kdybychom si misto medidnu vybrali libovolny
prvek, ktery bude v setfidéné posloupnosti ,v prostifedni poloving“ (¢ili alespoii
¢tvrtina prvkid bude vétsi a alesponi ¢tvrtina mensi nez on), ziskdme také slozitost
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O(N log N), nebot tisek délky N rozlozime na tseky, které budou mit délky nej-
vyse (1—1/4)- N, takze na k-té hlading budou tiseky délek nejvyse (3/4)F- N, ¢ili
hladin bude maximalné logg , N = O(log N). Misto 1/4 by fungovala i libovolna
jiné konstanta mezi nulou a jednickou, ale ani to ndm nepomuze k tomu, abychom
umeéli 1zimedian najit.

® Recyklovat pravidlo typu ,vezmi posledni prvek“ a jen ho trochu vylepsit. To
bohuZel nebude fungovat, protoZze pokud budeme pii vybéru pivota hledét jenom
na konstantni pocet prvki, bude pomérné snadné ptijit na vstup, pro ktery toto
pravidlo bude déavat kvadratickou slozitost, i kdyz obvykle ptjde dokazat, zZe
takovych vstupt je ,malo“. (Také se tak ¢asto QS implementuje.)

e Volit pivota nahodné ze vSech prvki zkoumaného tseku. K ndhodné volbé samo-
zfejmé potiebujeme nahodny generator a s témi je to svizelné, ale zkusme na chvili
vérit, Ze jeden takovy mame nebo alespon ze mame néco s podobnymi vlastnost-
mi. Jak ndm to pomuze? Nahodné zvoleny pivot nebude sice presné uprostied,
ale s pravdépodobnosti 1/2 to bude 1zimedian, takZe po priimérné dvou hladinach
se ke 1Zimedidnu dopracujeme (rozmyslete si, pro¢, nebo nahlédnéte do seridlu
o pravdépodobnostnich algoritmech v 16. roéniku KSP). Proto ¢asova slozitost
takovéhoto randomizovaného QS bude v priméru 2-krat vétsi, nez 1zimedidnové-
ho QS, ¢ili v priméru také O(N log N). Jednoduse Fedeno, zatimco fixni pravidlo
nam dalo dobry ¢as pro priumérny vstup, ale existovaly vstupy, na kterych bylo
pomalé, randomizovani ndm dava dobry primeérny ¢as pro vSechny mozné vstupy.

Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale soucasné jsme pii tom zjistili, Ze neumime rychle
najit medidn. To tak nemutizeme nechat, a proto rovnou zkusime vyftesit obecnéjsi
problém: najit k-t§ nejmensi prvek (median dostdvame pro k = | N/2]).

Prvni resSeni této tlohy se nabizi samo. Nacteme posloupnost do pole, prvky pole
setfidime néjakym rychlym algoritmem a kyZeny k-ty nejmensi prvek nalezneme
na k-té pozici v nyni jiz setfidéném poli. Ma to vSak jeden hacek. Pokud prvky, které
mame na vstupu, umime pouze porovnat, pak nedosdhneme lepsi casové slozitosti
(a to ani v primérném ptipadé) nez O(N log N) — rychleji prosté t¥idit nelze, dikaz
mizete najit napriklad v t¥idici kucharce.

O néco rychlejsi feSeni je zaloZeno na vySe zminéném algoritmu QuickSort (Casto
se mu proto Tikd QuickSelect). Opét si vybereme pivota a posloupnost rozdélime
na prvky mensi nez pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro jednoduchost bude-
me predpokladat, Ze zadné dva prvky posloupnosti nejsou stejné). Pokud se pivot
naléza na k-té pozici, je to hledany k-ty nejmensi prvek posloupnosti, protoze pravé
k — 1 prvki je mensich.

Zbyvaji dva piipady, kdy tomu tak neni. Paklize je pozice pivota v posloupnosti
veétsi nez k, pak se hledany prvek naléza nalevo od pivota a postaci rekurzivné najit
k-ty nejmensi prvek mezi prvky nalevo. V opa¢ném pripadé, kdy je pozice pivota
mensi nez k, je hledany prvek v posloupnosti napravo od pivota. Mezi témito prvky
v8ak nebudeme hledat k-ty nejmensi prvek, ale (k — p)-t§ nejmensi prvek, kde p je
pozice pivota v posloupnosti.
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Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu. Nesikovna volba pivota
dava opét v nejhorsim pripadé kvadratickou slozitost. Pokud bychom naopak volili
za pivota medidn, budeme nejprve pierovnévat N prvkd, pak jich zbude nejvyse N/2,
pak nejvySe N/4 atd., coz dohromady dévé slozitost O(N + N/2+ N/4+...+1) =
O(N). Pro 1zimedidn dostaneme rovnéz linearni slozitost a opét stejné jako u QS
mizeme nahlédnout, ze ndhodnou volbou pivota dostaneme v primeéru stejny cas
jako se lzimedidnem.

Program bude velmi jednoduchy, vyuzijeme-li pferovnavaci proceduru od QS:

function kty(var a: Pole; 1, r, k: integer): integer;
var x, z: integer;

begin
x:=prerovnej(a,l,r); { x je pozice pivota }
z:=x-1+1; { pozice pivota vzhledem k [1..r] }
if k=z then
kty:=alx] { k-ty nejmensi je pivot }

else if k<z then
kty:=kty(a,1l,x-1,k) { k-tj nejmensi je nalevo }
else
kty:=kty(a,x+1,r,k-z); { napravo }
end;

k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vsak algoritmus, ktery fesi nasi tlohu linearné, a to i v nejhorsim p¥ipadé.
Je zaloZeny na dabelském triku: zvolit vhodného pivota (jak ukdzeme, bude to jeden
ze 1Zimediadnt) rekurzivnim voldnim téhoz algoritmu. Zafidime to takto:

e Pokud jsme dostali méné nez 6 prvki, pouzijeme néjaky trivialni algoritmus,
napiiklad si posloupnost setfidime a vratime k-ty prvek setiidéné posloupnosti.
® Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni pocet prvkt délitelny péti,
posledni pétici nechdme nekompletni.

® Spocitame median kazdé pétice. To muzeme provést napiiklad rekurzivnim zavo-
lanim celého naseho algoritmu, ¢ili v dasledku t¥idénim. (Také bychom si mohli
pro 5 prvku zkonstruovat rozhodovaci strom s nejmensim moznym poctem po-
rovnani, coz je rychlejsi, ale jednak pouze konstanta-krat, jednak je to daleko
pracnéjsi.)

e Méme tedy N/5 medidnd. V nich rekurzivné najdeme medidn m (oznacime me-
didny pétic za novou posloupnost a na ni za¢neme opét od prvniho bodu).

® Pierovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a jako pivota pouzijeme pr-
vek m. Po pferovnéni je pivot, podobné jako v pfedchozim algoritmu, na (z+1)-ni
pozici v posloupnosti, kde z je pocet prvki s mensi hodnotou, nez méa pivot.

® Podobné jako u predchoziho algoritmu, pokud je k = z+ 1, pak je pivot m k-tym
nejmensim prvkem posloupnosti. Neni-li tomu tak a k¥ < z + 1, budeme hledat
k-ty nejmensi prvek mezi prvnimi z ¢leny, v opacném piipadé, kdy k& > z + 1,
vyhleddme (k — z + 1)-tého nejmensiho mezi poslednimi n — z — 1 prvky.
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Receno s panem Pascalem:

{ pottebujeme pferovnavaci funkci, ktera
dostane hodnotu pivota jako parametr }
function prerovnejp(var a: Pole; 1, r, m: integer): integer;
var q, p: integer;
begin
{ nalezneme pozici pivota }
p:=1;
while a[p]l<>m do
p:=p+l;
{ pivota prohodime s poslednim prvkem }
q:=alp]; alpl:=alrl; alr]:=q;
{ a zavoléame ptvodni pf¥erovnavaci fci }
prerovnejp := prerovnej(a,l,r);
end;

{ hledani k-tého nejmendiho prvku z a[l..r] }
function kth(var a: Pole; 1, r, k: integer): integer;

var medp:Pole; { pole pro mediany pétic }
i, j, q, x, pocet, m, z: integer;
begin
pocet:=r-1+1; { s kolika prvky pracujeme }
if pocet<=1 then { pouze jeden prvek? }
kth:=a[l] { vysledek nemtZe byt jiny }

else if pocet<6 then begin { méné nez 6 prvkd }
QuickSort(a,l,r);
kth:=a[l+k-1];

end

else begin { mnoho prvkd, jde to tuhého }
{ rozdélime prvky do pétic }
q:=1; { zatim méme jednu pétici }
i:=1; { levy okraj prvni pé&tice }
ji=i+4; { pravy okraj prvni pé&tice }
while j<=r do begin { prochazime celé pé&tice }

QuickSort(a,i,j);
medp[q] :=a[i+2]; { median pétice }
q:=q+1; { zvy8 pocet pétic }
{
{

i:=1+5; nastav levy okraj pé&tice }
j:=j+5; nastav pravy okraj pétice }
end;

{ pfipadnou netdplnou pé&tici miZeme ignorovat }
m:=kth(medp,1,9-1,q div 2); { najdeme median mediénd pé&tic }
x:=prerovnejp(a,l,r,m); { pferovnej a zjisti, kde skon&il pivot }

z:=x-1+1; { pozice vzhledem k [1..r] }
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if k=z then
kth:=m { k-t nejmen8i je pivot }
else if k<z then
kth:=kth(a,1l,x-1,k) { k-ty nejmenSi nalevo }
else
kth:=kth(a,x+1,r,k-z); { napravo }
end;
end;

Zbyva dokazat, ze tato dvojitd rekurze ma slibenou linedrni slozitost. Zkusme se
proto podivat, kolik prvkt posloupnosti po prerovnani je vétsich nez prvek m. Vsech
pétic je N/5 a alespoi polovina z nich (tedy N/10) ma medidn mensi nez m. V kazdé
takové pétici pak navic najdeme dva prvky mensi nez median pétice, takze celkem
existuje alespont 3/10 - N prvkt mensich nez m. Vétsich tedy muize byt maximalné
7/10 - N. Symetricky ukdzeme, Ze i mensich prvkt miize byt nejvyse 7/10 - N.
Rozdéleni na pétice, hledani medidnti pétic a pferovnavani trva linearné, tedy nejvyse
cN kroku pro néjakou konstantu ¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze dvakrat rekurzivné
volé sdm sebe: nejprve pro N/5 medidnt pétic, pak pro < 7/10 - N prvka pred/za
pivotem. Pro celkovou ¢asovou slozitost ¢(N) naseho algoritmu tedy plati:
t(N) <cN +t(N/5) +t(7/10- N).
Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vyfesit, coz provedeme drobnym tskokem:
uhodneme, Ze vysledkem bude linedrni funkcee, tedy Ze ¢(N) = dN pro néjaké d > 0.
Dostaneme:
dN < (¢+1/5-d+7/10-d) - N.
To plati napt. pro d = 10¢, takze opravdu t(N) = O(N). (Lépe uz to neptjde, jelikoz
na kazdé ¢islo se musime podivat alesponl jednou.)
Cviceni
® Pii hledani k-tého nejmensiho prvku jsme predpokladali, Ze vSechny prvky jsou
razné. Prohlédnéte si algoritmy pozorné a rozmyslete si, ze budou fungovat i bez
toho. Opravdu?
® Proc¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro trojice? A jak pro sedmice?
Fungoval by takovy algoritmus? Byl by také linearni?
® Ve vypoctu t(N) jsme si nedali pozor na neuplné pétice a také jsme predpokladali,
Ze pétic je sudy pocet. Ono se totiz nic zlého nemuze stat. Jak se to snadno
nahlédne? Pro¢ nestaci na zacatku doplnit vstup ,nekoneény“ na délku, ktera je
mocninou deseti?
¢ Kdybychom neuhodli, Ze t(N) je linearni, jak by se na to dalo pfijit?

Nasobeni dlouhych cisel

Dalsim péknym piikladem na rozdélovani a panovani je nasobeni dlouhych cisel
— tak dlouhych, Ze se uz nevejdou do integeru, takze s nimi musime pocitat po
islicich (at uz v jakékoliv soustavé — ted zvolime desitkovou, Casto se hodi t¥eba
256-kovd). Klasickym ,8kolnim“ algoritmem pro nédsobeni na papife to zvlddneme
na kvadraticky pocet operaci, zde si predvedeme efektivnéjsi zptisob.
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Libovolné 2N-ciferné &islo miizeme zapsat jako 10N A+ B, kde A a B jsou N-ciferné.
Souc¢in dvou takovych ¢isel pak bude (10YA + B) - (10NC + D) = (102N AC +
10N (AD + BC) + BD). Séitat dokdZeme v linedrnim ¢ase, nésobit mocninou deseti
také (dopiSeme pfislusny pocet nul na konec éisla), N-ciferna ¢isla budeme naso-
bit rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Pro ¢asovou slozitost tedy bude platit
t(N) = ¢N + 4t(N/2). Nyni tuto rovnici mizeme snadno vyfesit, ale ani to délat
nebudeme, nebot nadm vyjde, Ze t(IN) ~ N2, ¢ili jsme si oproti piivodnimu algoritmu
viibec nepomohli.

Prijde trik. Misto ¢tyf nasobeni ¢isel poloviéni délky nam budou stacit jen tii: spocte-
me AC, BD a (A+B)-(C+D) = AC+AD+ BC+ BD, pfi¢emz pokud od posledniho
soucinu odecteme AC a BD, dostaneme presné AD+ BC, které jsme predtim pocitali
dvéma nasobenimi. Casova slozitost nyni bude ¢(N) = ¢’ N + 3t(N/2). (Konstanta ¢/
je o néco vétsi nez ¢, protoze pribylo séitani a odd¢itani, ale stale je to konstanta.
My si ovSem zvolime jednotku ¢asu tak, aby bylo ¢/ = 1, a uSetiime si tak spoustu
psani.)

Jak nasi rovnici vyfesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé a pozorovat, co se bude
dit:

t(N) = N + 3(N/2 + 3t(N/4))
=N +3/2-N +9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8) =... =
=N+3/2-N+... 43121 N 4 3Fe(N/2%).

&(
Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2¥ = 1, ¢ili t(N/2%) = ¢(1) = d, kde d je n&jaka
konstanta. To znamena, Ze:

t(N)=N-(1+3/24+9/4+ ...+ (3/2) 1) + 3"d.

Vyraz v zavorce je soucet prvnich k ¢lentt geometrické fady s kvocientem 3/2, ¢ili
((3/2)k —1)/(3/2 — 1) = O((3/2)*). Tato funkce vSak roste pomaleji nez zbyly ¢len
3%d, takze ji klidné mfizeme zanedbat a zabjvat se pouze onim poslednim ¢lenem:
3k — 2klog23 — 210g2 N-log,3 _ (210g2N)10g23 — Nlog23 ~ N1'58. Konstanta d se
nam ,schovd do O-¢ka“, takze algoritmus ma ¢asovou sloZitost ptiblizné O(N1-58).
Existuji i rychlejsi algoritmy se slozitosti az O(N), ale ty jsou mnohem dabelstéjsi
a pro malad N se to sotva vyplati.

Program si pro dnesek odpustime, Setfime naSe lesy (tedy alespoii trogku).

David Matousek a Martin Mares
Uloha 19-2-5: Hluboky les
Pomozte nam v hledani nejhlubsiho lesa. Ten se nachéazi na misté, kde jsou dva
stromy, které jsou u sebe nejblize ze vSech v lese. Vas program dostane na vstupu

¢islo N a dale N radku s readlnymi soufadnicemi jednotlivych stromi. V piipadé€, ze
je dvojic nejblizsich stromu vic, stac¢i vypsat libovolnou z nich.
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Priklad: Pro N = 4 a stromy

1 3
2 1
3 1
4 3

by mél program vypsat: Stromy 2 a 3 jsou si k sobé nejblize.
Uloha 19-5-5: Poéet inverzi

Je dana posloupnost celych ¢isel Py, Ps,..., Py. Cisla P; a P; jsou v inverzi, po-
kud ¢ < j a zaroven P; > P;. Inverze je tedy porucha ve vzestupném uspoiadani
posloupnosti. Vasim tkolem je zjistit, kolik inverzi posloupnost obsahuje.

Na prvnim fadku vstupu je ¢islo NV, na druhém radku nasleduje N celych ¢isel v de-
sitkovém zapisu oddélenych mezerami. Pocet inverzi vypiste na standardni vystup.
Cisel v posloupnosti je maximalné 100 000.

Priklad: Pro vstup:

5
45312

vypiste na standardni vystup 8.
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