Vyhledavaci stromy

Hledani pilenim intervalu, které jsme si predstavili v tfeti kuchafce, je velmi rychlé,
pokud méme moznost si data predem setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu
programu pridédvat a odebirat zaznamy, se zlou se potdzeme. Budto budeme mit
zdznamy uloZené v poli a pak nezbyva nez pii zatfidovani nového prvku ostatni
y,rozhrnout®, coz muize trvat az N krokiu, anebo si je budeme udrzovat v néjakém
seznamu, do kterého dokézeme pridavat v konstantnim case, jenze pak pro zménu
nebudeme pti vyhledavani schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:
Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vS§emi moZnymi cestami se mize v nasem poli binarni vyhle-
davani ubirat. Na zacatku porovnavame s prostfednim prvkem a podle vysledku se
vydame jednou ze dvou moznych cest (nebo rovnou zjistime, Ze se jedna o hledany
prvek, ale to neni moc zajimavy piipad). Na kazdé cesté nés zase ¢ekd porovnani se
stfedem prislusného intervalu a to nas opét posle jednou ze dvou dalsich cest atd.
To si mtizeme prehledné popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude odpovidat celému poli (a jeho
prostfednimu prvku). K nému budou p¥ipojené vrcholy obou polovin pole (opét ob-
sahujici pFislusné prostfedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zndme tento strom,
miZeme nas pllici algoritmus provadét pfimo podle stromu (ani k tomu nepottebu-
jeme vidét ptivodni pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, porovna-
me a podle vysledku se budto pfesuneme do levého nebo pravého podstromu, a tak
dale. Kazdy pribéh algoritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z korene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale vSimnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu fungovalo, strom viibec
nemusel vzniknout pilenim intervalu — stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, Ze
vsechny hodnoty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak hodno-
ty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli by také popisovaly nasledujici

stromy (napft.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromid samoziejmé uz nemusi mit pé€knou loga-
ritmickou slozitost (kdybychom hledali podle ,degenerovaného“ stromu z pravého
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obrazku, trvalo by to dokonce linedrné). Dulezité ale je, Ze takovéto stromy se daji
pomérné snadno modifikovat a Ze je pri troSe Sikovnosti mtuzeme udrzet dostatec-
né podobné idedlnimu pileni intervalu. Pak bude hloubka stromu stéle O(log N),
tim padem i Casova slozitost hledani, a jak za chvilku uvidime, i mnohych dalsich
operaci.

Definice
Zkusme si tedy pofadné nadefinovat to, co jsme pravé vymysleli:

Binarni vyhleddvact strom (podoméacku BVS) je budto prazdnd mnozina nebo koren
obsahujici jednu hodnotu a majici dva podstromy (levy a pravy), coz jsou opét
BVS, ovSem takové, Zze vSechny hodnoty uloZené v levém podstromu jsou mensi nez
hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez vSechny hodnoty ulozené v pravém
podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy podstrom, pak kofentim
téchto podstromti (pokud nejsou prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu x
a naopak vrcholu z budeme fikat otec téchto synt. Pokud je néktery z podstromt
prazdny, pak vrchol z pfislusného syna nemé. Vrcholu, ktery nema zadné syny,
budeme fikat list vyhledavaciho stromu. Vsimnéte si, ze pokud x ma jen jediného
syna, musime stéale rozliSovat, je-li to syn levy nebo pravy, protoze potfebujeme
udrzet spravné usporadani hodnot. Také si vSimnéte, ze pokud zname syny kazdého
vrcholu, mizeme jiz rekonstruovat vsechny podstromy.

Kazdy BVS také muzeme popsat velmi jednoduchou strukturou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;
vrchol = record
1, r : pvrchol; { levj a pravy syn }
X : integer; { hodnota }
end;

Pokud néktery ze syni neexistuje, zapiSeme do prislusné polozky hodnotu nil.
Find
V fe¢i BVS muzeme pieformulovat nas vyhledavaci algoritmus takto:

function TreeFind(v :pvrchol; x: integer): pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachazi, nebo nil, neni-1li. }
begin
while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin
if x<v~.x then

v := v~ .1
else
v :=vo.r
end;
TreeFind := v;

end;
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Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je hloubka stromu, protoZe
zaciné v koreni a v kazdém priichodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Insert

Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz bychom se ted stara-
li 0 to, zda tim strom nemtze degenerovat)? Sta¢i zkusit hodnotu najit a pokud
tam jeSté nebyla, uréité pfi hledani narazime na odbocku, kterd je nil. A pfesné
na toto misto pfipojime nové vytvoreny vrchol, aby byl spravné usporadan vzhle-
dem k ostatnim vrcholim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pfi hledani jsme postupné
vylouéili vSechna ostatni mista, kde novd hodnota byt nemohla). Naprogramujeme
opét snadno, tentokrate si ukdzeme rekurzivni zachazeni se stromy:

function Treelns(v: pvrchol; x: integer): pvrchol;
{ Dostane kof¥en stromu a hodnotu ke vloZeni, vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prazdny strom => zaloZime novy kofen }

new(v);
v©.1l := nil;
vi.r := nil;
vi.X = X;
end else if x<v~.x then { vkladame vlevo }
v~.1l := Treelns(v~.1l, x)
else if x>v~.x then { vkladéme vpravo }
v™.r := Treelns(v".r, x);
Treelns := v;
end;
Delete

Mazani bude o kousicek pracnéjsi, musime totiz rozlisit t¥i pripady: Pokud je mazany
vrchol list, staci ho vyménit za nil. Pokud ma pravé jednoho syna, stac¢i nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna prepojit k otci v. A pokud ma syny dva, najdeme nejvétsi
hodnotu v levém podstromu (tu najdeme tak, ze ptijdeme jednou doleva a pak porad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcholu a v levém podstromu ji
pak smaZeme (coZ uz umime, protoze mé 1 nebo 0 syni). Program nésleduje:

function TreeDel(v: pvrchol; x: integer): pvrchol;
{ Parametry stejné jako TreeIns }
var w:pvrchol;

begin
TreeDel := v;
if v=nil then exit { prazdny strom }

else if x<v~.x then

v~.1 := TreeDel(v~.1l, x) { jeSté& hledame x }
else if x>v~.x then

v™.r := TreeDel(v~.r, x)
else begin { nasli jsme }
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if (v~.1=nil) and (v~.r=nil) then begin

TreeDel := nil; { maZeme list }
dispose(v);

end else if v~.1=nil then begin
TreeDel := v~.r; { jen pravy syn }
dispose(v);

end else if v~ .r=nil then begin
TreeDel := v~.1; { jen levy }
dispose(v);

end else begin { ma oba syny }
w o= vo.1; { hledéme max(L) }
while w™.r<>nil do w := w™.r;
vT.x 1= w.x; { prohazujeme }

{ a maZeme ptGvodni max(L) }
v~.1 := TreeDel(v~.1l, w™.x);
end;
end;
end;

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime ptidavat nebo z néj odebirat
prvky, dopadne to takto:

Jak vkladani, tak mazani opét budou trvat O(h), kde h je hloubka stromu. Ale
pozor, jejich pouzivanim miZze h nekontrolovatelné rist (v zavislosti na poétu prvku
ve stromé).

Cviceni
e Zkuste najit néjaky piiklad, kdy h dosdhne az N — pfi postupném budovani
stromu operacemi vklddani i pfi mazéani ze stromu hloubky O(log N).
Prochéazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSsechny hodnoty ve stromu vypsat, stac¢i strom rekurzivné
projit a sama definice usporadani hodnot ve stromu nam zajisti, Ze hodnoty vypiSeme
ve vzestupném potradi: nejdfive levy podstrom, pak kofen a pak podstrom pravy.
Casové slozitost je, jak se snadno nahlédne, linedrni, protoZe stravime konstantni
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Cas vypisovanim kazdého prvku a prvki je pravé N. Program bude opét pfimocary:

procedure TreeShow(v: pvrchol);
begin
if v=nil then exit; { neni co d&lat }
TreeShow(v~.1);
writeln(v™.x);
TreeShow(v~.r);
end;

Vyvazené stromy

S bindrnimi stromy lze délat vselijaka kouzla a prakticky vSechny stromové algoritmy
maji spolecné to, Ze jejich ¢asové slozitost je linedrni v hloubce stromu. (Pravda,
pravé ten posledni byl vyjimka, le¢ vSechny prvky rychleji nez linedrné s N opravdu
nevypiseme.)

Jenze jak jsme vidéli, neopatrnym insertovanim a deletovanim prvkd mohou snadno
vznikat vSelijaké degenerované stromy, které maji lineadrni hloubku. Abychom tomu
zabranili, musime stromy vyvazovat. To znamena definovat si néjaké sikovné omezeni
na tvar stromu, aby hloubka byla vidy O(log N). MoZnosti je mnoho, my uvedeme

vvvvvv

Dokonale vyvdZeny budeme fikat takovému stromu, ve kterém pro kazdy vrchol
plati, ze pocet vrchola v jeho levém a pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku.
Takové stromy kopiruji déleni na poloviny pfi bindrnim vyhledévéani, a proto (jak
jsme jiz dokézali) maji vZdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im se lisi, je, Ze mohou
zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas pulici algoritmus zaokrouhloval polovinu
vzdy dolti, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez pravy.

Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci pilictho algoritmu dé dokonale vyvazeny
BVS v linearnim ¢ase vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a Deletu
neda v logaritmickém ¢ase strom znovu vyvazit.

AVL stromy

Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vyzadovat, aby se u kazdého
vrcholu lisily o jednicku nikoliv velikosti podstromii, nybrz pouze jejich hloubky.
Takovym stromim se ¥ikd AVL stromy a mohou vypadat tieba takto:

Ao

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale jak je vidét na pfedchozim
obrazku, opac¢né to platit nemusi. To, Ze hloubka AVL stromi je také logaritmicka,
proto neni tplné ziejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech méa hloubku O(log V).
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Dikaz: Ozna¢me A, nejmensi mozny pocet vrchold, jaky muze byt v AVL
@ stromu hloubky d. Snadno zjistime, ze A; = 1, Ay = 2, A3 = 4 a Ay =
7 (pfislusné minimalni stromy najdete na pfedchozim obrazku). Navic plati, ze
Ag =14 A4_1+ Ay, protoze kazdy minimélni strom hloubky d musi mit kofen
a 2 podstromy, které budou opét miniméalni, protoze jinak bychom je mohli vyménit
za minimalni a tim snizit pocet vrchold celého stromu. Navic alespon jeden z pod-
strom® musi mit hloubku d — 1 (protoze jinak by hloubka celého stromu nebyla d)
a druhy hloubku d — 2 (podle definice AVL stromu mize mit d — 1 nebo d — 2, ale
s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrchold).

Spocitat, kolik pfesné je Ay, neni Gplné snadné. Nam vSak postaéi dokazat, ze
Ay > 242, To provedeme indukci: Pro d < 4 to plyne z ruéné spoéitangch hodnot.
Prod>4je Ag = 1+Aq 1+ A4 o > 20d71/2 4 9(d=2)/2 — 9d/2.(9=1/2 4 9=1) > 2d/2
(soucet ¢isel v zévorce je ~ 1.207).

Jakmile uz vime, %e Ay roste s d alespoii exponencialné, tedy ze Jc : Ag > ¢, ditkaz
je u konce: Mame-li AVL strom 7" na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu 7" mtze byt maximéalné d, protoZe jinak by 7" musel mit
alespont Ag41 vrcholi, ale to je vice nez N. A jelikoz A, rostou exponencidlng, je
d <log, N, ¢ilid =0O(logN). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak provadét Insert a Delete
tak, strom zustal vyvazeny. Nemuzeme si totiz dovolit strukturu stromu ménit libo-
volné — stale musime dodrzovat spravné usporadani hodnot. K tomu se ndm bude
hodit zavést si néjakou mnozinu operaci, o kterych dokdzeme, Ze jsou korektni, a pak
strukturu stromu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou to:

Rotace

Rotaci binarniho stromu (respektive néjakého podstromu) nazveme jeho ,pfekore-
néni“ za nékterého ze synu korene. Misto forméalni definice ukazme radéji obréazek:

® ®
& A—AK R
/a\ /B\ /B\ /o\

Strom jsme pfekofenili za vrchol y a prepojili jednotlivé podstromy tak, aby byly
vzhledem k x a y opét usporddané spravné (vsimnéte si, Ze je jen jediny zptisob, jak
to udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otoéilo“ po sméru hodinovych ruciéek,
fikd se takové operaci rotace doprava. Inverzni operaci (tj. prekofenéni za pravého
syna kofene) se fikd rotace doleva a na nasem obrazku odpovida pfechodu zprava
doleva.

Dvojrotace

Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz provedeme dvé rotace nad sebou lisici
se smérem (tj. jednu levou a jednu pravou nebo opacéné). Tomu se ¥ikd dvojrotace
a jejim vysledkem je piekofenéni podstromu za vnuka kofene pfipojeného ,cikcak®.
Radéji opét predvedeme na obrazku:
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® @

& A—c ®
/A (2 /a\ /BN O\ /o\
/B\ /o\

Znaménka

P1i vyvazovani se nam bude hodit pamatovat si u kazdého vrcholu, v jakém vztahu
jsou hloubky jeho podstromti. Tomu budeme fikat znaménko vrcholu a bude budto 0,
jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom hlubsi a + pro pravy hlubsi. V textu
budeme znaménka, respektive vrcholy se znaménky znacit ©, © a &.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a pravou stranu), znaménka
se zméni na opafnd (P a © se prohodi, ® zlstane). Toho budeme ¢asto vyuzivat
a ze dvou zrcadlové symetrickych situaci popiseme jenom jednu s tim, ze druha se
v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potfebovat nalézt otce néjakého vrcholu. To miliZeme zafidit
budto tak, Ze si do zdznamt popisujicich vrcholy stromu pfiddme jesté ukazatele
na otce a budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, anebo vyuzijeme toho,
ze jsme do daného vrcholu museli nékudy ptijit z kotene, a celou cestu z kofene si
zapamatujeme v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz s chuti do toho:
VyvazZovani po Insertu

Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popisovali u obecnych vyhledavacich strom,
pribude nam ve stromu list. Pokud se tim AVL vyvéazenost neporusila, stac¢i pouze
opravit znaménka na cesté z nového listu do kotene (vSude jinde zlistala zachovana).
Paklize porusila, musime s tim néco provést, konkrétné ji Sikovné zvolenymi rota-
cemi opravit. Popiseme algoritmus, ktery bude postupovat od listu ke kofeni a vse
potfebné zaridi.

Nejprve pridani listu samotné:

T B

Pokud jsme pfidali list (bez Gjmy na obecnosti levy, jinak vyfesime zrcadlové) vr-
cholu se znaménkem ©®, zménime znaménko na & a posleme o patro vy$ informaci
o tom, ze hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou). Pfidali-li jsme
list k &, zméni se na ® a hloubka podstromu se neméni, takze muzZeme skoncit.
Nyni rozebereme piipady, které mohou nastat na vyssich hladinach, kdyz nam z né-
jakého podstromu pfijde Sipka. Opét budeme predpokladat, ze piisla zleva; pokud
zprava, vytesime zrcadlové. Pokud prisla do & nebo ®, oSetiime to stejné jako pii
pridani listu:
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ke feh

Pokud ale vrchol x mé znaménko &, nastanou potize: levy podstrom m4 ted hloubku
0 2 vyssi nez pravy, takze musime rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je
znaménko vrcholu y pod sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést. Jedna moznost
je tato (y je ©):

h—1 h-—1

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to dopadne s hloubkami jsme pfi-
kreslili do obrazku — pokud si hloubku podstromu A oznacime jako h, B musi mit
hloubku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout, ze v = jsme jesté
© neprepocitali (vede tam preci Sipka), takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom
o 2 hladiny hlubsi nez pravy (ptvodni hloubky jsme na obrazku naznaéili [v zévor-
kach]). Po zrotovani vyjdou u z i y znaménka © a celkova hloubka se nezméni, takze
jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &:

Tehdy se podivdme jesté o hladinu niz a provedeme dvojrotaci. (NemiZe se ndm
stat, ze by z neexistovalo, protoze jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete
na obrazku. Jelikoz z mize mit libovolné znaménko, jsou hloubky podstroma B a C'
budto h nebo h — 1, coz znac¢ime h~. Podle toho pak vyjdou znaménka vrcholt z a y
po rotaci. Kazdopadné vrchol z vidy obdrzi ® a celkova hloubka se neméni, takze
koncime.

Posledni moznost je, zZe by y byl ®, ale tu vyfesime velmi snadno: v§imneme si, ze
nemiize nastat. Kdykoliv totiz posilame Sipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni
otazka: jak to, Ze & mize nastat?)
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Vyvazovani po Deletu

Iv o vevs

Vyvazovani po Deletu je trochu obtiznéjsi, ale také se da popsat par obrazky. Nejdii-
ve opét rozebereme zékladni situace: odebirame list (bez Gjmy na obecnosti (BUNO)
levy) nebo vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny syn listem, jinak
by to nebyl AVL strom):

FCFC

Sipkou dolii znaéime, Ze o patro vys posilime informaci o tom, Ze se hloubka pod-
stromu snizila o 1. Pokud Sipku dostane vrchol typu © nebo ©®, vyfesime to snadno:

& fred

Problematické jsou tentokrate ty ptripady, kdy Sipku dostane &. Tehdy se musime
podivat na znaménko opacného syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, ze
opacny syn ma @:

Tehdy provedeme rotaci vlevo, = i y ziskaji nuly, ale celkova hloubka stromu se snizi
o hladinu, takze nezbyva, nez poslat Sipku o patro vys.

Pokud by y byl ®:

h+1 h+1 h h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze celkova hloubka se nezménila.
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Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl ©:

V tomto ptipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje, jelikoz y je typu ©), vrcholy
z a y obdrzi znaménka v zavislosti na ptivodnim znaménku vrcholu z a cely strom
se snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end

Jak pfi Insertu, tak pii Deletu se ndm podarilo strom upravit tak, aby byl opét
AVL stromem, a trvalo ndm to linearné s hloubkou stromu (kondme konstantni
praci na kazdé hlading), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete samotny. Jenze o AVL
stromech jsme jiz dokazali, Ze maji hloubku vzdy logaritmickou, takze jak hledani,
tak Insert a Delete zvlddneme v logaritmickém case (vzhledem k aktudlnimu poétu
prvki ve stromu).

Dalsi typy stromu

AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpusob, jak zavést stromovou datovou struk-
turu s logaritmicky rychlymi operacemi. Jaké jsou dalsi?

2-3-stromy nemaji v jednom vrcholu uloZzenu jednu hodnotu, nybrz jednu nebo dvé
(a synové jsou pak 2 nebo 3, odtud nézev.) Pfiddme navic pravidlo, ze vSechny
listy jsou na téze hladiné. Hloubka vyjde logaritmické, vyvazovani fesime pomoci
spojovani a rozdélovani vrcholu.

Cerveno-cerné stromy si misto znamének vrcholy barvi. Kazdy je budto ¢erveny nebo
cerny a plati, ze nikdy nejsou dva Cervené vrcholy pod sebou a Ze na kazdé cesté
z korene do listu je stejny pocet ¢ernych vrcholu. Hloubka je pak znovu logaritmicka.

Po Insertu a Deletu barvy opravujeme prebarvovanim na cesté do kofene a rotova-
nim, jen je potieba rozebrat podstatné vice pfipadi nez u AVL stromi. (Za to jsme
ale odmeénéni tim, Ze nikdy nedéldme vice nez 2 rotace.) Pocet pfipada k rozebréni
lze omezit zpfisnénim podminek na umisténi cervenych vrchold — dvéma rtznym
takovym zpfisnénim se ¥ika AA-stromy a left-leaning cerveno-cerné stromy.

Interpretujeme-li ¢ervené vrcholy jako rozsiteni otcovského vrcholu o dalsi hodnoty,
pochopime, Ze jsou Cerveno-cerné stromy jen jinym zpusobem zdznamu 2-4-stromi.
Proc se takovy krypticky preklad déla? S tfemi potomky vrcholu a dvéma hodnotami
se pracuje neSikovneé.

V piipadé splay stromi nezavadime zadnou vyvazovaci podminku, nybrz definujeme,
7e kdykoliv pracujeme s né€jakym vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do korene a pokud
to jde, preferujeme dvojrotace. Takové operaci se fikd Splay a daji se pomoci ni
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definovat operace ostatni: Find hodnotu najde a poté na ni zavola Splay. Insert
si neché vysplayovat pfedchtidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi predchidce
a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak uvnitf pravého podstromu
vysplayuje minimum, takze bude mit jen jednoho syna a mtuzeme jim tedy nahradit
mazany prvek v kofeni.

Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné dlouho, ale d4 se o nich
dokézat, ze jejich amortizovand slozitost je vzdy O(log N). Tim chceme Fici, Ze
provést ¢ po sobé& jdoucich operaci za¢inajicich prazdnym stromem trva O(t - log N)
(nekteré operace mohou byt pomalejsi, ale to je vykoupeno vétsi rychlosti jinych).

To u vétsiny pouziti staci — datovou strukturu obvykle pouzivate uvnitf néjakého
algoritmu a zajimé vas, jak dlouho bézi vSechny operace dohromady — a navic je
Splay stromy daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované stromy. Mimo to
maji Splay stromy i jiné krasné vlastnosti: pfizpusobuji svij tvar Cetnostem hle-
déani, takze ¢asto hledané prvky jsou pak bliz ke koreni, snadno se daji rozdélovat
a spojovat, atd.

Treapy jsou randomizované vyvazované stromy: néco mezi stromem (tree) a haldou
(heap). Kazdému prvku pfifadime vdhu, coz je ndhodné €islo z intervalu (0, 1). Strom
pak udrzujeme uspotfddany stromové podle hodnot a haldové podle vah (vSimnéte si,
Ze tim je jeho tvar uréen jednoznac¢né, pokud tedy jsou vSechny vahy navzajem rtzné,
coz skoro jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové usporadani velmi jednoduse
pomoci rotaci. Casové slozitost v priimérném piipadé je O(log V).

BB-a stromy nabizi zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym smérem: zvolime si vhod-
né ¢islo a a vyzadujeme, aby se velikost podstromt kazdého vrcholu lisila maximalné
a-krat (prazdné podstromy néjak oSetiime, abychom nedélili nulou; dokonald vyva-
zenost odpovidd @ = 1 (aZ na zaokrouhlovani)). V kazdém vrcholu si budeme pa-
matovat, kolik vrcholt obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a Deletu
prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene a zkontrolujeme, jestli je strom
jesté stale a-vyvazeny.

Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém se velikosti podstromt prilis lisi, a vSe
od tohoto mista doli znovu vytvofime algoritmem na vyrobu dokonale vyvazenych
stromui. Ten, pravda, bézi v linearnim case, ale ¢im vétsi podstrom prebudovavame,
tim to délame méné Casto, takze vyjde opét amortizované O(log N) na operaci.

Cviceni
e Jak konstruovat dokonale vyvazené stromy?

® Jak pomoci toho naprogramovat BB-a stromy?

e Najdéte algoritmus, ktery k prvku v obecném vyhledavacim stromu najde jeho
naslednika, coz je prvek s nejblizsi vyssi hodnotou (zde predpokladejte, ze ke kaz-
dému prvku mate uloZeny ukazatel na jeho otce).

e Jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a budete postupné hledat né-
sledniky? (I kdyz nalezeni néslednika mtize trvat az O(h), vSimnéte si, Zze projiti
celého stromu pies nésledniky bude linerni.)
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e Jak do vrcholu stromu ukladat rizné pomocné informace, jako tfeba pocet vrchola
v podstromu kazdého vrcholu, a jak tyto informace p¥i operacich se stromem (pfi
Insertu, Deletu, rotaci) udrzovat?

e Ukazte, ze lze libovolny interval (a,b) rozloZit na logaritmicky mnoho intervalii
odpovidajicich podstromim vyvazeného stromu.

e Ukazte, Ze zkombinovanim predchozich dvou cviceni lze odpovidat i na otazky
typu ,kolik si strom pamatuje hodnot ze zadaného intervalu® v logaritmickém
case ...

Poznamky

e Predstavte si, ze budujete bindrni vyhledavaci strom vklddanim prvka v ndhod-
ném poradi. Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v praméru v ném pijde vyhledavat
v ¢ase O(log N). Zadny div: Stromy, které ndm vzniknou, odpovidaji pfesné moz-
nym pribéhtim QuickSortu, ktery ma primérnou ¢asovou slozitost O(N log N).

® Pokud bychom pripustili, Ze se mohou vyskytnout dva stejné zaznamy, budou
stromy stale fungovat, jen si musime dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno pfi
operacich se stromem miiZe nastat.

e Jakpak pfisly AVL stromy ke svému jménu? Podle Adelsona-Velského a Landise,
ktefi je objevili.

® Rekurenci Ag = 1+ Ag_1 + Aq_2, A1 = 1, As = 2 pro velikosti miniméalnich
AVL stromf je samoziejmé mozné vytesit i pfesné. Zadné piekvapeni se nekond,
objevi se totiz stard znama Fibonacciho ¢isla: A,, = F, 1o — 1.

Martin Mares a Tomas Valla

Uloha 16-4-5: Obchodnici s destém

Testujete generator pseudondhodnych ¢isel a to takovy, ktery bude generovat nelo-
kalni posloupnosti ndhodnych ¢isel. To jsou takové posloupnosti, jejichz ¢leny jsou
rozptylené na celém pouzivaném intervalu. Jinak feceno, nejmensi vzdalenost mezi
dvéma libovolnymi prvky je pokud mozno co nejvétsi.

Na vstupu dostanete N a K. Pak budete postupné nacitat N rtznych nahodnych
¢isel. Hned po nacteni jednoho nahodného ¢isla (kromé prvniho) vypiSete, jaky je
nejmensi rozdil mezi libovolnymi riiznymi dvéma z poslednich K nactenych nédhod-
nych cisel.

Priklad: Pro N = 6, K = 3 ma vypadat vstup a vystup programu nasledovneé:

ndahodné c¢islo  aktudlni nejmensi rozdil
5
7
4
15
6
20

TN W N
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Uloha 20-5-5: RoztrZity matematik

Jisty roztrzity matematik potiebuje udélat poradek ve svych papirech, které ma
v fadé a jez jsou oc¢islované od 1 do N. Pri své praci vzdy néjaky vezme, podiva se
na néj a poté ho zaradi na zacétek fady (ostatni papiry se posunou). Na zacatku
matematikovy prace to Slo pékné, nebof vSechny papiry byly sefazeny podle éisel
(1,2,...N). Ted uz jsou ale hodné piehizené a matematik nemuize najit ani svoji
tramvajenku. Nastésti si jesté pamatuje, kolikaty od zacatku fady byl kazdy papir,
se kterym pracoval. A v tomto okamziku nastupujete do vzniklého chaosu vy, abyste
matematika zachranili pfed jistou smrti vycerpanim.

Na vstupu jsou na prvnim fadku dvé ¢isla N a K, kde N (1 < N < 500000)
predstavuje pocet papirt a K (1 < K < 500000) pocet operaci, které matematik
udélal. Na druhém fadku je posloupnost K C¢isel, kde kazdé ¢islo x; pfedstavuje i-tou
operaci, pri které matematik vzal x;-ty papir od zac¢atku fady a posunul ho na prvni
misto. Pfed zapocetim vSech operaci byly papiry sefazeny vzestupné od 1 do IN.

Na prvnim fadku vystupu bude N ¢isel predstavujicich permutaci dokumentii po pro-
vedeni vSech K operaci.

Priklad: Vstup:

8 3

514

Vystup:
35124678
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