Rovinné grafy

Na uvod polozme otazku: ,Staci ¢tyfi barvy na obarveni libovolné politické ma-
py, aby zddné dva sousedici staty nemély stejnou barvu?“ (Za sousedici staty se
nepovazuji ty, které sousedi jen v jediném bodé, ani v koneéné mnoha.)

Na prvni pohled jednoduché otazka, ze? Matematici se s ni vSak trapili vice jak
stolet! (od prvni formulace v roce 1852 do vyfeSeni v roce 1976) a nikdo nebyl
schopen prijit s dikazem ani s protipfikladem, tedy mapou, na niz je potieba pét
barev. I tfeba na tuto mapu jsou potieba jen ¢tyti barvy:

Nebudeme dlouho tajit odpovéd: &tyfi barvy stac¢i. Dtkaz se spoléhéd na strojové
probirani stovek piipada (fragment® rovinnych graf) a ve své dobé pro svou do-
mnélou nematemati¢nost vzbudil velké pozdvizeni. Dodnes se snazi mnoho védci

vz

najit jednodussi diikaz, podobné jako u Velké fermatovy véty.

My si ukazeme, jak kazdou politickou mapu obarvit Sesti barvami, a od toho pre-
jdeme k péti barvam. Nejdrive si vSak prevedeme politické mapy na rovinné grafy
a predvedeme si nékolik jejich uzitecnych vlastnosti.

Cviéeni

e U statu se v tvodni otazce tise predpokladé, ze je souvisly, tedy mezi kazdymi
dvéma misty v ném lze prejit bez prechodu do jiného statu. Rozmyslete si, jak
by vypadala mapa s nesouvislymi staty, na niz je potieba pét barev.

Rovinné grafy

Rovinng graf (nékdy téz nazyvany planédrni) je graf, ktery muzeme nakreslit do ro-
viny bez kiiZzeni hran. To znamend, Ze vrcholiim pfifadime vhodné body a hrany
nakreslime jako kfivky spojujici pfislusné body tak, Ze se zddné dvé kiivky neproti-
naji mimo své krajni body.

Ne kazdy graf lze takto nakreslit — sami si rozmyslete, Ze napiiklad graf K5, coz
je 5 vrcholti spojenych kazdy s kazdym, zadné rovinné nakresleni nemé. Na druhou
stranu napiiklad kazdy strom urcité rovinny je.
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Vezméme si tedy néjaky graf a jeho rovinné nakresleni, naptiklad tento:

Hrany nakresleni déli rovinu na nékolik oblasti, tém budeme fikat stény. N&s graf
m4 6 stén: jednu étvercovou, ¢ty ,trojuhelnikové” (tedy ohranifené tfemi hranami,
byt to nejsou vizdy usecky) a jednu 6-tthelnikovou (to je cely zbytek roviny okolo
grafu, tzv. vnéjsi sténa).

Napftiklad libovolné rovinné nakresleni stromu by mélo pouze jednu sténu, a to tu
vnéjsi. Vsimnéte si, ze pokud v grafu nejsou mosty ani artikulace, je kazda sténa
ohrani¢ena néjakou kruznici. (Pozor, to, jak vypadaji stény, zavisi na konkrétnim
nakresleni do roviny!)

Barveni grafu

Jisté byste dokazali vymyslet pfevod politické mapy se staty na graf. Jen pro upl-
nost: samotné staty budou vrcholy a hrana povede mezi vrcholy pravé tehdy, kdyz
odpovidajici staty sousedi.

Podobné jako se barvi politické mapy, lze barvit i grafy. Samoziejmé ne doslova,
barvenim se zpravila mysli pfifazovani pfirozenych ¢isel jednotlivym vrcholim pod
podminkou, Ze sousedni vrcholy nesmi mit stejnou barvu. Dilezitou vlastnosti grafu
je pak jeho barevnost, neboli nejmensi pocet barev, kterymi se da obarvit. Uvodni
problém tedy vlastné fikd, Zze barevnost kazdého rovinného grafu je nejvyse ¢tyfi.
V praxi ma barveni grafi (nejen rovinnych) velké vyuziti: pfedstavte si napiiklad,
7e chovate spoustu psti, pricemz kazdy pes nesnasi nékolik jinych a nesmi s nimi byt
ve vybéhu. Otazkou je, kolik nejméné vybéhu je potfeba.

Cviceni

® Rozmyslete si, ze graf vytvofeny z politické mapy je skutecné rovinny, tzn. Ze

® Predstavte si, ze mate algoritmus, ktery obarvi vstupni graf danym poc¢tem barev,
pokud to jde. Jak pomoci néj vytesit sudoku?

e U graft se studuje i barveni hran (hrany nesmi mit stejnou barvu, pokud sdileji
vrchol). Zkuste si rozmyslet, jak vrcholové i hranova barevnost souvisi s maxi-
malnim stupném grafu (napf. najit horni omezeni v zavislosti na maximalnim
stupni, u hranové i dolni).

Vlastnosti rovinnych grafa

O rovinnych grafech plati nékolik dilezitych vét, které se ¢asto hodi pri vytvareni
grafovych algoritmu.

Je zfejmé, ze kazdy strom je rovinny. Navic pro kazdy strom plati, Ze ma o jedna
méné hran nez vrcholt (tedy e = v — 1, kde v je pocet vrcholii a e podet hran). Proé¢
tomu tak je? Abychom tvrzeni dokézali, pouzijeme indukci podle poctu vrcholu.
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(Dikaz indukeci funguje tak, ze ukdzeme platnost tvrzeni pro strom s jednim vrcholem
a potom pro stromy s v vrcholy, pokud tvrzeni plati pro vSechny stromy s méné jak
v vrcholy — tomu se ¥ké indukénd predpoklad).

Pro strom s jednim vrcholem formulka uréité plati. Strom s v > 1 vrcholy ma jisté
list, tak jej odtrhneme (ponékud vandalské, nicméné G¢inné), ¢imz ziskdme strom
s mensim poctem vrcholl, pro ktery podle indukéniho predpokladu formulka plati,
a opétovnym pridanim listu platit nepfestane, protoze k obéma stranam pricteme
jednicku.

Vztah poétu vrcholu, hran a stén

Pocet stén souvislého rovinného grafu je pevné uréen poc¢tem vrcholi a hran, aniz
by zalezelo na konkrétnim nakresleni do roviny nebo dokonce na tom, mezi kterymi
vrcholy hrany vedou. Pro kaZzdy souvisly rovinny graf nakresleny do roviny totiz
plati tzv. Eulerova formule: v+ f = e + 2, kde v je pocet vrchold, e pocet hran
a f pocet stén.

Diikaz: Opét indukci, tentokrate podle poctu hran. Kazdy souvisly graf ma alespon
v — 1 hran a pokud jich mé pravé tolik, je to strom. (Kdyby ne, staci se podivat
na kostru grafu, coz musi byt strom a ty, jak uz vime, maji pravé tolik hran a nas
graf mél hran vice.) Jenze kazdé rovinné nakresleni stromu mé pravé jednu sténu,
takze Eulerova formule plati.

Pokud méame nakresleni grafu, ktery je souvisly a neni to strom, znamena to, Ze
obsahuje alesponl jednu kruznici. A kazdad hrana na kruZnici jisté oddéluje néjaké
dvé stény. Zvolme si tedy néjakou takovou hranu h a z grafu ji odeberme. Tim
ziskdme graf s mensim poctem hran (opét nakresleny do roviny), pouzijeme indukéni
predpoklad, Eulerova formule pro néj tedy jiz plati, a vratime hranu zpét. Leva
strana rovnosti se tim zvétsi o 1 (pfidali jsme sténu), prava také (pfidali jsme hranu),
tedy rovnost stale plati.

Cvicéeni

® Dokazte, ze Eulerova formule pro grafy s vice komponentami je v+ f = e+ k+1,
kde k je pocet komponent.

Omezeni poétu hran

Intuici snadno odhalite, Ze velké rovinné grafy nemohou mit spoustu hran, protoze
by nesly nakreslit bez kiizeni. Hran je dokonce linedrné, protoze plati nasledujici
nerovnost (pro grafy s alespoii tfemi vrcholy): e < 3v — 6.

Nejprve jednoducha aplikace: vySe jsme zminili, Ze K5 (aplny graf na 5 vrcholech)
neni rovinny. M4 totiz 10 hran, ale nasSe formulka mu dovoluje jen 9. Takto se da
o spousté ,hustych“ grafi dokazat, ze nejsou rovinné, bohuzel vSak tvrzeni neplati
obracené a existuji grafy s 3v — 6 vrcholy (nebo méné), které nejsou rovinné.

Jak tedy nerovnost dokazat? Zvolme si libovolné nakresleni grafu do roviny. Nejprve
predpokladejme, zZe je to triangulace, ¢ili Ze kazda sténa je trojuhelnik. V takovém
grafu patii kazda hrana k pravé dvéma trojihelnikovym sténam, takze e = f - 3/2,
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éli f = e-2/3. Dosazenim do Eulerovy formule ziskdme v + (2/3)e = e + 2, tedy
e=3v—6.

Neni-li nas graf triangulace, mtize to mit nékolik diivodi. Budto neni souvisly (pak
ale sta¢i vétu dokazat pro jednotlivé komponenty a nerovnosti seéist), nebo je moc
maly (mé nejvySe dva vrcholy, ale tak malé grafy neuvazujeme) anebo obsahuje
néjakou sténu ohranicenou vice nez tfemi hranami. Dovniti takové stény ovsem
mizeme dokreslit dalsi hrany a tim ji rozdélit na trojthelnicky. Tim tedy dokazeme
graf doplnit hranami na triangulaci, pro tu, jak uz vime, plati dokonce rovnost,
a kdyz pridané hrany opét odebereme, snizime pouze pocet hran a udélame tak
z rovnosti nerovnost.

Cviéeni
e Rovinné grafy bez trojihelnikové stény (tedy ty, co neobsahuji K3 jako podgraf)
maji dokonce maximéalné 2v — 4 hran. Dtikaz tentokrat ponechame na vés.
® Lze pro kazdé v najit rovinny graf s v vrcholy a 3v — 6 hranami?
e Naopak zkuste prijit na graf, ktery ma 3v — 6 nebo méné hran a neni rovinny.

Vrchol nizkého stupné

V kazdém rovinném grafu existuje vrchol stupné maximalng 5. (Stupeii vrcholu
je poCet hran, které s vrcholem sousedi.) Pro¢ tomu tak musi byt? Kdyby vSechny
vrcholy mély stupen alespon 6, byl by soucet stupna alespon 6v. Jenze soucet stupnt
je presné dvojnésobek poctu hran (kazd4 hrana méa dva konce), takze e > 3v, coz je
spor s predchozi vétou.

Cviceni
® Najdéte nejmensi rovinny graf, ktery ma vSechny stupné 5.
® Tvrzeni o vrcholu nizkého stupné plati jen pro konecné grafy. Najdéte nekonecny

rovinnych graf, jehoz vSechny vrcholy maji stupné 6. Dokazete totéz i pro stupen
427

Natirame 6 barvami

Kone¢né mame vSechny potiebné ingredience (i se zdiivodnénim, abyste ndm véfili)
a muzeme se pustit do barveni. Jelikoz mame zaruceny vrchol stupné maximélné 5,
vezmeme ho, odebereme z grafu a zafadime na zasobnik. Odebranim se urcité ne-
porusila rovinnost grafu, takze vezmeme dalsi vrchol stupné maximalné 5. Takto
pokracujeme rekurzivné, dokud nerozebereme cely graf a nenaskldddme vSechny vr-
choly na zasobnik.

JelikoZz jsme odebirali vrcholy stupné maximélné 5, méa kazdy vrchol na zasobni-
ku nad sebou nejvyse 5 sousedi v puvodnim grafu. Z toho uz je patrny barvici
algoritmus: budeme postupné odebirat z vrchu zasobniku a u kazdého vrcholu méa-
me jistotu, Ze mezi jeho sousedy chybi jedna barva (nékteré sousedni vrcholy jsou
samoziejmé jeSté neobarvené, ale obarvenych je maximélné 5).

Co se ty¢e implementace, jedinym problémem je hledani vrchold stupné 5 a méné.
Reseni viak neni t87ké na vymysleni, ani na programovani: staéi na zacatku naskla-
dat vSechny vrcholy stupné maximélné 5 do n&jaké datové struktury (hodi se t¥eba
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fronta) a potom si uvédomit, Ze p¥i odebirani vrcholu z grafu je potfeba se podivat
jen na jeho sousedy, jestli jim neklesl stupen na 5.

Cviéeni

v/

e S jakou nejlepsi ¢asovou a pamétovou slozitosti 1ze nas algoritmus implementovat?

TrFes$nicka na dortu: 5 barev

Algoritmus na obarveni rovinného grafu 5 barvami ma stejny prubéh jako pred-
@ chozi predstaveny, tedy se postupné rozebird graf (mimo jiné se odebiraji vr-
choly) a potom se barvi vrcholy v obrdceném pofadi, nez se zpracovavaly. Jenze
tentokréit nelze pfimocare obarvit vrcholy stupné 5 (s vrcholy s mensimi stupni ma-
Zeme zachdzet stejné).

K vyfeseni problému se ndm bude hodit operace kontrakce hrany, kterd jednu danou
hranu odstrani a spoji jeji dva koncové vrcholy u,v do nového vrcholu w. Hrany
vedouci z u a v do jinych vrcholt nyni povedou z w, ndsobné hrany se smazou (tzn.
pokud u a v mély spoleéného souseda, z w do néj povede jen jedna hrana).

C 3

d d

Prvné je dtlezité pozorovani, ze mezi sousedy vrcholu v stupné 5 v rovinném grafu,
existuje alespoii jedna dvojice vrcholli, mezi kterymi nevede hrana. (Kdyby tomu
tak nebylo, obsahuje tento graf K5 jako podgraf, a tudiz nemiZe byt rovinny.) Na-
jdeme tedy dvojici x,y sousedd v, kterd neni spojena hranou, a misto odstranéni
v provedeme kontrakci hran xv a yv do vrcholu w. Vrchol v pfiddme na zasobnik
(pfi implementaci se hodi také ulozit, jaké hrany se zkontrahovaly) a pokracujeme
rekurzivné s kontrahovanym grafem.

Pri samotném obarvovani, narazime-li na zkontrahovany vrchol v, médme uz obarveny
vrchol w vznikly kontrakei (necht mé napiiklad barvu 1). Jelikoz sousedi w zahrnuji
sousedy vrcholi = a y, ddme témto dvou vrcholim barvu 1 a zadny jejich soused
urcité uz nedostal stejnou barvu. Vrcholu v pak pfidélime jinou barvu, kterou nemaji
jeho 3 zbyvajici sousedi, ani x (tedy ani y). Barev je 5, takze to akorat vyjde.

Tim jsme zakoncili povidani o barvicich algoritmech, samotnou implementaci pone-
chame ctenéfi jako cviceni.
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Poznamky

¢ Kdybychom definici rovinného nakresleni zménili a dovolili hrany kreslit pouze
jako tsecky misto libovolnych krivek, prekvapivé se nic nezméni: kazdy rovinny
graf mé rovinné nakresleni, v némz jsou vSechny hrany tsecky. Ale neni to zrovna
jednoduché dokazat.

® Stejné jako do roviny bychom mohli grafy kreslit tfeba na povrch koule. Tim
se také nic nezméni, zkuste sami vymyslet, jak z rovinného nakresleni udélat
ykulové“ a naopak. Ale tfeba anuloid (povrch pneumatiky) se uz chova jinak,
napfiklad zminény nerovinny graf K5 se na anuloid da nakreslit bez kiizeni hran.

e Jak poznat, jestli je dany graf rovinny nebo ne? Tak, Ze nalezneme jeho nakresleni
v rovine, ale rychly algoritmus neni viibec jednoduchy. Vice o tomto problému
se doctete napiiklad na anglické Wikipedii pod heslem Planarity testing nebo
v [GrafAlg].

® Pfi pohledu na mapu statt lze vidét také jiny rovinny graf. Ten ma jako vrcholy
body, kde se stfetavaji hranice tii nebo vice statli, a hrany v rovinném nakres-
leni tohoto grafu vedou po hranicich. Vztah druhého rovinného grafu na mapé
k prvnimu ma svou abstrakci v teorii grafi: dudini graf rovinného grafu ma vr-
choly odpovidajici sténam puvodniho grafu a hrana mezi nimi vede prave, kdyz
v pavodnim rovinném grafu spolu stény sousedi. Sami si ovéfte, ze oba grafy jsou
vici sobé navzajem dualni. Malé cviceni: jak vypadd duélni graf dudlniho grafu
néjakého rovinného grafu? (Tedy dvakrat udéldme z grafu duélni graf.)

® Vice informaci o teorii (nejen rovinnych) grafi najdete napiiklad v [Kapitoly]
¢ [Demel].

Pavel Vesely, Martin Mares a Petr Skoda
Uloha 18-5-5: Do vysokyjch kruhi

Napiste program, ktery dostane na vstupu N kruznic zadanych soufadnicemi stredu
a polomérem (soufadnice a poloméry jsou redlna ¢isla), a na vystup vypise, na kolik
Casti déli tyto kruznice rovinu. Muzete predpokladat, Ze se zadné t¥i kruznice nepro-
tinaji v jednom bodé. Rovina bez kruznic se povazuje za jeden dil, jedna kruznice
rozdéli rovinu na dva dily (vnitfek a vnéjsek kruznice) atd.

Priklad:

Na vstupu jsou 3 kruznice: y
x Yy T
1 1 09
2 08 04
1,9 15 06

Rovina je pak rozdélena na 8 ¢asti.
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