Tezké problémy

Piedstavme si, Ze jsme v bludisti a hleddme (nas algoritmus hledd) nejkratsi cestu
ven. Rychle nas napadne, Ze bychom mohli pouzit prohledavani do Sifky a cestu
najit v case linearnim ku velikosti bludisté. To je asymptoticky nejlepsi mozné feseni,
v nejhorsim pripadé bude totiz bludisté jedna dlouha nudle a i nejkratsi cesta bude
dlouha linearné vici velikosti bludisteé.

Ve skuteéném zivoté vSak ,kuliSaci“ znaji lep$i feSeni — podvadét! Prosté si od
kamarada ptajc¢ime mapu bludisté s vyznacenou nejkratsi cestou a pak pobézime
hned tou nejkratsi cestou, aniz bychom kdekoli ztraceli cas.

V nudlovém bludisti (nejkratsi cesta ma zhruba stejné vrcholil jako cely graf) jsme
si viitbec nepomohli (takze je Feseni asymptoticky stejné dobré). V alesponi trochu
spletitém bludisti uz budeme v cili d¥ive nez nds kamarad, ktery bloudi (prohledéva)
do sitky.

Existuji tedy problémy, kde by se i v nejhor§im mozném ptipadé vyplatilo podvadét
pomoci tahdku? Ano, zde je piiklad — opét jsme v labyrintu, ale tentokrat jsou na
vSech stanovistich umistény kolacky. Labyrint je to zvlastni, cesty se v ném nekiizi,
ale je tam plno nadchodt a podchodd.

Nasim cilem je najit okruzni cestu ze startovniho mista zpatky na start, abychom
kazdé stanovisté s kolackem prosli pravé jednou (protoZe vic nez jeden koldcek ndm
nedaji).

Kdybychom tady chtéli pouzit prochazeni do sifky, bylo by to opét mozné — ale ten-
tokrat bychom se museli mnohokrat vracet, protoze posloupnost stanovist (zac¢atek,
prvni, druhé) mize byt Spatné, zatimco posloupnost (zac¢étek, druhé, prvni) uz muze
byt dobra.

Presnéji feCeno, uz by neplatilo, Ze pfi prohledavani do Sitky kazdé stanovisté navsti-
vime nejvyse jednou, ale kazdou posloupnost stanovist navstivime nejvyse jednou.
Projit vSechny nam potrva, matematicky feceno, exponencidlné mnoho ¢asu vici
velikosti bludiste.

Kamarad s tahdkem je na tom pofad dobie — prosté si

poridi jiny plan, na kterém bude mit vyznacenou cestu,

po které ma jit, aby vyhral.

Ta cesta mé stejné kiizovatek jako bludisté samo, a tak

bude jeho nadpovéda linedrné velké viici velikosti bludisté

a pruchod napovézenou cestou bude trvat také linearné.

Podvodnik tedy vyhrava i asymptoticky. Bidak!

Vsechny by nas zajimalo, jestli by bylo mozné najit tu nejlepsi cestu bez podvadé-
ni v rozumné kratkém (feknéme polynomidlnim) ¢ase. Tato otdzka je ekvivalentni
zndmé otdzce P vs. NP. Pojdme ta tajemnd pismena presné definovat.

Podvadime s certifikaty

V teorii slozitosti se ¢asto omezujeme jen na jeden typ problému, takzvany rozho-
dovaci problém. To je vlastné otazka, na kterou existuji dvé mozné odpovédi: ANO
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a NE. Napfiklad , Existuje cesta z bludisté délky k7“ nebo ,Je soucet Cisel 8 + 3
roven 57¢

Ve zbytku kucharky uz budeme pracovat jen s nimi — skoro vzdy se rychlé rese-
ni rozhodovaciho problému dé pfevést na rychlé feseni pfislusného vyhledavaciho
problému, jako Naleznéte nejkratsi cestu z bludisté.

Rozhodovaci problém (déle uz jen problém) bude nélezet do t7idy problémd P (tfida
je zde jen pomocné oznacéeni pro nekoneénou mnozinu), pokud existuje polynomialni
algoritmus, ktery pro zadany vstup odpovi korektné ANO nebo NE.

Tahaku z predchozi kapitolky se v literature ¥ika certifikdt. Formalné to je jen jakasi
polynomiélné velkd informace. Muzeme si jej predstavit jako data, ktera nas program
nalezne v ,naSeptévajicim“ vstupnim souboru, ke kterému program z t¥idy P nemé
pristup.

Problém bude nalezet do t7idy problémd NP (nepoctivci), pokud existuje algoritmus
a ke kazdé odpovédi ANO vhodny certifikat tak, Ze algoritmus je schopen pomoci
certifikdtu ovéfit, Ze odpovéd je skuteénd ANO. Cili m4-li ten program spravny tahak,
musi byt schopen bludistém projit rychle.

Zde si dejme pozor na to, Ze definice nedovoluje ,,podvadét na druhou® — nemuzeme
si do pomocného souboru prosté ulozit ANO a pak jej vypsat. Tak by se pak dal fesit
libovolné slozity problém, i problémy mimo tfidu NP! Jen na okraj — takové opravdu
existuji.

Onen algoritmus musi byt schopen feSeni ovérit, tedy odpovédét ANO tehdy a jen
tehdy, pokud mu to napovédél certifikat a odpoveéd je spravné. Kdyby byla skutecéna
odpovéd NE a certifikit chybné tvrdil, ze ANO, algoritmus musi byt napsan tak, aby
oznamil NE.

Co presné bude certifikat, zalezi na zadané tloze — ¢asto to byva pravé ono nejlepsi
mozné TeSeni, kterého se sta¢i drzet a najdeme hledanou odpovéd (nebo zjistime, Ze
tloha nema4 feSeni).

Asi vdm bylo hned jasné, ze kazdy program z P patii také do NP — jakmile zname
polynomiélni feSeni bez napovédy, certifikitem muZe byt i tfeba prazdny soubor!
Horsi je to s problémy, pro které potfebujeme pro polynomidlni vyreseni néjaky
certifikdt a zatim to lépe neumime.

Pfikladem bud problém z povidani o bludisti. Rika se mu Hamiltonovska kruZnice.
Ndzev problému: Hamiltonovskd kruznice
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Existuje v zadaném grafu kruznice prochazejici vSemi vrcholy pravé jed-
nou?

Certifikat: Posloupnost vrcholti hamiltonovské kruznice.

Ovérent v polynomidlnim case s certifikdtem: Projdeme postupné vrcholy a ovéfime,
Ze jsou opravdu zapojeny do kruznice a kruznice je spravné délky. Vratime NE, pokud
tomu tak neni.
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Zatim nikdo nepfiSel s feSenim, které by nepouzivalo viibec zadny certifikat. Dokonce
zatim nikdo nenalezl problém, ktery by byl v NP, ale bez certifikitu uz jej nelze fesit
v polynomialnim case. Kdyby takovy neexistoval, tfidy P a NP by se rovnaly. To je
jadro otevieného problému P vs. NP.

Prevoditelnost a NP-uiplnost

Kdyz fesime néjakou algoritmickou tilohu, obvykle pfijdeme na néjaké p¥imé fese-
ni vyuzivajici zdkladnich technik (prohledavéni do $ifky, dynamické programovani,
zametani pfimkou). Vzdcné se miZe i stét, Ze v problému rozpozndme problém jiny
— obcas lze geometricky problém pfevést na tfidéni ¢isel nebo umime popsat situaci
néjakym vhodnym grafem.

Ukazuje se, ze se ve t¥idé NP céasto vyplati problémy ptrevadét, nebot pifimé Feseni
neznédme. Dokonce tak mizeme i zjistit, do které z probiranych t¥id problém patii.

Prevodem budeme rozumét polynomidlni algoritmus, ktery upravi vstup jednoho
problému na vstup jiného problému. Musi navic problémy prevést tak, aby spravna
odpovéd (ANO nebo NE) na vstup prvniho problému byla tataz, jako spravna odpovéd
na vstup druhého problému.

Jednoduchym prevodem je uprava problému Existuje cesta z bludisté ze zadaného
policka délky d? na Existuje cesta v grafu délky c zacinajici v zadaném vrcholu?.

Do vystupniho grafu za kazdou kfizovatku dame vrchol, za kazdou cestu mezi kfizo-
vatkami hranu a ke hrané si poznamename, jak dlouh4a byla. Hodnotu ¢ pak mizeme
nechat stejné velkou, jako d.

Pokud najdu spravnou cestu v tomto grafu, pak nutné podobna cesta je i v bludisti,
a pokud cesta v grafu neni, pak neni ani v bludisti. Pfevod je tedy korektni.

Nadefinujme si nyni pojem, ktery nam bude slouzit jako zkratka za to, Ze problém je
ve tfidé NP a je alespon tak tézky jako ostatni problémy v NP. Nemtzeme jen tak
ledabyle fici ,,je v NP a neni v P“, protoze to nevime. To je pravé ta slavna otéazka.

Udélame tedy krok stranou — budeme fikat, Zze problém je NP-uping, pokud onen
problém je v NP a zaroven jdou vSechny ostatni problémy v NP prevést na tento
problém.

Vs8echny problémy v NP na néj jdou prevést? Pokud tuto definici vidite poprvé, asi
to pusobi dost zvlastné — je tézké si predstavit, ze vSechny grafové, geometrické,
pocitaci problémy, o kterych vite, Ze jsou v P (a tedy i v NP) jdou pfevést na n&jaky
NP-tplny superproblém.

Ale je to spravné, ba co vic, Cookova véta ika, ze existuje alespon jeden takovy

problém. (Samotnd definice NP-tiplného problému nezaruéuje, ze takovy problém
viibec existuje.)

Ukazuje se vSak, ze neni sam, jsou jich stovky. Dokazovat existenci dalSich NP-

uplnych problémi je vSak o dost leh¢i, nez dokadzat Cookovu vétu! Staci totiz jen

najit nasledujici dva kroky:

® Dokéazat, ze problém je v NP — najit certifikdt a polynomialni algoritmus, co jej
Vyuziva.
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® Prevést zadani libovolného NP-tplného problému na zadani naseho problému tak,
ze nas algoritmus vlastné vyresi onen NP-tiplny problém.

To postaci, protoze pak libovolny jiny problém v NP nejprve prevedeme na zvoleny
NP-tplny problém a pak pustime nami vymysleny ptrevod. Zietézeni dvou poly-
nomidlnich algoritmt (pfevodil) je opét polynomidlni algoritmus, takze podminka
prevoditelnosti je splnéna.

Ukézeme si diikaz NP-tiplnosti jednoho problému na prikladu, pokud nam uvérite,
Ze jiz probirany problém Hamiltonovska kruznice je NP-uplny. Nejprve zadefinujme
jiny problém:

Ndzev problému: Hamiltonovska cesta.

Vstup: Neorientovany graf, dva specialni vrcholy x a y.

Problém: Existuje cesta z x do y (posloupnost vrcholt, ve které se zadné dva neo-
pakuji), kterd prochézi kazdym vrcholem pravé jednou?

Certifikat: Posloupnost vrcholu tvorici spravnou cestu.

Reseni{ v NP: Projdéme cestu z certifikdtu a ovéime, Ze vrcholy jdou za sebou, je
jich spravny pocet a zadny jsme nevynechali.

Diikaz NP-iplnosti: Pfevedeme piedchozi problém (ha-

miltonovskou kruznici) na hledani hamiltonovské cesty.

Uvazme graf G, ve kterém chceme najit hamiltonovskou

kruznici.

Vyberme si libovolny vrchol v a vytvoifme vrchol v’ kte-
, ry bude kopii vrcholu v — do grafu pfiddme hranu mezi

u a v', pokud uZ v ném je hrana mezi v a v.

Na upraveny graf zavolame TeSeni problému Hamilto-

l novska cesta mezi vrcholy v a v’. Pokud takova cesta
existuje, tak nutné v puvodnim grafu G existuje hamil-
tonovska kruznice.

Cesta z vrcholu v’ piesné odpovida pokracovani kruznice
poté, co ptijde do vrcholu v.

Pseudopolynomialni algoritmy

Znate problém batohu? Jeho varianty jsou oblibené na

programovacich soutézich. Zadat se muze treba takto:
méjme na vstupu seznam n dvojic kladnych ptirozenych ¢isel, kde kazda dvojice
oznacuje vahu a cenu néjakého predmétu. Nakonec dostaneme na vstupu jesté ¢islo
b, které udava nosnost naseho batohu.

Otéazka zni: Jaky je nejcennéjsi mozny naklad, ktery presto nepresahuje vahovy limit
batohu?

Mozna vite, ze tloha jde Tesit dynamickym programovanim — vytvofim si pole pod-
batoh[] od 1 do b, kde podbatoh[i] je maximalni hodnota, kterou bych si odnesl
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v batohu o nosnosti i. Postupné od prvni véci do posledni pak projdu celé pole pod-
batoh[] ,zprava doleva“ od b do 1 a zkusim, jestli je vyhodnéjsi do batohu vlozit
novou véc a volné misto doplnit starymi (optimalni volné misto pro pfedchozi véci
mame napodcitané), nebo si nechat jen ty staré. Tuto hodnotu pak zapiSeme jako
aktudlni pro vdhu ¢ na misto podbatoh[:].

Po n prichodech tohoto pole dostaneme feSeni pro vsechny véci dohromady na
policku podbatoh[b]. Celkova slozitost je O(nb), to je polynom, algoritmus je tedy
polynomiélni.

Svéte div se, toto TeSeni je ve skuteCnosti exponencidlni. Kde jsme v feseni udélali
chybu? Nikde — nase slozitost zavisela na b, ovsem kdyz se podivame do vstupnich
dat, tak pokud jsou zapsdna v bindrnim (nebo terndrnim a vy$sim) tvaru, tak zapis
&isla b byl veliky O(log, b), ale nase slozitost zavisela na b = 2!°82° tedy exponenci-
alné vici velikosti vstupu.

Problém batohu, respektive jeho rozhodovaci verze, je dokonce NP-tuplny problém.

Algoritmtm, které fesi néjakou tlohu a jsou polynomiélni oproti hodnoté ¢isel na
vstupu, ale exponencidlni ve wvelikosti zdpisu téchto Cisel, fikdme pseudopolynomi-
alni algoritmy. Neékteré dalsi NP-tplné problémy maji pseudopolynomidlni feSeni
(jako naptiklad Dva loupeznici nize), ale d4 se dokdzat, Ze na nékteré jiné problémy
pseudopolynomiélni algoritmus neexistuje (pokud P # NP).

Mimochodem: pokud bychom na vstupu zapisovali ¢isla v unadrnim zéapisu, kazdy
pseudopolynomidlni problém by lezel v P.

Poznamky na zavér

Otazku ,Je tfida P rovna NP?“ se jiz snazilo rozlousknout mnoho matematika
a informatikt. Tato teorie pfinesla spoustu zajimavych vysledkt, naptiklad uz se
podatilo dokézat, ze nékterymi technikami tuto domnénku nelze nikdy dokazat, ani
vyvratit.

Kdyby platilo P = NP, pak by mnoho lidi zajasalo — mnoho pfirozenych problémi,
které nastavajiiv redlném zivoté, by najednou byla feSitelna rychle. Navic by krachlo
dosavadni Sifrovani a bylo by moZné najit rychle dikaz ke kazdému pravdivému
tvrzeni vyrokové logiky.

Tato rovnost by se dala hypoteticky ukazat velice snadno — stacilo by najit jeden
polynomiélni algoritmus pro libovolny NP-tplny problém! Vétsina informatiki stu-
dujicich slozitost se vSak domniva, ze se t¥idy nerovnaji.

To ale neznamenad, Ze si to nemate zkusit dokdzat! Naopak, bojovat s NP-tplnymi
problémy je uzite¢né i v redlném svété — napiiklad jde mnohdy vymyslet dobra
aproximace NP-tplného problému.

Napftiklad nenajdeme hamiltonovskou kruznici v polynomialnim c¢ase, ale nalezneme

néjakou relativné dlouhou kruznici, kterd ndm v praxi muze stacit, pokud podle ni
tfeba chceme vést naroény cyklisticky zavod.

O aproximacich uz toho bylo napsdno mnoho, viz naptiklad [ADS2]. O NP-slozitosti
muiiZzete néco najit tamtéz, nebo zkuste [Algol.
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Existuji i problémy, které jsou mimo P i NP, a dokonce existuje spousta rtiznych
dalsich trid problémt. Je jich cela zoologické zahrada — muiZete ji najit na internetu.

Seznam NP-tiplnych problému

Sedite-li nad zatim nevyfeSenou tlohou, kterou jste nalezli jinde nez v KSP, pak
se klidné mize stat, ze bude NP-uplna. Abyste mohli mezi NP-tiplnymi dlohami
prevadét, tak je dobré znat jich aspon hrstku, podle toho, je-li problém grafovy,
rovnicovy a tak dale.

V nésledujicim seznamu najdete né€kolik tloh, které jsou zarucené NP-tplné. Prevody

se ndm sem sice nevesly, ale mnoho z nich (ne-li v8echny) zvladdnete vymyslet sami
— zkuste si to!

Ndzev problému: Hamiltonovska kruznice
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Existuje v zadaném grafu kruznice prochéazejici vSemi vrcholy pravé jed-
nou?

Ndzev problému: Hamiltonovska cesta.
Vstup: Neorientovany graf, dva specialni vrcholy x a y.

Problém: Existuje cesta z z do y (posloupnost vrcholt, ve které se zadné dva neo-
pakuji), kterd prochézi kazdym vrcholem pravé jednou?

Ndzev problému: Splnitelnost

Vstup: Logickéa formule. Tu tvofi proménné a logické spojky negace —, konjunkce A
a disjunkce V. Naptiklad
(A (—y)) V2.

Problém: Mizeme proménnym piifadit hodnoty 0 nebo 1 tak, ze vysledna vyhodno-
cend formule ma hodnotu 17

Ndzev problému: Soucet podmnoziny
Vstup: Seznam nezapornych celych ¢isel, specialni ¢islo k.

Problém: Existuje podmnozina ¢isel, jejiz soucet je presné k?

Nazev problému: Batoh

Vstup: Seznam dvojic nezadpornych ¢isel, kde dvojice oznacuje hodnotu a vahu pred-
métu. Pfirozené ¢islo b — nosnost batohu, prirozené cislo k.

Problém: Umime vlozit do batohu pfedméty o hodnoté alespon k, aniz bychom pte-
krocili limit vahy b?

Nazev problému: Dva loupeznici
Vstup: Seznam nezapornych celych cisel.

Problém: Existuje rozd€leni seznamu na dvé hromadky tak, ze kazdé ¢islo bude
v pravé jedné hroméadce a v kazdé hromadce bude stejny soucet cisel?
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Nazev problému: Klika
Vstup: Neorientovany graf, ¢islo k.

Problém: Existuje v grafu uplny podgraf o velikosti k, tedy k vrchola takovych, ze
mezi kazdymi dvéma z nich vede hrana?

Nazev problému: Nezavisla mnozina
Vstup: Neorientovany graf, ¢islo k.

Problém: Existuje v grafu prazdny podgraf o velikosti k, tedy k vrcholi takovych,
ze zadné dva z nich nejsou spojeny hranou?

Ndzev problému: Trojbarevnost grafu
Vstup: Neorientovany graf.

Problém: Lze vrcholy tohoto grafu obarvit tfemi barvami tak, ze kazda hrana sousedi
s vrcholy dvou riaznych barev?

Ndzev problému: Rozparcelovani roviny
Vstup: Seznam bodu v roviné, kde kazdy mé navic pfifazenu jednu z b barev, ¢islo k.

Problém: Umime rozdélit rovinu pomoci k prfimek tak, ze v kazdé oblasti jsou jen
body stejné barvy?

Ndzev problému: 3D parovani

Vstup: Seznam muzi, Zen a zviratek, nasledovany seznamem kompatibilnich trojic
tvaru {muz, zena, zvifatko}. Tyto trojice fikaji, kterd trojice muz, Zena a zvifatko
by se dohromady snesla.

Problém: Mutzeme vSechny muze, zeny a zvifatka z prvniho seznamu rozdélit do
trojic tak, ze kazda trojice je kompatibilni a kazda bytost je pravé v jedné trojici?

Martin Bohm
Uloha 23-5-5: NP-tiplny metr
Nasledujici problém si pojmenujeme Metr a vasim tikolem je dokazat, ze je NP-uplny.
Jist€ znate skladaci metry. Maji typicky pét clankt po dvaceti centimetrech. Méjme
metr nepravidelny, jehoz jednotlivé ¢lanky jsou ruzné dlouhé. Tyto délky dostaneme
v poradi na vstupu, stejné tak délku pouzdra, do kterého bychom chtéli metr ulozit.
Podaii se ndm to? Pro ¢lanky délek 6, 3, 3 a pouzdro délky 6 odpovéd jisté zni ANO,
pro vstup 6, 3, 4 a stejné dlouhé pouzdro to uz ale NEptjde.
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