Reseni tloh

18-2-4: Stavbyvedouci

Ah, bezdivodné éekas, ¢tenari drahy, dabelské figle, i kdyZz na obyéejny pocétek
prachobycejného feseni stavbyvedouciho strasti tato véta vyzniva znacéné zvlastné.
Demonstruje totiz jeden velice dulezity fakt: setfidit slova podle tfetiho pismenka,
pak podle druhého (stabilng, tj. se zachovanim puvodniho pofadi, pokud jsou druha
pismenka néjakych dvou slov stejnd) a nakonec podle prvniho, dopadne stejné jako
nejdiive je set¥idit podle prvniho, pak zvlast kazdou skupinu zacdinajici stejnym
pismenem setiidit podle druhého a skupinky majici stejné i druhé pismeno jesté
podle tretiho.

TotéZ samoziejmé plati i pro t¥idéni tabulek podle sloupeckt podle Potrhlikovych
pozadavku: ponejprv fadky tfidime podle sloupecku daného poslednim pozadavkem,
skupiny se stejnou hodnotou tohoto sloupecku pak podle predchoziho pozadavku
a tak dale, az se propracujeme k zacatku seznamu pozadavk® nebo skoncime se
skupinkami o jednom fadku.

Z toho ovsem ihned plyne, Ze zabyvat se timtéz sloupeckem vicekrat je zhola zbytec-
né: pokud po prvnim porovnani podle né€jakého sloupecku zistaly néjaké dva radky
v téze skupiné, mély v pfislusném sloupecku stejnou hodnotu, a proto ndm je dalsi
porovnani musi ponechat ve stejném poradi.

Pokud se tedy néjaky sloupecek v posloupnosti pozadavki vyskytuje vicekrat, staci
ponechat jen jeho posledni vyskyt. Tim ur¢ité dostaneme posloupnost ekvivalentni
se zadanou (takové budeme fikat 7esent). Zbyva nam jesté dokazat, ze zadné kratsi
FeSeni nemuze existovat.

Kdyby existovalo, vezmeme si nejkratsi takové. Urcité se v ném nebudou opakovat
sloupecky (jinak by se nasim algoritmem dalo jesté zkratit) a ani v ném nebude
zadny sloupeéek navic (to by byl sloupecek, podle kterého se netfidilo ani v zadané
posloupnosti, takze bychom ho mohli §krtnout). TudiZz v ni musi néjaky sloupecek
z naSeho Feseni chybét.

Pak stac¢i vytvorit dva radky, které se budou lisit pouze v chybéjicim sloupecku,
a takové musi obé feseni setfidit rtizné, coz je evidentni podvod, totiz spor. Podobné
mizeme dokazat i to, Ze nase FeSeni je nejen nejkratsi, ale také jediné s touto délkou:
jiné by se nutné lisilo poradim néjakych dvou sloupeck 4, j a mohli bychom sestrojit
dva radky podle ¢ usporadané opac¢né nez podle j a jinak stejné a opét dojit ke sporu.

Zbyvéa si rozmyslet, jak nase feseni naprogramovat. Znalci Unixového shellu mohou
navrhnout tfeba toto:

nl -s:|tacl|sort -t: -suk2|sort -nlcut -d: -f2

My si pfedvedeme jednoduchy (a pfiznejme, Ze daleko efektivnéjsi) program v Pas-
calu. Bude ¢ist vstupni posloupnost po jednotlivych prvcich a ve fronté si udrzovat
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feSeni pro zatim preCtenou ¢ast vstupu. Prijde-li pozadavek na t¥idéni podle néja-
kého sloupecku, pridame tento sloupecek na konec fronty a pokud se jiz ve fronté
vyskytoval, pfedchozi vyskyt odstranime.

Abychom to zvladli rychle, budeme si frontu pamatovat jako obousmérny spojovy se-
znam, tj. pro kazdy sloupecek si ulozime jeho predchidce a naslednika. Tak nam celd
fronta zabere pamét linearni s poétem sloupeckt a na kazdou operaci si vystacime
s konstantnim ¢asem, celkové tedy s ¢asem O(M + N) (pozadavki + sloupecki).

Tomas Gavenciak a Martin Mares

23-3-5: Rozhazené EWD

Ukolem bylo set¥idit zadany jednosmérny spojovy seznam co nejrychleji, ale v kon-
stantni paméti, coz znamena jen s predem danym poctem proménnych, bez rekurze
a dalsich pomocnych poli, tedy pouze prepojovanim puavodniho spojového seznamu.

Uréité bylo dobrym napadem podivat se do nasi (tradiéni ¢eské) kuchaiky o t¥idéni.
A co s tak malou paméti? Bublinkové t¥idéni (BubbleSort) bude zcela jisté fungovat,
protoze v pribéhu algoritmu prohazujeme jen dva sousedni prvky, coz lze udélat
jednoduse.

Bublinkové t¥idéni mé navic péknou vlastnost, ze tfidéni jiz setFidénych dat trva pou-
ze O(N). Jenze nejhtife a dokonce i primérné vyjde asymptoticka slozitost O(N?).
Je to nejrychlejsi mozny vysledek za danych podminek, nebo ne?

Nez si fekneme FeSeni, uvedme si dolni odhad slozitosti. JelikoZ stafi zdznamt EWD
miizeme akorat tak porovndvat (nic o nich nevime), plati diikaz uvedeny na konci
kucharky o tfidéni, a tedy urcité nevymyslime algoritmus s primérnou slozitosti
lepsi nez O(N log N).

Takovy algoritmus skutecné existuje. My si ukazeme, jak modifikovat tfidéni sléva-
nim (MergeSort) se zachovanim sloZitosti v nejhor$im piipadé i v praméru
O(Nlog N), na coz pfislo i nékolik fesiteld. Nevyluéuji vsak, Ze neptjde upravit
jiny algoritmus, i kdyz tfidéni haldou ani QuickSort nejspi$ pievést na feseni tlohy
nelze.

Jak funguje takovy bézny MergeSort na tiidéni pole? Ten si nejprve rozdéli pole na
dvé piilky, ty setfidi stejnym algoritmem (zavold se na kazdou rekurzivng) a pak je
yslije“: odebira vzdy mensi z prvki na zacatku obou setfidénych pulek pole a vklada
je do nového pole. Podrobnéjsi popis opét v kucharce.

Nyni upravime MergeSort pro potieby nasi ulohy. Jelikoz nesmime pouzit rekurzi,
nebudeme postupovat ,odshora doli“ (postupné ptlime data na co nejmensi ¢asti),
ale ,odspoda nahoru® (spoustu malych sett¥idénych ¢asti slévame postupné do jedné).

V prvnim kroku se podivame na vSechny dvojice sousednich prvku (kazdy prvek
je nejvyse v jedné dvojici), porovndme prvky dvojice a pfipadné je prohodime, coz
v pfipadé spojového seznamu znamenda prepojeni odkazi. V druhém kroku slévame
vzdy dvé sousedni dvojice prvkid do setfidéné cétverice, v tfetim dveé Ctvefice do
osmice . ..
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Obecné v k-tém kroku slijeme dvé sousedni ¢asti o 2% prvcich. Az slijeme vSechny
prvky do jedné setiidéné posloupnosti, mame vyhrano.

Casto se muiZe stat, ze posledni slévany tsek v k-tém kroku nemusi mit 2F prvk,
ale to viibec nevadi (jeden slévany tsek bude mensi). Podobné lichy pocet slévanych
tsekll (nemiZeme je sparovat do dvojic) oSetfime prostym ignorovanim posledniho
tseku. V néjakém pozdéjsim kroku musi byt tento tsek slit se zbytkem, tfeba pro
2™ 4+ 1 prvki se bude posledni prvek slévat az v poslednim kroku.

Nyni pojdme na implementaci slévani dvou setfidénych tisekl ve spojovém seznamu
(ne nutné stejné délky) s konstantni pomocnou paméti. Budeme si pamatovat odkaz
na prvek pied prvnim tsekem (tedy posledni prvek jiz slité ¢asti) v proménné prvekl
a odkaz na prvek pred druhym tsekem v proménné prvek2.

Na zacatku slévani dvou usektt nejprve posuneme odkaz prvek2 o délku prvniho
useku za odkaz prvekl. Abychom mohli kontrolovat, jestli v néjakém tseku nedosly
prvky, vytvorime si dvé proménné delkal a delka2, v nichz budou pocty zbyvajicich
prvki v tisecich.

Pak postupné bereme prvky ze zac¢atku obou tseku (nédsledniky prvku prvekl a pr-
vek2) a mensi z nich pfepojime za prvek prvekl. Je-li to prvek z prvniho seznamu,
sta¢i posunout odkaz prvekl o jeden prvek dopfedu, jinak je to naslednik prvek2
(ozna¢me ho p), ktery pfepojime za prvek1 takto: néslednikem p bude néslednik pr-
vek1, naslednikem prvekl bude p, naslednikem prvek2 bude ptivodni naslednik p.

Jestli vas predchozi odstavec zmaétl, vitbec se nedivim a radéji pfedkladam obrazek
(tec¢kované sipky ukazuji pfepojeni prvku p):

Je vidét, Ze potfebujeme jen konstantné mnoho pomocné paméti. Co se tyce Casové
slozitosti, bude pro jakdkoliv data O(nlogn), kde n je pocet prvki. V k-tém kroku
totiz slévame tiseky o 2% prvcich, a bude-li 2% > n/2, ziskdme po tomto kroku cely
setfidény spojovy seznam. Odtud zlogaritmovanim dostaneme, Ze staci logy n kroki,
pri¢em? v kazdém provedeme O(n) operaci .

Pavel Vesely
Binarni vyhledavani
23-1-3: Jedna maticova

Prvni feseni spociva v prohledani celé matice fadek po Ffadku a kontrole kazdého
prvku. Takové FfeSeni samoziejmé funguje, dokonce funguje i pro obecné matice.
A to je pravé kdmen urazu.

Protoze toto feSeni nevyuziva vlastnosti matice, musi se podivat na kazdy prvek.
Jeho slozitost je tedy O(n - m) pro matici velikosti n x m. To ani zdaleka neni to,
co bychom chtéli.
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Neékteri si uvédomili, Ze kdyz je posloupnost ¢isel v fadku ostie rostouci, dalo by se
vyuzit bindrni vyhleddvani. A tak jde zlepsit slozitost z O(n - m) na O(nlogm). Ale
véfte tomu nebo ne, ani to nam nestaci.

Kdyz nestaci pouzit na kazdém fadku binarni vyhledavani, co jesté provést? Spravné
FeSeni pouzivé bindrni vyhled4dvéni na hlavni diagondle matice (tak se ¥{k4 ihlopFicce
vedouci doprava dolt). Pfed uvedenim algoritmu si musime uvédomit, Ze plati dvé
dilezité véci:

e Pokud je v matici A na indexech i,j (ozna¢ime jako A; ;) prvek, jehoz hodnota
je mensi nez i + j (A;; <1+ j), vime z uspofadani prvkt v fadcich a sloupcich,
ze jsou mensi i vSechny prvky v matici, jejichZ soufadnice jsou mensi nez ¢ a j
(ngi,lgj:Ak’l < k+l)

A; ; je alespoil o jedna mensi nez i 4 j, tedy i napi. A;_;; musi byt alespon
o jedna mensi nez A; ;, coz znamend, Ze je alespoil o jedna mensi nez ¢ — 1 + j.
A takto tranzitivné dale.

® Pokud plati A; ; > ¢+ j, pak Vk > 4,1 > j : Ay, > k + 1. Opét plati obdobné,
A; ; je alespon o jedna vétsi nez i + j, takZze i vSechny nasledujici prvky musi byt
alespon o jedna vychyleny.

7 téchto dvou pozorovani plyne, ze pokud se podivame na prvek uprostied matice,
tak mohou nastat tfi moznosti. Mohli jsme narazit na spravny prvek. To znamena, ze
mizeme skoncit. Nebo je nalezeny prvek vétsi nez soucet jeho soutadnic, pak mizeme
zapomenout pravou dolni ¢tvrtinu matice, pfipadné je prvek mensi a zapomeneme
levou horni ¢tvrtinu matice.

TakZe budeme provadét bindrni vyhledavani na hlavni diagonédle, bud najdeme
spravné feSeni, nebo nam nakonec zistane jen pravd horni a levad dolni ¢tvrtina
matice. Na ty zavolame rekurzivné stejny algoritmus. Pravé tento zptisob je pouzit
ve vzorovém kédu.

Toto feseni nam prislo nékolikrat, ovsem pouze jednou u néj byla uvedena sprav-
né asova slozitost. Pojdme si ji tedy rozebrat detailné. Cas potfebny pro nalezeni
feSeni je definovan rekurzivné: T'(n?) = 2T (n?/4) + log, n (pro jednoduchost pied-
pokladdme ¢tvercovou matici).

Kazdy spravny programator je hlavné hrozny lenoch, vyuzijeme tedy kuchaikovou
metodu pro pocitani slozitosti rekurzivnich algoritmii. Ta se jmenuje Master Theo-
rem a Fesi rekurzivni vztahy ve tvaru T'(N) = aT'(N/b)+ f(N),kdea > 1,b > 1. Déle
tvrdi, Ze pokud f(N) = O(N'"&:()=¢) pro ngjaké e > 0, tak T(N) = O(N'o&s 9).
Pro nasi rekurenci tohle vSechno plati:

a=2,b=4,logyn = O(n?'°e127¢),
takze vyslednd slozitost je ©(n). Prostorova slozitost je logaritmické, protoze pou-
zivame zasobnik.
Existuje i jednodussi feseni, které také vede k cili. Pro néj si sta¢i uvédomit, ze pokud
se podivdme na prvek v levém dolnim rohu, tak bud jsme nagli spravné reseni, nebo
je vétsi nez soucet soutfadnic, pak muzeme zahodit cely posledni fadek, nebo je mensi
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nez soucet souradnic a mizeme zahodit cely prvni sloupec. Nakonec se posuneme
bud nahoru nebo doprava, podle toho, ¢eho jsme se zbavili, a pokrac¢ujeme stejné.

Takto se v kazdém kroku zbavime bud celého sloupce, nebo fadku. V nejhorsim
pifipadé tedy provedeme O(n + m) operaci. Prostorova slozitost je zde konstantni.

Pokud bychom chtéli najit vSechny prvky matice, které odpovidaji zadani, tak je
snadné uvedené dva algoritmy upravit, vime totiz, Ze pokud najdeme jedno feSeni,
budou s nim dalsi sousedit, nebo budou v zatim neprozkoumané ¢asti matice.

David Marek a Karel Tesar
22-5-2: Straze udoli

V tejto tlohe sme mali zadané body na priamke, vedeli sme medzeru medzi kazdymi
dvoma susednymi a chceli sme odstranif maximdalne K z nich, aby sme maximalizo-
vali najkratsiu medzeru medzi tymi bodmi, ktoré zostanii.

Tato tloha rovnako ako mnoho inych tloh ma jednoduché, rychle, ale pritom ne-
spravne greedy rieSenie, ktoré je zaloZené na postupnom odstrariovani bodov suse-
diacich s najkratSou medzerou (skuste si najst protipriklad).

Jednoduché korektné riesenie vieme naprogramovat pomocou dynamického progra-
movania, kde stav vypocétu je dvojica (n,k) a pre kazda dvojicu chceme spoécitat
optimalne riesenie, ak sme spracovali prvych n bodov a vyhodili sme prave k z nich.
Takito ivaha vedie na riesenie so zlozitostou O(N?K), ale stéle m4 daleko od vzo-
rového rieSenia.

NasSe vzorové rieSenie vyuziva myslienku, ktord sa pouziva vo vela problémoch, kde
spocitat samotné riesenie problému je pomerne zloZité, zato vsak overit, ¢i existuje
rieSenie s pozadovanou vlastnostou, je pomerne jednoduché.

V nasom priklade vieme Tahko overit, ¢i existuje riesenie, ktoré odstrani maximal-
ne K bodov z danych a ma minimdalnu vzdialenost aspori takti ako pevne dané M.
Zodpovedanie tejto otazky vieme previest na iny zndmy problém ,pldnovania inter-
valov“: Mame zadanych N intervalov v Case, pricom kazdy zaCina v Case a; a mé
dizku b;. Pri¢om z tjchto intervalov chceme vybraf maximalny pocet tak, ze ziadne
dva vybraté intervaly sa neprekryvaja.

Prevod je nasledovny: vSetky ¢isla a; st rovné poziciam bodov na priamke a vset-
ky b; st rovné M. Ak ndjdeme rieSenie tohto problému, potom sme nasli maximalnu
mnozinu bodov (pociatky intervalov), ktoré st od seba vzdialené aspoit M. Pri¢om
ked sme nasli takéto riesenie, ktoré maximalizovalo pocet vybratych intervalov (bo-
dov), potom st¢asne toto rieSenie minimalizuje podet intervalov (bodov), ktoré sme
nevybrali. Teda po néajdeni rieSenia, vieme zodpovedat otdzku, ¢i existuje riesenie,
ktoré ma najmensiu vzdialenost aspoii M, podla toho, ¢i nase rieSenie ,planovania
intervalov* nevybralo maximalne K intervalov.

Treba vSak vedief riesit samotny problém planovania intervalov. Na tento problém
je v8ak zndmy jednoduchy greedy algoritmus: Na zaciatku si utriedime body podrla
¢asu konca intervalu, nésledne za¢neme tieto intervaly prechadzat v tomto poradi
a sucasne si budujeme riesenie (mnozinu vybratych intervalov) pouzitim jednoduché-

135



ho pravidla: pri prechddzani, vzdy ked moZeme prave spracovavany interval pridat
k budovanému rieseniu, tak ho tam pridame.

Toto sa d4 po usporiadani intervalov vykonat v linedrnom ¢ase od poc¢tu intervalov,
staci si vzdy len pamiitat ¢as konca posledného intervalu v naSom budovanom rieSeni.
Naviac v nagom $pecialnom pripade maji vietky intervaly rovnaka dizku, takze staci
usporiadat intervaly podla zaciatku (na vstupe vSak uz mdme pozicie utriedené
a v nasej ulohe nemusime triedenie vobec riesit).

Teraz uz vieme zodpovedat otdzku, ¢ existuje rieSenie s danou minimalnou vzdiale-
nostou. K ¢omu ndm to posliuzi? Treba si vsimnut, Ze ak existuje rieSenie, ktoré ma
miniméalnu vzdialenost asponi M, potom existuje rieSenie, ktoré m4 minimélnu vz-
dialenost M’ pre kazdé M’ < M (jednoducho ponechdme rovnakti mnoZinu bodov).
Inak povedané, existuje ¢islo M* také, ze pre vsetky M < M* rieSenie existuje a pre
vSetky M > M* rieSenie neexistuje.

A préave ¢islo M* hladame. Teda rieSenie by sme mohli najst tak, ze ak mame rozsah
sturadnic bodov z nejakého intervalu R, potom vieme postupnym sktsanim existencie
rieSenia, ktoré ma miniméalnu vzdialenost R,R — 1,R — 2,..., najst ¢islo R* v Case
O(RM). Avsak z vlastnosti hfadaného ¢isla M* mozeme pouzit bindrne vyhladévanie
na intervale R. Ked si pre median prehladédvaného intervalu rieSeni zistime, ¢i existuje
rieSenie, pak sa na zdklade toho vieme rozhodnuft, v ktorej polovici prehladévaného
intervalu lezi ¢islo M*.

Takto vieme najst maximalnu minimalnu vzdialenost medzi dvojicou bodov a body,
ktoré mame odstranit, st pociatky nevybratjch intervalov pri rieSeni prislusného
podproblému planovania intervalov.

Celkova casova zlozitost je O(N log R), kde pri bindrnom vyhladdvani na intervale
dizky R vieme v linedrnom ¢ase overif existenciu rieSenia. Pamiifova zlozitost je
O(N).

Peter Ondriska
Halda

19-2-3: Moneymaker

vvs v

Asi nejjednodussi feSeni této tlohy by se dalo popsat slovy kdyz metoda hrr na
né nezabere, tak se stdhneme a zkusime to zezadu. AZ na jedno FeSeni vyuzivajici
intervalové stromy skoncili vsichni FeSitelé zacinajici od pocatku kvadratickou, popf.
jesté horsi casovou slozitosti. Nyni ale zpét k tomu, jak se tloha méla fesit.

Oznac¢me T termin nejméné spéchajici zakizky. Budeme postupné, pro jednotlivé
¢asy t < T, generovat pofadi plnéni zakézek (oznacme je A}, Al ,..., AL), kterym
maximalizujeme zisk v ¢asovém tseku (t; T'). Pokud zjistime jak toto poradi vypadé
pro t = 1, tak mame hotovo.

Pro t = T je to jednoduché. Mezi vSemi zakizkami s terminem T vybereme tu,
ktera je nejlépe placena. Nyni pfedpokladejme, ze zname optimalni poradi zakazek
od ¢asu t + 1 (tj. zndme Aiﬂ,Aiié, .., ALY, Pak tvrdim, Ze jedna z moznych

sekvenci zakazek s maximalnim ziskem je:
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° Aﬁ:AEH proi>t+1
e A! nalezneme jako zakdzku s maximalni odménou, kterd m4 termin ¢, nebo poz-
d&jsi, a kterou jsme jesté nepouzili (tj. neni mezi {ALT'}).

Dokéze se to snadno. Pro spor piedpokladejme, Ze zndme néjaké poradi Bf, B 1, . . .,
Bl které nam zajisti lepsi zisk.

Zéroveil ale vime, Ze odména za tkoly Al ,, Al ,, ..., AL je alespon stejné velka
jako za zakézky Bi, |, Bi.o,..., B (z toho, Ze jsme piedpokladali, ze { A"} maxi-
malizuje zisk na ¢asovém intervalu < ¢t + 1; T >). Z toho plyne, Ze odména za B je
vétsi nez odména za Al. JelikoZ ale AL ma maximéalni odménu ze vSech zakéazek, které
nebyly obsazeny v {A{™'}, musi tedy existovat j > ¢ takové, ze A"" (= A}) = B,
nebo jsme dostali spor. Prohodime tedy v posloupnosti {B}} pozice tkolt Bf a B}
(to si mizeme dovolit, jelikoz pak kol B} splnime dfiv a zakdzku B} miizeme spl-
nit az v ¢ase j, protoZze se az tak pozdé€ vyskytovala v posloupnosti {Aﬁ“}, ktera
terminy respektuje). Tim jsme zfejmé nezménime celkovou odménu za tkoly v { B!}
a tedy cely tento odstavec miizeme pouzit na novou posloupnost { B!} uplné stejné.

To jsme ale jesté nic dokazali, jak si jisté Ctenar vSiml. Spor dostaneme, az kdyz si
uvédomime, ze vyse uvedené nemizeme opakovat donekonec¢na. Pokud budeme uva-
zovat pocet tikold, které jsou v {A'} a { B!} na stejném misté (tj. pocet takovych k,
ze Al = B}), tak v kazdém cyklu stoupne o 1 (tikol B} se dostane na stejné misto
jako je v posloupnosti {Af}), tedy po nékolika opakovanich vyse uvedeného musime
nékdy dostat spor.

A jak toto nejlépe implementovat? Nejdiiv setfidime tkoly dle terminu. Pak budeme
odzadu generovat jednotlivé tkoly, které je tfeba v dany cas t udélat. K tomu pou-
zijeme haldu. Budeme si v ni udrzovat tkoly, které maji termin ¢ ¢i pozdéjsi a které
jsme zatim jeSté nezatradili mezi zakazky, které splnime. Na zacatku bude prazdna
a v kazdém kroku do haldy pfiddme vSechny tkoly, které maji termin ¢ (pozdéjsi
tam jiz mame z predchozich krokt) a odebereme maximum. Tim jsme skoro hotovi.

Kdybychom implementovali vySe uvedené doslovné, tak ¢as béhu programu bude
kromé velikosti vstupu zaviset i na nejpozdéjsim terminu tkolu. Toho se ale je moz-
no jednoduse zbavit. Pokud bude halda prazdna, mtZzeme rovnou posunout ¢as na
nejblizsi diivéjsi termin zakazky, ¢imz si uSetiime Cas.
Setfidéni pomoci rychlého t¥idiciho algoritmu trvd O(N log N). Pfidédni do haldy
zabere O(log N) a provadime ho N-krat, tedy opét O(N log N). Jesté z haldy ode-
birdme koten, coz udéldme také maximéalné N-krat a trva to O(log N). Dohromady
tedy O(N log N).
V paméti mame vstup a haldu. Jejich velikost je pfimo timérné velikosti vstupu,
tedy pamétova slozitost je O(N).

Pavel Cizek
20-4-4: Skupinky pro chytré

Operace nad skupinkami pfesné odpovidaji operacim nad haldou a nase feSeni bude
opravdu vychédzet z haldy. ProtoZe nechceme hledat jedince s minimalnim IQ (téch
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je dost :-) ), ale s maximdlnim, bude zapotfebi otoéit porovnavani. Vétsi rozdil
spoc¢iva v tom, zZe operace potfebujeme provadét ,nedestruktivné“ — nesmime meénit
jiz existujici skupinky.

Na principu fungovéani haldy se nic neméni, ale data nebudeme moci ukladat do pole
jako v kuchaice. Strom ulozime jako sadu prvki pospojovanych pointery na levého
a pravého syna. Operace nad haldou tak bude jednoduché délat nedestruktivné:
misto modifikace prvku naalokujeme novy prvek, zkopirujeme hodnoty ze starého
prvku, a upravime co je potreba upravit. Pfi modifikaci syna budeme muset vzdy
vyrobit i nového otce a dal az ke kofeni.

Pro haldové operace potiebujeme efektivné umét pracovat s nejpravéjsim prvkem
ve spodni hladin€, a potfebujeme umét urcit otce daného prvku. V poli je situace
jednoducha, pozadovany prvek je v poli tolikaty, kolik je prvki v haldé, a otec je na
pozici i/2 (kde 4 je pozice syna).

Jednoduché feseni by bylo pfidat do kazdého prvku ukazatel na jeho otce, a drzet
si ukazatel na nejpravéjsi prvek ve spodni hlading; ale toto feSeni pouzit nemizeme,
protoze ukazatel na otce by ndm neumoznil pracovat ,nedestruktivné®.

Nastésti je mozné i-ty prvek najit pomoci bitového zapisu i, sta¢i postupovat od kote-
ne a dle hodnoty bitu jit do levého nebo pravého podstromu. Pokud si do pomocného
pole schovame prvky, které jsme prosli, odpadne téz problém s hledanim pfedchudcu.

Casové slozitost operaci insert a delete_best je O(log N), slozitost £ind_best je
O(1). Operace find_best nepotiebuje zddnou dodateénou pamét, insert i dele-
te_best naalokuji O(log N).

(S diky Peteru Ondruskovi.)
Pavel Machek
Grafy

20-3-4: Orientace na mapé

Nejprve si nejspis uvédomime, Ze v acyklickém orientovaném grafu musi byt alespori
jeden vrchol, do kterého nevede zadnad hrana — zdroj. Z kazdého vrcholu (které
nen{ zdroj) muZzeme cestou proti sméru hran dojit do néjakého zdroje. Proto pii
hledani vrcholl, mezi nimiz vede nejvice cest, mizeme predpokladat, ze pocatecni
vrchol je zdroj — kdyby cesty vychéazely z jiného vrcholu, mizeme vSechny prodlouzit
aZ do néjakého zdroje. Tim se jejich pocet ur¢ité nezmensi. (Z podobného diivodu
bychom také mohli hledat koncové vrcholy pouze ve stocich — vrcholech z nichz
nevede z4dn4 hrana.)

Vzépéti si uvédomime, ze zdrojua v grafu mize byt mnoho, takze ndm tohle pozoro-
vani praci neusetii a algoritmus nezlepsi, ale vyuzit ho mizeme. .. Z kazdého zdroje
tedy spocitdme cesty do jednotlivych vrcholi.

Méme-li pro néjaky vrchol v spocist pocet cest z urcitého zdroje, lze to udélat tak,
7e seCteme pocty cest do vSech vrcholtl, ze kterych vede hrana do v. K tomu ovsem
musime tyto poCty cest znat. Proto je nutné pocitat cesty do vrchol ve spravném
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poradi — v topologickém poradi. Kdyz mame spocitané cesty do vSech vrchold, za-
pamatujeme si maximalni pocet cest (a kam vedly) a prozkoumédme cesty z dalsiho
zdroje. Pak uz staci jenom vybrat zdroj, z néhoz vede nejvice cest.

A jak to vSechno bude slozité? Na jednotlivé prichody do hloubky potiFebujeme
O(N + M) ¢asu. Pocet potfebnych priichodt zavisi na poétu zdroji v grafu, muze
byt az O(N). Celkem se dostavdme na ¢asovou slozitost O(N - (N + M)). Program
lze implementovat s pamétovou slozitosti O(N + M).

Tereza Klimosovd

18-2-5: Krokobéh

O co tedy slo. Zjistit, kolik nejméné hran je tfeba pridat do grafu, aby se stal
2-souvislym. Hned na zacatku si vSimneme, ze pokud najdeme v grafu komponentu,
ktera je 2-souvisla, tak ji mizeme zkontrahovat (scvrknout) do jednoho vrcholu, aniz
by se zménil pocet potfebnych hran. Takhle mtizeme pokracovat tak dlouho, dokud
se v grafu budou vyskytovat kruznice. Snadno se da nahlédnout, Ze hrany tohoto
zkontrahovaného grafu budou mosty v pivodnim grafu (most neni soucéasti zad-
né kruznice, proto nebude v zaddném kroku zkontrahovan, na druhou stranu pokud
hrana neni most, pak je soucasti néjaké kruznice a proto bude dfive ¢i pozdéji zkon-
trahovana). Je také vidét, Ze takto zkontrahovany graf bude les, jelikoz neobsahuje
kruznice. Dale budeme uvazovat tento les.

Nyni mohou nastat dveé situace. Prvni, kterou dost fesitelti zapomnélo ve svych feSeni
osetrit, je ta, ze graf byl na pocatku 2-souvisly, tj. ze se zkontrahoval do bodu. Pak
neni tfeba nic pridavat.

Druhd je zbytek. Kolik bude tfeba hran dodat? Jelikoz v 2-souvislém grafu ma kazdy
vrchol stupen alesponl 2 a hrana spojuje pravé 2 vrcholy, musime ptidat alespon
A+ [B/2] (x) hran, kde A je poéet vrcholl stupné 0, B poéet vrcholt stupné 1 (tj.
list) a zaokrouhluje se nahoru, jelikoz v ptipadé lichého B musime tento lichy list
také zapojit do néjaké kruznice, tedy tento lichy list zapojime na libovolny vrchol.

Nyni indukei podle poctu vrcholtt dokazeme, ze tolik i staci. Pro 2 vrcholy mtize
les vypadat bud jako 2 vrcholy a pak je tfeba pridat jesté 2 hrany (coZ spliiuje
vzorec (x)), nebo jsou tyto 2 vrcholy spojené hranou, a pak staci pfidat jednu (opét
v souladu s (x)). VSimnéme si také, Ze jsme v obou pFipadech alespoii jednu hranu
pridali.

Ted si uvédomime, Ze libovolny les jde vyrobit z jednoho vrcholu pomoci operaci:
1) ptidej vrchol (a s ni¢im ho nespojuj)

2) pridej vrchol a spoj ho hranou s néjakym vrcholem, ktery uz v lese je.

Nyni uvazujme, ze pro N vrcholt mame jiz 2-souvisly les pomoci

a) A+ B/2 hran (pro sudé B)
b) A+ (B —1)/2 hran (pro liché B; 1 cesta nezesouvislena)

Pridejme vrchol X pomoci pravidla:
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1) Vezmeme néjakou pfidanou hranu (vedouci I <+ J), tu odstranime a pfidame
misto ni hrany I <+ X a X < J. Tim nam stoupl pocet pfidanych hran do grafu
o 1. Také A se zvétsilo o jedna, takze a), resp. b) stale plati.

2) Pii pfipojovani X mohou nastat tfi situace:

«) Pfipojujeme ho hranou pod vrchol Y stupné 0. Pak ale od tohoto vrcholu
vedou 2 pfidané hrany. Vezmeme libovolnou z nich (necht vede z I) a zrusime
ji. Misto ni zavedeme novou hranu I <+ X. Touto operaci se nam snizil pocet
vrchold stupné 0 v grafu o 1, nicméné z X i Y se staly listy a proto je B o 2
vetsi. Tedy a) p¥ip. b) je stale splnéno.

B) Piipojujeme ho hranou za list L. Pokud je B liché a list L je konec nasi volné
cesty, neni tfeba nic délat a indukéni predpoklady méme splnény. Jinak do
tohoto listu vede néjaké pfidand hrana (z néjakého vrcholu I). Pak ale staci
zru$it hranu I <> L a zavést novou hranu I <+ X. Tim ztstane pocet prida-
nych hran zachovan. L ptestal byt po tomto kroku listem, nicméné objevil se
novy list X, tudiz A i B ziistalo a tedy a), resp. b) stéle plati.

~) Pfipojujeme-li ho hranou za vrchol stupné alespon 2, pak se ndm zvysi B
o 1, A zistane stejné. Pokud B bylo sudé, neni tfeba nic délat. Po tomto
pridani bude B liché a vrchol X bude konec nezesouvislnéné cesty. Vzorec
b) bude zfejmé platit. Nyni pokud je B liché, oznacime si list na konci cesty
Y. Pokud vrchol X napojujeme za vrchol, ktery nebyl soucasti cesty, pak
sta¢i pfidat hranu X <« Y. Pokud napojujeme X na cestu, pak vezmeme
libovolnou pfidanou hranu I < J, tu z grafu odstranime a pridame 2 nové
I - X aJ — Y.V obou pfipadech stoupne pocet pfidanych hran v do lesa
0 1, coz je v souladu s a).

A je to. Pro sudé B jsme dostali rovnou 2-souvisly graf, pro liché musime jesté
konec cesty napojit na libovolny vrchol, ktery do téhle cesty nepatii, abychom dostali
2-souvisly graf. Tim se ale dostaneme na A+ (B —1)/2+ 1= A+ [B/2] hran.

V zadaném grafu tedy najdeme mosty a pak v kazdé komponenté 2-souvislosti spoci-
tame, kolik most z ni vede. Nakonec spoc¢teme hrany, které je tieba pfidat, pomoci
(x). Casova i pamétova ndro¢nost algoritmu je O(M + N) (pii kazdém priichodu do
hloubky se algoritmus zfejmé na kazdou hranu podiva dvakrat).

Pavel Cizek

Dijkstriv algoritmus
18-3-4: Pochoutka pro prasatko

Méme Sachovnici o rozmérech X x Y a sadu K pravidel, podle nichz se prasatko
umi pohybovat s urc¢itou ndmahou. Kratké pozorovani odhali, ze kazdé policko Sa-
chovnice je jeden vrchol grafu a Ze mezi vrcholy vede hrana pravé tehdy, pokud
existuje pravidlo prevadéjici prasatko z jednoho vrcholu na druhy. Pak je hrana sa-
moziejmé ohodnocena piisluSnym mnoZzstvim namahy. A jelikoZ jsou hrany kladné
ohodnocené a my hledame nejkratsi cestu ze startovni pozice hladovéjiciho pasika na
nalezisté Velké Bukvice, mame tlohu jako délanou (ve skute¢nosti opravdu délanou)
pro pouziti kucharkového Dijkstrova algoritmu s haldou.
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Ukéazalo se ale, ze naprogramovat takovy algoritmus nemusi byt az tak jednoduché.
Neékteti tézce valcili s haldou, jini v boji podlehli a zaslali jen slovni popis algoritmu.

Prvni otdzka je, jak si vyrobit onen graf zobrazujici prostor lesa. Odpovéd je jed-
noduchd. Zadny graf neni tfeba vyrabét, budeme pracovat piimo nad policky lesa
a hledané hrany si budeme konstruovat pfimo v okamziku, kdybychom se v Dijkstro-
vé algoritmu divali na sousedy aktualné zkoumaného vrcholu. Postupné pouzijeme
vSechna mozné pravidla pro pohyb z daného policka a podivame se, jestli jsme se
nedostali mimo les.

Druhy, horsi problém, vznikd u haldy. V okamziku, kdy v Dijkstrové algoritmu na-
jdeme lepsi cestu a prepocitavame vzdalenost néjakému vrcholu, méni se samoziejmé
jeho pozice v haldé vrcholi a haldu musime preskladat. Jak na to?

Mizeme si nékde bokem pamatovat, kde presné se kazdy vrchol v haldé nachazi,
a pustit na néj bublani. Pak ale musime pi#i jakékoli operaci s haldou kazdému
vrcholu prepocitavat tento jeho index v hald€ a to je trosku zmatek.

Jiné, jednodussi feseni je haldu nijak neptedélavat, a kdyz né€jakému vrcholu pte-
pocitame vzdalenost, prosté jej do haldy stréit znovu. Tak se nam nékteré vrcholy
mohou v haldé opakovat, ale my dokadzeme v Dijkstrové algoritmu pii vytahovani
miniméalniho prvku z haldy snadno rozeznat, jestli jej mame zpracovavat, nebo jestli
je to jen zopakovany prvek. Pozname to podle toho, jestli uz ma trvalou hodnotu.

Za jednodussi TeSeni ale zaplatime. Zatimco v tézsim, ,pfepocitavacim® FeSeni se
kazdy prvek dostane do haldy nejvys jednou, takze halda miize zabirat jen tolik
mista, jaky je pocet vrcholi grafu, u druhého Feseni se prvky mohou dostat do
haldy vickrat, konkrétné halda muze byt velikd jako pocet hran grafu.

Dijkstrav algoritmus z kuchaiky trvd O((N + M) -log N), kde N je pocet vrcholt,
unas X x Y, a M pocet hran, u ndas XYK. Za kazdou operaci s haldou néso-
bime logaritmem velikosti haldy. Pokud tedy pouzijeme haldu s prepocitavanim,
dostaneme ¢asovou slozitost O(XYK - log(XY)). Jednodussi halda da ¢asovou slo-
zitost O(N + M) -logM) < O((N + M) -log N?) = O((N + M) - 2log N) =
O((N 4+ M) -log N), takze vlastné tutéz.

Pamétova slozitost je u haldy s pfepoéitavanim O(XY'), protozZe si potfebujeme
pamatovat jen les a haldu na vrcholy, ale u vétsi haldy az O(XYK).

Jak si v§iml Pepa Pihera, nas algoritmus jde jesté vylepsit. Malou Gpravou do-
@ sahneme toho, ze v haldé bude vzdy nejvys K prvka, ¢imz stlacime sloZitost na
O(XYK -log K). (Plati K < XY, protoze pokud by pravidel bylo vice, na nékteré
policko by se dalo dostat pomoci vice pravidel a my si mtizeme nechat jenom to lepsi
z nich.)

V jednom kroku se Dijkstriv algoritmus pokousi najit vrchol s nejmensim docas-
nym ohodnocenim. Jinak feceno, hleda takovy nezpracovany vrchol spojeny s uz
zpracovanym vrcholem, Ze soucet ohodnoceni zpracovaného vrcholu a hrany z néj
vedouci je co nejmensi. Navic vrcholy zpracovdvame (trvale ohodnocujeme) podle
jejich vzdalenosti od vychoziho mista, tedy v neklesajicim poradi.
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Zvolme si pro tento odstavec jediné pravidlo. Kromé krajnich p¥ipadti ho mizeme
pouzit z kazdého vrcholu. Sledujme vrcholy, které pomoci tohoto pravidla dostanou
trvalé ohodnoceni. V prubéhu algoritmu je ohodnoceni téchto zpracovavanych vr-
chold neklesajici. Protoze jsme ho ziskali pri¢tenim hodnoty pravidla k ohodnoceni
vychozimu vrcholu, je i ohodnoceni vrcholti, ze kterych toto pravidlo pouzivame,
neklesajici. Toto jediné pravidlo tedy pouzivime na vrcholy v tom poradi, v jakém
je trvale ohodnocujeme.

Kdyz vime, ze kazdé pravidlo pouzivame na vrcholy v tom poradi, v jakém je trva-
le ohodnocujeme, zapamatujeme si u kazdého pravidla, ze kterého vrcholu jsme ho
naposledy pouzili. Kdyz potom hledame vrchol s nejnizsim doc¢asnym ohodnocenim,
kazdé pravidlo uz ma uréeny vrchol, ze kterého ho pouzijeme. Vybereme si tedy tu
nejlepsi kombinaci vrchol-pravidlo, tim jsme nasli dalsi vrchol s trvaljym ohodnoce-
nim, a pouzité pravidlo ,posuneme® k dalsimu vrcholu. Tim myslime, Ze pristé ho
budeme pouzivat z vrcholu, ktery jsme v Dijkstrovi trvale ohodnotili hned po tom
vrcholu, ze kterého jsme ted pravidlo pouzivali.

V kazdém kroku tedy potfebujeme najit minimum z K hodnot, toto minimum od-
stranit a pridat misto néj jinou hodnotu. K tomu je halda jako stvorena, vSechny
tyto operace zvladne v ¢ase O(log K). Navic kazdou hranu zpracujeme pravé jednou,
¢imz se dostavame na slibovanou slozitost O(XYKlog K).

Jana Kravalova

22-1-1: Al¢ina interpretace

Ulohou bylo najit cestu P = (s = wg,v1,...,v, = c), na které se nejméné méni
znacky +, — na hranach.

Pro Teseni je tfeba modifikace algoritmu pro hledani nejkratsi cesty. Chtéli bychom,
aby se algoritmus ve fazi ¢ rozlil do vsech vrcholti, které jsou od pocatecniho vrcholu
vzdaleny pfesné ¢ zmén. To ndm samotny algoritmus prochézeni do Sifky nezarudci.
Pokud ale v kazdé fazi provedeme prochéazeni do hloubky po hranach se stejnou
znackou, projdeme graf presné tak, jak chceme.

Udélame mensi trik a rozdélime si kazdy vrchol na dva, podle toho, kterou hranou
jsme do néj pfisli. U kazdého vrcholu si budeme pamatovat znacku hrany, ktera do
néj vedla, a jeho pfedka. Jako datova struktura pro naSe prohledavani ndm bude
slouZit obousmérny seznam. Pokud budeme pfidavat na hlavu seznamu, tak bude
slouzit jako zasobnik, pokud pfidame vrchol na konec seznamu, tak budeme mit
frontu. Diky tomu nejprve projdeme vSechny hrany se stejnou znackou a az pak
teprve ty s jinou. Na zacatku pridame do fronty oba pocateéni vrcholy +s i —s.
Nyni odebirdme vrcholy z hlavy seznamu, dokud neni prazdny. Pro kazdy vrchol v se
podivame na vSechny jeho sousedy, pokud jsme v nich jesté nebyli, tak jim nastavime
v jako predka, oznacime je jako proslé a zaradime do seznamu podle toho, jestli jsme
se do nich dostali po hrané stejné nebo rtizné znacky jako do v. Ve chvili, kdy ze
seznamu vytahneme cilovy vrchol, zname nejkratsi cestu k nému.

Nakonec uz zbyva jen zrekonstruovat cestu. Tady ndm hodné pomiize, Ze jsme si
vrcholy rozdélili, protoze tak jsou jejich predci jednoznacné urceni. Staci jen postu-
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povat od cilového vrcholu rekurzi po predcich, dokud nedorazime do pocatecniho.

Vrcholti méame kvuli rozdéleni dvakrat vice, ale to nam sloZitost nepokazi. Kazdy
z nich pfiddme do seznamu jen jednou. Casova slozitost naseho prohledavani bude
tedy O(n + m). V grafovych tlohach se Casto pouzivd n pro podet vrchold a m
pro pocet hran; tak je tomu i tentokrat. Paméfova slozitost bude linedrni. Kromé
zadaného grafu potiebujeme v paméti jen frontu na uklddéni vrchold.

Bylo by mozné pouzit i jiné algoritmy, napf. Dijkstriv algoritmus. Ten jsme ovSem
v podstaté pouzili, jen nepotfebujeme prioritni frontu, protoze si dovedeme vrcholy
usporadat sami.

David Marek
Minimaélni kostra

20-1-4: Kormidlo

Zda se, 7ze tato uloha byla tézsi, nez se z pocatku zdélo. Spravnych Feseni pfislo
pomalu, ty rychlé v podstaté zadné, takze Vildovi nezbylo nez pfibit misto kormidla
jeden obdélnikovy kus dfeva, ktery mu zbyl z opravy.

Ukolem je vlastné spocitat pocet koster daného grafu. Vzorec na vypocet poctu
koster uplného grafu ndm nepomiize, protoze kormidlo neni tplny graf. Stejné tak
postupy pro obecné grafy jsou trochu jako nukledrni bomba na vrabce. Jde to jed-
noduseji.

Tedy, nasi tilohou je najit pocet koster uréeného grafu. Ulohu si mirné zobecnime.
V grafu je obvykle zakdzané mit ndsobné hrany (vice hran spojujici stejnou dvojici
vrchold). My toto zakazovat nebudeme, ¢imz dostaneme multigraf. K ¢emu ndm to
bude dobré, si povime pozdéji.

Mame tedy multigraf M. Vyberme si jednu multihranu (multihrana jsou vSechny
ynormalni“ hrany, které spojuji stejné 2 vrcholy). Rozdélime si mnoZinu koster gra-
fu M podle této multihrany na dvé (disjunktni) podmnoziny.

Prvni podmnozina bude obsahovat vSechny kostry, které neobsahuji zadnou hranu
z této multihrany. Velikost takové mnoziny je zjevné stejna, jako velikost mnoziny
vSech koster grafu M, ktery vznikne z M odebranim celé této multihrany.

Druha podmnozina je ten zbytek, tedy vSechny kostry, kde pouzijeme pravé jednu
hranu z této multihrany (vice jich vést nemtze, to by nebyla kostra). Kdyby nase
multihrana nebyla ndsobné (byla by to jen oby¢ejna hrana), velikost této podmnozi-
ny by byla stejna jako pocet koster na grafu M =<, ktery z M vznikne odstranénim
této multihrany a slou¢enim vrcholt touto multihranou spojenych do jednoho (toto
je pro¢ celou dobu pracujeme s multigrafy — tady mohou vznikat multihrany).
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Jak to ale bude vypadat, kdyZ nami vybrana hrana bude h-nasobna? Uplné stejné,
jako s jednoduchou, jen pouzitou hranu mizeme vybrat h zpisoby, tedy vysledkem
bude h - M=,

Protoze jsou tyto dvé podmnoziny disjunktni a dohromady dévaji celou mnozinu
koster (nic jiného, neZ Ze tam hrana je a Ze tam neni, se stdt nemuZe), miZeme
velikosti téchto dvou podmnozin jednoduse secist.

Timto prevedeme problém poctu koster na multigrafu na dva stejné problémy, ale na
mensich multigrafech (¢imz jsme mimochodem dokézali, Ze algoritmus je koneény,
nebot pocet koster jednovrcholového grafu je roven jedné a pocet koster nesouvislého
grafu je nula). Nyni sta¢i uz jen vyuzit toho, Ze vstupni graf neni jen tak ledajaky,
ale Ze je to naSe pékné kormidlo.

Podivejme se, na co se rozlozi kormidlo velikosti N. Vybereme si jednu hranu na
jeho obvodu. Kdyz hranu vynechame, vznikne néco, co by se dalo nazvat véjifem
(viz obrazek). KdyZ hranu pouZijeme, vznikne skoro totéz, jako kormidlo velikosti
N — 1, jen s tim rozdilem, ze jedna hrana do stfedu je dvojita.

Kormidlo velikosti N s jednou k-nasobnou hranou se rozlozi na véjit velikosti N
s jednou (k + 1)-nésobnou hranou na kraji (vybereme si opét hranu sousedici s onou
k-nasobnou hranou) a jedno kormidlo velikosti N — 1 s jednou (k 4 1)-nésobnou
hranou.

Co udélame s véjifem velikosti N a k-nasobnou krajni hranou? Vybereme si vnéjsi
hranu, ktera sousedi s tou k-nasobnou. Kdyz ji pouzijeme, dostaneme véjir velikosti
N —1 s jednou k+1-nasobnou hranou. Kdyz ji nepouzijeme, dostaneme véjir velikosti
N — 1 na nasobné stopce. Protoze do toho vrcholu na konci stopky vede uz jen tato
multihrana, musime ji pouzit a pocet koster takové kostry bude stejny jako pocet
koster véjite velikosti N vyndsobenym k (méme k zpiisobi, jak pfipojit stopkovy
vrchol).

Nyni, kdy toho nechame? Véjite se jednou stdhnou az do jedné k-nasobné hrany
(kterd ma k riznych koster). Kdyz ndm nebude vadit myslenka existence kormidla
velikosti 1 s jednou k-nasobnou hranou, vS§imneme si, ze je to opét hrana samotné
(spojujici krajni“ se ,stfedovym* vrcholem).

Nyni trocha poc¢ti. Oznac¢me u’fv pocet koster korudla o velikosti N s jednou

k-nésobnou hranou. Stejné tak V{ budiz pocet koster véjite velikosti N s jednou k-
nasobnou hranou. Pomoci naseho rozkladaciho pravidla si vyjadiime, ze
VE = VEYL 4 k- Vi | Stejné tak pk = VE + phtl. Toto je jen piepis vyse
zminénych rozkladd na mensi podproblémy.

Kdybychom nyni iterovali pfes vSechna potfebnd N a k (v§imnéme si, Ze k bude
nejvyse N — az na néjaké malé konstanty okolo), tak se zajisté dobereme k vysledku.
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KdyZ si budeme mezivysledky ukladat (nékteré budeme potfebovat vicekrat), tak
se dostaneme na ¢asovou slozitost O(N?).

Mohlo by se stat, ze se nam takova ¢asova slozitost nelibi. V takovém pripadé se po-
kusime zbavit poc¢itani multigrafi s nasobnymi hranami tim, Ze prepiSeme vzorecky,
aby pouzivaly pouze Vi a uk;. Postupné budeme rozkladat vse, co m4 horni index
rizny od 1. Tedy, VE =k - Vi | + VA =k VI 4 (k+1)- VL, + VA2 =
Zastavime se, az budeme mit Vlk"’N ~1, coz je, jak jsme si rozmysleli vyse, k+ N — 1.
Obdobné to udéldme pro 1% . Doporucuji si to napied rozepsat tieba pro N = 4, je
z toho hezky vidét, co vyjde.

ProtoZe jiz k nepotfebujeme, pro zkraceni si ozna¢me Vi jako ekvivalent Vy. Ob-
dobné pro uy a pk;. Az praci s tuzkou a papirem dokonéime, vyjde ndm, ze Vy =
1- Vo1 +2- Vot ...+ (N =1)- Vi + N. Pro celd kormidla to vyjde uy =
12 Vy_1+22 - Vng+ ...+ (N =1)2-V; + N2

Kdybychom nam nékdo dal vsechna Vi,...,Vy_1, neni problém v linearnim case
spocitat uy seCtenim vsech scitanci.

Zbyva tedy spocitat vSechny véjife, pokud mozno také v linedrnim ¢ase. Kdybychom
méli &sla S == 1+ Y0 Via V=141 —1i)-V;, jejich sectenim ziskdme
Vit1 (Ctendr si mize ovéfit seGtenim). S;1 ziskdme tak, ze k S; pficteme V41 (které
jiz nyni méme také). Sta¢i doplnit startovni hodnoty. V; je jedna (vé&jifek s jednim
krajnim bodem je jen hrana), S; spocteme na 2. VSechny tedy zvlddneme spocitat
v O(N).
Nyni si uz staci jen vS§imnout, ze kazdé V; potfebujeme jen k pri¢teni k celkovému
vysledku (samoziejmé vynasobené spravnym ¢islem). Toto pfi¢teni miZeme udélat
okamzité, tudiz ho jiz ptisté nepotiebujeme a neni tfeba uchovavat pole se vSemi.
Tim k linedrni ¢asové sloZitosti ziskdme jako bonus konstantni pamétovou.
Program si mtizeme zjednodusit dopoéitanim Vg a Sy (na 0 a 1), ¢imZ zjednodusime
chovani cyklu a celkovy soucet miizeme piepocitat uz po spocteni V.
Michal ,Vorner“ Vaner

Kazdy pravovérny matematik samoziejmé véri, Ze na libovolny ,pocitaci“ pro-

blém existuje chytry vzorecek. Nékdy je i hezky :) Pokud na formulky pro py
z naseho vzorového feSeni pouzijete techniku zvanou metoda vytvorujicich funkci
(ta je moc pé&kné popsand ve starych dobrych Kapitolach z diskrétni matematiky),

dostanete nasledujici pékny vztah (éasem — ono d4 docela dost prace se tim vSim
propoditat, takze detaily si pro tentokrat odpustime):

UN = OéN + ﬁN - 2;
kde o a (8 jsou konstanty definované takto:

3+V5 3-5
a= 5 b= 5

Pro pocitani v programu to zadné velka vyhra neni, protoze stézi dovedeme iracio-
nalni odmocniny z péti reprezentovat dost presné. Mizeme si ale pomoci drobnym
tiskokem: Podobné jako se pocita s komplexnimi ¢isly jako s vyrazy typu a + by/—1,
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my budeme poéitat s dvouslozkovymi ¢isly ve tvaru a+ bv/5, kde a a b jsou racional-
ni. Jelikoz soucet, rozdil i soucin takovych cisel je opét ¢islo v tomto tvaru, mizeme
v8e pocitat v nich a na konci pouze vypsat prvni slozku. (Vime totiz, ze vysledek je
prirozené ¢islo, a tak musi byt druhé slozka nulova. Navic diky symetrii bude prvni
slozka u o stejné jako u BV, takze sta¢i pocitat jen jednu z nich). Je$té si vzpo-
meneme na trik na rychlé umoctiovani (viz tfeba feSeni tlohy 18-4-1) a vyloupne se
nésledujici program, ktery uy spocita v ¢ase O(log N).

/* Dvojslozkova ¢isla a jejich nasobeni */

typedef struct { int i, j; } num;

num mul(num x, num y)

{ return (num){ x.ixy.i + B*x.j*y.j, x.ixy.j + x.j*y.i }; }

int M(int n)
{
num x={3,1}, y={1,0}; // x=2*alfa
for (int i=n; i; i/=2) // politéme y=x"n
{
if (i%2)
y = mul(y,x);
x = mul(x,x);
}
return ((2%y.i) >> n) - 2;
}

Martin Mares
20-5-4: Draci chodbicky

Napred jak bude algoritmus fungovat. Nejdfive bude ignorovat veskeré jeskyné s po-
kladem a na tom zbytku spocitd minimélni kostru, naptiklad algoritmem popsanym
v kuchafce. Poté vezme kazdou jeskyni s pokladem a piipoji ji k nejblizsi jesky-
ni bez pokladu. Jediné, na co si je tieba dat pozor, je specialni piipad, pouze dvé
jeskyné, obé s pokladem.

Pro¢ to funguje? Kdyby byly dvé jeskyné s pokladem spojeny piimo a zadna dalsi
cesta z nich nevedla, pak utvori zcela samostatnou komponentu. Tedy kazda takova
musi byt pfipojenéd k nékteré bez pokladu. Je jedno, ke které, nebot zbylé jeskyné
musi byt navzdjem propojené (a lze nahlédnout, Ze pies jeskyné s pokladem to nelze).
Tedy vybereme si tu, ke které vede nejkratsi chodba.

Zbyly kus musi byt navzajem propojeny a mit minimalni mozny soucet hran. Toto
presné pocita algoritmus minimalni kostry a jeho zdivodnéni spravnosti lze nalézt
ve zminéné kuchaice.

Zbyva jesté casova a pamétova slozitost. Paméfova je jednoduchd, pamatujeme si
kazdy vrchol (jeskyni) a hranu (chodbu), tedy O(N + M). V casové bude jednak
figurovat tvorba miniméalni kostry, ktery je O(N+M log M). Pfi pfipojovéni pokladi
projdeme kazdy vrchol a kazdou hranu nejvyse jednou, takze zde mame slozitost
O(N + M). Celkova tedy bude O(N + M log M).
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A jedna implementa¢ni poznamka na zavér. Obé faze jsou na sobé zcela nezavislé.
Proto je mozné tyto dvé faze prolnout a udélat je obé na jeden prichod sefazenymi
hranami, jen si u hran dame pozor, aby maximalné jeden z konct byl s pokladem
a nebyl jiz pfipojen jinam.

Michal ,Vorner“ Vaner

Rozdél a panuj
19-2-5: Hluboky les

Je zajisté trivialni nalézt nejhlubsi les zkouméanim vzdalenosti vSech dvojic stromii,
ale tak ulohu s tak lehkym fesenim bychom sem nedali, protoze je to cca desetirad-
kovy program s osklivou kvadratickou slozitosti. Zkratka to, cemu se fikava dfevo-
rubecké feSeni. Pojdme se radé&ji zakoukat do hladiny kfistdlové studanky, jestli ndm
neporadi, jak na to jit 1épe (tfeba od lesa):

Stromy si predstavme jako body v roviné, z-ova soufadnice bude odpovidat sméru
zleva doprava, y-ovéa shora dolti. Vzdélenost stromt S; = (z1,y1) a S = (x2,y2)
bude ¢init:

d(S1,52) = /(w1 — 72)% + (11 — ).

Kdo jste tento vzorecek jesté nepotkali, vzpomente si na pana Pythagora a jeho
vétu — chceme zméfit preponu pravouhlého trojuhelnika S17'Ss s pravym thlem
u vrcholu T = (z2, y1). Misto vzdéalenosti budeme ale radéji porovnéavat jejich druhé
mocniny, coz jsou pro celo¢iselné soufadnice bodt také celd c¢isla. Tak si usetfime
starosti se zaokrouhlovacimi chybami a program bude nadéle fungovat, jelikoz = < y
plati pravé tehdy, kdyz z? < y?2, tedy aspon pro nezidporni &isla, coz vyraz pod
odmocninou bezpochyby je.

Jesté si vSimnéme jednoho zajimavého faktu: pokud chceme do ¢étverce velikosti
d x d umistovat body tak, aby vzdélenost kazdych dvou byla alesponi d, vejdou se
tam maximalné éty¥i (tfeba do vrchold ¢tverce). Dokdzat to mizeme napfiklad tak,
7e Gtverec rozfezeme na ¢tyfi mensi Gtverce velikosti d/2 x d/2, které budou mit
spole¢né hrany, a nahlédneme, ze do kazdého z nich mtzeme umistit nejvyse jeden
bod. Nejvzdalenéjsi body v malém ¢tverci jsou totiz jeho protilehlé vrcholy a ty maji
vzdélenost dv/2 /2 < d.

Jak onehdy naznacili jisti programéatorsti kuchaii, hodit by se mohla metoda Rozdél
a panuj. Ta by se pro hledani nejblizsi dvojice bodti dala pouzit zhruba nasledovné:

® Rozdél vSechny body vodorovnou piimkou do dvou stejné velkych mnozin X3
a XQ.

® Rekurzivnim zavoldnim algoritmu najdi minimalni vzdalenost d; dvojic bodu
A\ X1 a dg A\ Xz.

® Dopln dvojice sahajici pfes hrani¢ni pfimku: zajimaji nas jen takové dvojice,
které mohou zménit vysledek, ¢ili jejichz vzdalenost je mensi nez d = min(dy, dz).
Proto sta¢i uvazit body vzdalené od hrani¢ni pfimky méné nez d (ostatni body
maji moc daleko k hrani¢ni pfimce, natoz k bodtim v druhé mnozing). Projdeme
vSechny dvojice takovych bodl a oznac¢ime d3z minimum z jejich vzdalenosti.
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e Vraf jako vysledek min(d;,ds, d3).

Pokud by prvni a tfeti krok algoritmu bézely v linedrnim case, choval by se cely
algoritmus podobné jako QuickSort s rovnomérnym délenim, ktery jsme ukazovali
v kuchafce, a tedy by jeho Gasova slozitost byla O(Nlog N) a pamétova O(N).
Struéné: Na vstup délky N spotfebujeme ¢as O(N) plus ho rozlozime na dva vstupy
délky N/2. Pro ty potfebujeme dohromady také ¢as O(N) plus je rozdélime na ¢tyti
vstupy délky N/4, a tak déle, aZ se po logy N krocich dostaneme ke vstuptim délky 1
a celkem tedy spotiebujeme ¢as O(N log N). To je velmi lakavé predstava, jen zatim
ponékud efemérni, jelikoz neni vibec jasné, jak prvni a tfeti krok provést.

Rozdélovdng bodii: Nabizi se vybrat soutadnici rozdélovaci pfimky ndhodné (podobné
jako u QuickSortu bychom se tak dostali na primérné rovnomérné rozdéleni) nebo si
vzpomenout na linearni algoritmus pro vypocet medianu uvedeny v kuchafce. Oba
pristupy ale maji spoleény hacek: pokud vétSina stromil lezi na jedné vodorovné
pfimce, vybereme nejspis tuto piimku a body rozdélime nerovnomérné. Tomu by se
dalo odpomoci délenim na t¥i ¢asti — body lezici na délici pfimce bychom zpracovali
aplné zvl4st, beztak padnou do pasu, ve kterém dvojice kontrolujeme explicitné.

Mnohem jednodussi je na zacatku algoritmu setiidit vSechny body podle svislé sou-
fadnice a rozdélit je prosté na prvnich [N/2] a zbylych [N/2]. Rizné body na délici
pfimce sice mohou padnout do riznych polovin, ale to neni nikterak na skodu, stejné
je nasledné vSechny probereme. TFidéni ndm ¢asovou slozitost nepokazi a rozdélovani
pak dokonce zvladneme v konstantnim case.

Porovndvdni hraniénich dvojic: Dvojic miZe byt az kvadraticky mnoho (pfedstavte
si vSechny body lezici na dvou vodorovnych piimkéch), takZe je musime probirat
Sikovné. Kdybychom je méli setfidéné zleva doprava, stacilo by pro kazdy bod B
prozkoumat jen nékolik bodt od néj doprava — jakmile z-ova vzdalenost prekro-
¢i d, nema smysl dal hledat. Zajimaji nas tedy body z X lezici ve ¢tverecku d x d
bezprosttedné nad piimkou a body z X» ve stejné velkém c¢tverecku pod pfimkou.
A my uz vime, ze v kazdém z téchto dvou ¢tvereckit mohou lezet nejvyse 4 zajimavé
body (kazdé dva body lezici v téZze mnoziné jsou pieci vzdélené aspoii d a pouzijeme
pozorovani o umistovani do ¢tvereckit). To je celkem 8 bodi, navic jednim z nich
je nas bod B, ¢ili pro kazdy bod B zbyva prozkoumat jen 7 néaslednikt. To snadno
stihneme v linedrnim case.

Predpokladali jsme ale, ze prvky mame setfidéné. To skutecné mame, jenze podle
druhé souradnice, nez potfebujeme. Jak z toho ven? Jisté mizeme body na pocatku
setfidit podle kazdé soufadnice zvlast a pfi rozdélovani udrzovat obé poloviny také
setfidéné obéma zplisoby, ale opét bychom se dostali do potizi s mnoha body na jedné
primce. Proto se uchylime k drobnému tskoku: zabudujeme do nasi funkce tfidéni
slévanim: funkce na vstupu dostane body setfidéné podle y a vrati je setfidéné
podle x. To pijde snadno, jelikoz z rekurzivnich volani dostane kazdou polovinu
spravné setfidénou, a tak je jen v linedrnim case slije.

Par poznamek na zavér:

® Sedmicka je trochu premrstény odhad: zajimaji nas pouze ty dvojice, jejichz vzda-
lenost je ostre mensi nez d, takze Ctverce, ve kterych body mohou lezet, jsou
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o malicko mensi nez d x d a do takovych se uz vejdou jen t¥i body (zkuste si
dokézat). Spravna konstanta je tedy 5.

e Také bychom mohli zkoumat na $vu body z X; a hledat k nim do paru body
z Xo. Pro kazdy bod z X; lezi kandidati z Xs v obdélniku 2d x d a do néj se
vejde nejvyse 6 bodu, coz Marek Necada pékné dokazal rozfezanim na 6 kouskt
velikosti 2d/3 x d/2 s thlopfickou délky 5d/6.

e Algoritmus, ktery jsme pouZili pro zkouméni dvojic lezicich na $vu, by bylo mozné
pouzit i na celou tlohu: body setfidime podle jedné ze soutradnic a pro kazdy bod
zkousime do dvojice jen ty, které jsou v této souradnici vzdalené maximalné tolik,
kolik ¢ini zatim nejmensi nalezena vzdalenost. To mtze byt v nejhorsim pripadé
také kvadratické, ale v praméru se dostaneme na O(N -/N). Idea ditkazu (podle
Zbytika Konefného): lezi-li viechny body v obdélniku a x b a minimélni vzdalenost
¢ini d, nesmi se kruhy o poloméru d/2 se stfedy v zadanych bodech protnout, takze
soucet jejich obsahtt N7d?/4 smi byt maximalné (a + 2d)(b + 2d) (kruhy mohou
na krajich z obdélnikt pfec¢uhovat az o d). Dostaneme kvadratickou nerovnici
pro d a z ni po péar tpravach d = O(min(a,b)/vN).

Martin Mares
19-5-5: Poéet inverzi

Jak uz to tak v zivoté byva, zptsobu Feseni této ulohy je vice. Zde si popiseme jeden
velice jednoduchy a naznaéime nékteré dalsi mozné. Posadte se, prosim, na sva mista,
pripoutejte se a béhem startu nekuite.

N4&s postup je zalozen na znamém tfidicim algoritmu MergeSort, neboli tFidéni po-
moci slévani. Tento algoritmus pracuje na principu Rozdél a panuj. Tfidénou po-
sloupnost rozdéli na dvé poloviny (tedy podilohy mensiho rozsahu), které setfidi
rekurzivnim pouZitim stejného algoritmu. Setfidéné poloviny nasledné slije do jedné
posloupnosti.

Pro lepsi pochopeni naseho algoritmu si jesté radéji zopakujeme priibéh slévani.
Reknéme, ze mame dvé vzestupné setiidéné posloupnosti (ulozené jako pole) A a B
a chceme je slit do jedné opét vzestupné setfidéné posloupnosti C. Vytvorfime si
indexy a, b a ¢, které inicializujeme tak, aby ukazovaly na prvni prvky jednotli-
vych posloupnosti (tj. a ukazuje na prvni prvek A atd.). Dokud se index a, nebo b
nedostane mimo rozsah jeho posloupnosti, budeme provadét nasledujici krok: Porov-
name prvky Ala] a B[b], mensi z nich zkopirujeme do Clc] a posuneme index v poli
s mensim prvkem na dalsi prvek v posloupnosti. Rovnéz posuneme ¢ na dalsi volné
misto ve vysledné posloupnosti. KdyZ néktery z indext (a, nebo b) dojede za konec
své posloupnosti, algoritmus konci, avsak jesté je tfeba dokopirovat zbyvajici prv-
ky z druhé posloupnosti (z té, ktera jesté nebyla zpracovana celd). Napf. pokud a
dojede za konec A, musi se jesté zpracovat zbytek posloupnosti B.

Nyni zbyva rozmyslet, jak ndm tento algoritmus pomize pii pocitani inverzi. Celkovy
pocet inverzi v posloupnosti lze spocitat jako soucet poc¢tu inverzi v obou polovinach
(tj. v obou mensich podproblémech) plus pocet inverzi, které objevime pti slévani
téchto polovin. Z principu fungovani algoritmu je jasné, Ze nam staci pocitat pouze
inverze objevené slévanim (o ostatni se postard rekurze).
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Mame tedy algoritmus na slévani dvou posloupnosti popsany vyse. Jako A si ozna-
¢ime prvni polovinu t¥idéné posloupnosti a jako B polovinu druhou. Pokud by bylo
uspofadani spravné (tj. neobsahovalo by Zadné inverze), budou v8echny prvky z A
mensi nez prvky B. V kazdém kroku algoritmu nastava pravé jedna z moznosti:

e Ala] < B[b] — prvek v prvni posloupnosti je mensi nebo roven prvku ve druhé
posloupnosti, takze je vse v porfadku a zadnou inverzi jsme neobjevili.

e Ala] > BIb] — prvek v prvni posloupnosti je vétsi nez prvek ve druhé posloupnosti.
To znamend, %e B[b] bude ve vysledku zatfazen pied vSechny zbyvajici prvky v A,
coz je rozhodné porucha v usporadani. Kazdy zbyvajici prvek v A je tim padem
v inverzi s prvkem BIb], takZze ndm staci pficist k celkovému poctu inverzi pocet
zbyvajicich prvka v A.

Casové slozitost tohoto algoritmu je stejna jako ¢asové slozitost MergeSortu, tzn.
O(N log N). Pamétova slozitost je pfi vhodné implementaci pouze O(N), nebot ndm
stacl jedno pole na nactené prvky a jedno pomocné pole na slévani.

Zévérem bych jesté zminil dalsi mozné zptsoby feSeni. Prvnim zpiisobem je pouzit
jiné tridici algoritmy misto MergeSortu. Problém je v tom, Ze ne kazdy algoritmus
nam bude vyhovovat. Napr. QuickSort pouzit nemtizeme, nebot prehazuje prvky
mezi obéma polovinami t¥idénych dat, a tak nam muze béhem tridéni vytvaret
inverze, které v ptivodni posloupnosti nebyly. Druhou moznosti je pouzit vhodné
upravené binarni vyhledavaci stromy, avSak detailnéjsi popis by si vyzadal pomérné
velké mnozstvi dalsiho textu, a tak si jej dovolim vynechat.

Martin ,Bobrik” Krulis

Dynamické programovani
22-1-3: Sazba

Rozlozeni slov do bloku je velice pravidelné, diky tomu umime v konstantnim case
spocitat krasu jednoho fadku, méame-li nactené délky slov. Pak uz si stacilo jen
rozmyslet, jak poéitat minimalni krasu (logicky sprévné spiSe minimalni ogklivost)
pro K + 1 slov, pokud uz zndme vSechna minima pro K slov a méné.

Postupné budeme zkouset, kolik se nam s aktualnim slovem vejde pfedchazejicich
slov na ten samy radek. Pro kazdy takovy pocet slov P spocitime krasu radku
a tu se¢teme s minimalni krasou pro K — P + 1 slov, kterou jiz zname. Najdeme-li
minimum ze vSech téchto souc¢ti, ziskdme minimalni krasu pro K + 1 slov.

vvvvv A

Typi¢téjsi tlohu na dynamické programovani aby ¢lovék pohledal! Casové slozitost
pro N slov bude O(N?) (pro K slov po¢itdme K minim, a Z%zl K = (N-(N+1))/2)
a paméfova O(N).

Martin Bohm a Martin ,,Bobrik“ Krulis
23-2-1: Balicky bali¢ku

Nase tiloha se docela podoba problému batohu, takze by nads mohlo napadnout pouzit
modifikovanou verzi algoritmu, kterym se resi.
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Postupné prochézime cela ¢isla od nuly vzhiiru a pokud jsme pravé na hodnoté, kam
se umime dostat, tak projdeme vSechny nabidky a pro kazdou z nich si poznacime,
7e se umime dostat na hodnotu, kterad je souctem této nabidky a hodnoty, na které
pravé jsme. Na zacatku vime jenom to, ze se umime dostat do ¢isla nula. Takhle
postupujeme, dokud se nedostaneme do ¢isla, které je vétsi nebo rovno H, a mame
feseni.

Tenhle postup sice funguje, ale dosti pomalu. K rychlejsimu algoritmu dojdeme, kdyz
si uvédomime, co to znamend, ze kazdou nabidku mtzeme pouzit, kolikrat chceme
— to, ze kdykoliv umime poslat x kg, tak umime poslat i = + kN kg pro jakékoliv
nezdporné celé ¢islo k (N kg je totiz hmotnost nejmensi nabidky).

Diky tomu si mizeme pole hmotnosti preusporadat do tabulky o N sloupcich. Policko
na i-tém fadku j-tého sloupce pak predstavuje (i - N + j) kg.

K vypliovani této tabulky bychom mohli pouzit stejny postup jako pied chvili,
ale my si ho upravime tak, Ze kdyz jsme na néjakém policku a umime se dostat
do né&jakého policka nad nim (éislo sloupce je stejné, ¢&islo fadku mensi), tak si
poznacime, Ze se umime dostat i do aktuéalniho policka, ale uz nemusime zjistovat,
kam se odsud mtzeme dostat s pouzitim riznych nabidek.

To proto, Ze pokud se na néjaké policko umime dostat z aktualniho pouzitim nabidky
x kg, tak se tam umime dostat i ze zminéného poli¢ka nad nim. A to nejdiive pouzitim
nabidky x kg a nasledné nékolikanasobnym pouzitim nabidky N kg.

Tuto tabulku si ale nemusime pamatovat celou. Staci si pro kazdy sloupec pamatovat,
ktery je prvni fadek v tomto sloupci, na ktery se umime dostat.

Tento seznam sloupct pak prochazime dokola podobné, jako jsme pfedtim procha-
zeli celou tabulku — jeden priichod seznamem odpovida prichodu jednim fadkem
v tabulce.

Navic ani nemusime prochéazet seznamem sloupci tolikrat, kolik fadki bychom prosli
v tabulce. Jakmile se jednou umime dostat do sloupce, ktery obsahuje cilové policko,
tak vime, Ze se umime dostat az tam.

Pro urceni vysledné kombinace balicki si musime pro kazdy sloupec zapamatovat,
s pouzitim jakého balicku jsme se tam dostali.

Samotnou vyslednou kombinaci ur¢ime tak, ze nejdiive zapocitdme nabidku N kg
tolikrat, kolik fadkt by €inil rozdil v tabulce mezi cilovym polickem a polickem, kam
se umime dostat. Nasledné prochézime sloupce podle toho, pomoci kterého balicku
jsme se do néj dostali, dokud se nedostaneme do nultého sloupce. VSechny balicky,
které jsme na této cesté pouzili, zapocitame také a mame kjzeny vysledek.

Jakou mé tento algoritmus slozitost? Pamétova je O(IN) — nejvice zabird seznam
sloupcti a téch je N.

pro kazdy sloupec, coz nam dava O(N?). Protoze se ale miize stit, ze budeme proché-
zet seznamem opakované, dokud se neumime dostat do vSech sloupci, potfebujeme
zjistit, kolikrat nejvyse to udélame.
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Staci se podivat na jedinou nabidku: 2- (N — 1). Pokud budeme pouzivat jenom tuto
nabidku, tak se v pripadé lichého N po N krocich dostaneme do kazdého sloupce.
Dosli jsme tedy az do ¢&isla N -2 - (N — 1), a pocet prichodi seznamem je tedy
2-(N —-1)=0O(N).

V ptipadé sudého N se do lichych sloupcti neda dostat zadnym zptisobem a pouzitim
stejné nabidky jako v pfedchozim pfipadé se po N/2 krocich dostaneme do vsech
dostupnych sloupcti. Progli jsme tedy seznamem opét O(N)-krat.

V obou piipadech tedy musime projit v nejhorsim piipadé O(N?) policek. Zpétny
prichod pro zjisténi vysledku projde kazdym sloupcem nejvysSe jednou a slozitost
nam tedy nezhorsi. Celkova ¢asovd slozitost tedy je O(N2 + N%2 + N) = O(N?).

Petr Onderka
Vyhledavaci stromy

16-4-5: Obchodnici s deStém

Prvni véci, které si vSimneme, je to, Ze ¢as potfebny na jednu odpovéd (vypsani
aktudlniho rozdilu po pfecteni jednoho ¢isla) by nemél byt zavisly na N, ale jenom
na K.

Nejjednodussi feseni je po nacteni dalsi hodnoty spocitat vSechny vzdalenosti dvojic
poslednich K vrcholti a z nich si vybrat tu nejmensi. To uréité zvladneme v O(N-K?).

Vylepsit to muzeme napiiklad tak, Ze si vSimneme, ze pokud bychom méli posled-
nich K hodnot seti{dénych, nemusime zkoumat O(K?) vzdélenosti, sta¢i ndm spo-
¢itat vzdélenosti mezi dvéma sousednimi prvky (sousedi v setFidéném poli). Téch
uz je jenom K — 1, nicméné tiidéni nés stoji zase O(K log K). Celkem vylepSeni na
O(NKlog K).

Dalsi pozorovani je, Ze po nacteni jednoho ¢isla se pole poslednich K ¢isel moc nezmé-
ni — ur¢ité neméa cenu ho t¥idit vzdy znova. Pokud méame setfidéné pole poslednich
K d&isel a nacitdme dalsi, staci to nejstarsi z pole vyhodit (O(K)) a nové pridat
(O(K)) tak, aby pole zistalo uspofddané. Pak sta¢i v jednom prichodu nad polem
spoéitat vzdalenosti sousednich prvki a vypsat nejmensi. Tim jsme na O(NK).

VylepSovat ale jde dale. Uk4Zeme si dvé mozné Feseni se slozitosti O(N log K). Prvni
z nich je zaloZeno na tomto pozorovani: pokud uvazujeme o postupu s linearnim ca-
sem, tak pocet dvojic, jejichz vzdéalenost pocitame, se pfi nacteni jednoho ¢isla méni
velmi méalo. Mlzeme tedy mit vSechny vzdalenosti sousednich prvki (sousednich
v set¥idéném poli) v haldé.

Pii nacteni nového éisla ho zatifidime do néjaké struktury (pouZijeme napi. AVL
stromy), kterd ndm fekne jeho sousedy (vétsiho a mensiho) v set¥idéném poli. Pokud
uz je mame, z haldy odebereme vzdalenost téchto dvou sousedii a naopak do ni
vlozime vzdalenost aktualniho prvku od mensiho a vzdalenost aktudlniho prvku
od vétsiho souseda. P¥i mazani ¢isla udélame podobnou tpravu — zase si najdeme
sousedy mazaného prvku, z haldy odebereme dvé hodnoty a ddme tam misto nich
jednu (vzdalenost sousedd mazaného prvku).
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Pokud pouzijeme ke zjisfovani sousedi néjaky druh vyvazenych stromu (tfeba AVL
i) ), mizeme hledani sousedd, vkladani a mazéni provddét v ¢ase O(log K). Stejnou
sloZitost maji i operace s haldou — a protoze vseho tohoto déldme konstantni pocet,
méme FeSeni se slozitosti O(N log K).

To bylo jedno feSeni, slibili jsme jesté druhé: opét pouzijeme néjaky vyvazeny binarni
strom. Kazdy jeho vrchol bude odpovidat jednomu z poslednich K ¢isel, nicméné
ve vrcholu si kromé hodnoty budeme pamatovat jesté tyto udaje:

® min — minimum hodnot v tomto podstromé.
® mazr — maximum hodnot v tomto podstromsé.

® delta — nejmensi vzdalenost hodnot v tomto podstromé.

Pokud mame vrchol a zndme tyto hodnoty u obou jeho synti, miizeme si spocitat
i jeho hodnoty v konstantnim case:

® min — vezmeme minimum od levého syna.
® max — vezmeme maximum od pravého syna.

® delta — vezmeme minimum z delt levého a pravého syna, dale ze vzdalenosti hod-
noty aktualniho vrcholu od maxima levého syna a jesté rozdil hodnoty aktualniho
vrcholu a minima pravého syna.

Mizeme tedy nactené hodnoty vlozit do stromu, pfepocitat popsané hodnoty a vy-
psat deltu kofene. Pfepocitani hodnot miizeme provadét tak, Ze po vlozeni/smazani
prvku budeme stromem prochézet od vlozeného/smazaného prvku smérem ke kofeni
a po cesté upravovat popsané hodnoty. Pokud bude strom opravdu vyvazeny, bude
mit logaritmickou hloubku a tedy popsané operace budou mit sloZitost O(log K)
a celé feseni tedy O(N log K).

Ve vzorovém FeSeni jsme schvalné nepouzili AVL stromy, ty uz znéate. Pouzili jsme
tzv. BB-a stromy, které maji logaritmickou slozitost pouze amortizované. To nam
ale viibec nevadi, protoze nas zajima slozitost N operaci a ne jedné.

BB-a strom je normalni binarni vyhledavaci strom takovy, ze v kazdém vrcholu
@ plati podminka, Ze pocet vrchol v levém a pravém podstromé se lisi nanejvic
a-krat. Takovy strom ma vzdy logaritmickou hloubku, protoze podstrom néjaké-
ho stromu mé nanejvys a/(« + 1) vrcholt — pocet vrcholi v podstromu tak klesa
geometrickou fadou a maximalni mozna vyska stromu je tak log,1)/o V.

A jak takovou podminku dodrzet? U kazdého vrcholu si budeme udrzovat pocet
vrcholt v levém a pravém podstromu. Pokud kdykoliv zjistime, Ze se lisi vice nez
a-krat, cely podstrom odpojime, vytvofime z néj vyvazeny strom a vratime zpatky.
Takové ,vybalancovani“ urcité trva linedrné vzhledem k poctu vrchold ve vybalan-
covavaném stromecku.

Predpokladejme nyni, ze a = 2. Kolik stoji jedno vkladani ¢i mazani? Na to, aby
se néjaké vybalancovani spustilo, se musi lisit hodnoty v levém a pravém podstro-
mu dvakrat, ¢ili od minulého rebalancovani muselo dojit k fadové tolika vkladanim
a mazanim, kolik je vrcholl ve zkoumaném stromeéku. Cili stacilo, aby kazdé vkla-
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déni a mazani pfispélo aktudlnimu vrcholu konstantnim ¢asem (jednim penizkem),
ze kterého se pak vybalancovani ,uplati®.

Kazdé vkladani a mazani musi pfispét na rebalancovani vSem vrcholim, pres které
projde. Téch je ale nanejvic tolik, jaké je vyska stromu — a ta je logaritmicka. Cili
amortizovand slozitost vkladani nebo mazani prvku je O(log K) (amortizovana zna-
mena, ze i kdyz nevime, jak dlouho bude jedna operace doopravdy trvat, N operaci
bude trvat nejvys O(N - K)).

Milan Straka
20-5-5: Roztrzity matematik

Mili fesitelé a fesitelky, pripravil jsem si tu pro vas nastin feSeni, abyste si udélali
alespon hrubou pfedstavu o tom, jak to u nas chodi a na co si davat pozor. Na tivod
bych rad zdiraznil, Ze s papiry se to nema tak jednoduse, jak by se mohlo na prvni
pohled zdat. Jakmile na papir cokoli napisSete, zacne zit vlastnim Zivotem a sam
od sebe se presunuje. Ma tendenci se schovavat pod jiné papiry, kdyz ho pravé
potfebujete, a naopak lezet na vrchu a prekazet, pokud zrovna hledate néco jiného.

Ale to jsem trochu odbodil ... ach ano — to feSeni. Nékde jsem ho tu mél pfipravené.
Kam se asi mohlo schovat? V zdsadé ted muze byt kdekoli. V&fili byste, Ze jsem
jednou nasel sviyj ¢lanek dokonce aZ pod automatem na kavu? Opravdu netusim, jak
se tam dostal, protoze automat je na chodbé pomérné daleko od mého kabinetu ...

Ale abych se vratil — problém, se kterym se kazdy den potykam, se nazyva move-to-
front transformace. Mj kolega z informatiky tvrdi, Ze se pouziva také pii kompresi,
ale to mi pfiliS nepomtiize. Jadro problému spocivd v rychlém nalezeni a odebrani
i-tého papiru v poradi a jeho vloZeni na zacatek tak, aby se spravné posunuly ostatni
papiry.

Pdjdeme-li na to pfimo, nenarazime na zadné potize. VSechny papiry si ulozime
do pole tak, Ze i-ty papir se nachazi na indexu i. Nalezeni papiru mame zadarmo
v konstantnim ¢ase. Papir odebereme a vSechny papiry, které jsou pfed nim, posune-
me o jednu pozici. Tim se ndm vznikla dira zaplni a naopak vytvorime diru na prvni
pozici. Nyni na zacatek vlozime odebrany papir a mame hotovo.

Tohle FeSeni ma linearni ¢asovou slozitost na kazdou operaci (tzn. celkem O(N - k),
kde N je poCet papirt a k pocet operaci), takze se hodi k pferovnavani nékolika pa-
pirkid na stole mého poradkumilovného kolegy, ale prohledani celého mého kabinetu
by zabralo vécnost ...

Dlouho jsem si s tim ldmal hlavu, az mi kolega informatik poradil lepsi feseni. Jak
jsem se dozvédél, klicem jsou stromy — tim nemyslim to, co mi roste pod okny,
ale bindrn{ stromy. Je vhodné pouzit néjakou variantu vyvazenych stromi (AVL,
Gerveno-Cerné, ... ), protoze jinak vase FeSeni rychle zdegeneruje na linedrni spojovy
seznam. Sam se ve stromech prilis nevyznam, takze pokud vas zajimaji detaily,
nahlédnéte do kucharky.

V kazdém vrcholu u bude ulozen pocet prvki (oznacme jej c(u)) v podstromé, ktery
ma u jako kofen, a také Cislo papiru, ktery je v tomto vrcholu ulozen.
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Takovy strom postavime jednoduse. Na zacatku vime, Ze papiry jsou serazeny od 1
do N. Kofen naseho stromu bude reprezentovat prostfedni papir z daného interva-
lu. Levy a pravy podstrom pak vygenerujeme rekurzivné. Pocet prvku v kazdém
podstromé spocitame také snadno: staci v kazdém vrcholu seéist:

c(levého podstromu) + ¢(pravého podstromu) + 1.

Nyni se podivejme, jak rychle nalézt, co hleddme. Reknéme, 7e jsme ve vrcholu u
a patrame po i-tém papiru (oproti zadéni je budeme ¢islovat od nuly, to vyjde
elegantnégji). Podivame se na pocet prvk v levém podstromé ¢ = c(levy syn u).
Pokud je ¢ < ¢, vime, Ze se hledany prvek nachazi v levém podstromu, je-li ¢ = /¢,
hledanym prvkem je u sdm, a konefné v poslednim piipadé (i > ¢) se hledany
papir nachéazi v pravém stromu. Samoziejmé si musime dat pozor, kdyz prechazime
do pravého podstromu. Tam uZ nehledadme i-ty papir, ale papir s indexem i — £ — 1.

Odebrani samotného papiru pak probiha podle pravidel mazani z binarniho vyhleda-
vaciho stromu (viz kuchaika). Stejné tak musime po mazani provést vyvazeni stromu,
které zavisi na tom, jaky typ stromu jsme pouzili (opét viz kuchaika). Po mazani
je nezbytné jesté opravit véechny hodnoty c(u) ve vrcholech, které lezely po cesté
k hledanému papiru.

Odebrany papir vlozime do stromu na nejlevéjsi pozici (tedy na prvni misto). Opét
dodrzime pravidla pro vkladani do stromu, opravime vSechny hodnoty c(u) po cesté
a provedeme vyvazeni.

Nakonec potifebujeme jesté vypsat konecnou permutaci dokumenti. Staci pouze pro-
jit a vypsat nas strom v potadi in-order (tzn. kdyz dojde algoritmus vypisu do néja-
kého vrcholu, nejprve se pusti rekurzivné na levy podstrom, potom vypiSe hodnotu
vrcholu a pak vypiSe pravy podstrom).

Casova slozitost uvedeného algoritmu je O(log V) na jednu operaci, protoze hledani,
mazani i vkladdani trva u vyvazeného binarniho stromu logaritmicky dlouho. Pamé-
tova slozitost se ndm pritom nezhorsila. Sice spotfebujeme nékolikrat vic paméti, ale
asymptoticky zlstdvame stile na pfijemné slozitosti O(N).

Jeden student mi jesté tvrdil, Ze zné TeSeni v ¢ase O(kVN), ale viibec si nejsem
jisty, jak by takové feSeni mélo fungovat, takZe si muzete zkusit takové feSeni napsat
za domaci cviceni.

Nas cas na konzultaci bohuzel vyprsel a ja se s vami musim rozloucit. Nékde jsem
tu mél papir se seznamem dalsich schiizek — ale kam jsem si ho sakra zalozil ...?7

Martin ,Bobrik“ Krulis
Hesovani
17-2-1: Prasatko programatorem
Nejprve si povsimnéme, ze se po nas chce pouze spocitat pocet vyrazi v programu,
jejichz hodnota je rtiznd — vyrazy se stejnou hodnotou bychom nevyhodnocovali

dvakrat, ale poprvé ulozili do pomocné proménné a podruhé pouzili tuto ulozenou
hodnotu. Upfesnéme si jesté, co to znamend ,mit stejnou hodnotu“. Predstavme si,
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ze bychom za proménné ve vyrazech postupné dosazovali jejich definice tak dlouho,
dokud by alespon jedna proménnda neméla svou pocatecni hodnotu. Pak dva vyrazy
FE; a Fs jsou si rovny, pokud

e 1 = E5 = v, kde v je néjakd proménna, nebo

e By =FE{op EY, E5 = E, op EY, kde op je bud + nebo * a bud
e F1 jerovno F) a E{ je rovno EY, nebo
e E} jerovno EY a E{ je rovno Ej.

Samozfejmé ovéfovat rovnost piimo podle této definice je nevhodné (uz proto, Ze
takto rozexpandované vyrazy mohou mit i exponencilni velikost). Misto toho kaz-
dému vyrazu prifadime ¢islo, které bude reprezentovat jeho hodnotu — tj. dva vyrazy
dostanou stejné ¢islo pravé tehdy, pokud jsou si rovny, jinak dostanou rtizna d¢isla.

Prvni heSovaci tabulka A bude jménu proménné piifazovat ¢islo hodnoty, ktera je
aktualné v této proménné ulozena. Ve druhé hesovaci tabulce B si pak budeme
pamatovat ¢isla hodnot vyrazt, které se v programu vyskytuji — klicem této tabul-
ky budou trojice (operator, ¢islo hodnoty levého operandu, éislo hodnoty pravého
operandu), a jim bude pfifazeno ¢islo hodnoty tohoto vyrazu. Na konci staci vypsat
pocet raznych ¢isel hodnot v tabulce B, protoze to bude pravé pocet riznych hodnot
vyrazl v programu.

Cisla hodnot vyraz uréujeme takto:

e Kdyz zpracovavame néjakou proménnou poprvé, prifadime ji nové ¢islo hodnoty.

e Kdyz zpracovavame prirazeni var, = vars, pak proménné var, pritadime stejné
¢islo hodnoty, jaké ma proménna vars.

e Kdyz zpracovavame prifazeni var; = vars op vars, pak si nejprve zjistime cisla
hodnot v proménnych vary a vars — necht to jsou ny a n3. Pak se podivame do
heSovaci tabulky B, zda v ni je ulozen vyraz (op, na, ng). Je-li tomu tak, pak jeho
¢islo hodnoty pfifadime proménné wvar;. Jinak tento vyraz pfidame do tabulky
B s novym ¢islem hodnoty, a toto ¢islo pfifadime proménné var.

Zbyvéa si rozmyslet, jak osetfit komutativitu operaci. To je ale snadné — pfed praci
s tabulkou B staci ¢isla hodnot v trojici sefadit tak, aby druhé z nich bylo mensi
nebo rovno tretimu.

Casové slozitost na operaci s tabulkou A je v priimérném ptipadé O(k), kde k je
délka nazvu proménné. Protoze pro kazdy vyskyt proménné v programu provedeme
pravé jednu operaci s touto tabulkou, dohromady bude casova slozitost pro praci
s ni O(n), kde n je délka vstupu. Casova slozitost pro praci s tabulkou B je O(1) na
operaci, a pocet operaci s ni je roven poctu prifazeni ve vstupu, tj. celkova Casova
slozitost je O(n) — toto je slozitost v pramérném piipads, v nejhorsim piipadé, kdy
by dochézelo ke vSem moznym kolizim, by ¢asova sloZitost byla O(n?). Paméfova
slozitost je ziejmé O(n).

Poznamka na zavér — zde popsand metoda identifikace redundantnich vypoctiu se
s mirnymi vylepsenimi skutecné pouziva v kompilatorech. Anglicky nézev je Value
Numbering.
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Zdenék Dvordk
19-4-3: Naskakovani na vlak

Hned na zacatek si neodpustim jednu poznamku: ve vSech algoritmech budeme zkou-
mat pouze slozitost, se kterou algoritmus feSeni nalezne. Casovou slozitost na jeho
vypséani v odhadech pocitat nebudeme. Vyniknou tak lépe rozdily mezi jednotlivymi
algoritmy. Pokud by to nékomu pfipadalo nefér, tak si mize ke vSem slozitostem
priéist O(v - k), kde v je pocet navzdjem riiznych podietézct délky k.

Nyni jiz k samotné tloze. Mnoho fFeSitelid vyuzilo ndpovédu v zadani tlohy, a tak
drtiva vétSina FeSeni vyuZivala heSovani. Ale uZ jenom drobna hrstka objevila, Ze
aplné pfimocaré pouziti kuchaiky k rychlému feseni nepovede.

Zakladni algoritmus, ktery se na prvni pohled nabizel, byl ten, ze jsme postupné brali
jednotlivé podietézce délky k, ty jsme zaheSovali, a pak jsme si v néjaké tabulce (po
oSetfeni kolizi) ukladali pocet vyskytt jednotlivych podfetézcii. Takové FeSeni mé
v primérném piipadé ¢asovou slozitost O(n - k)

Predchozi metoda méla tu nevyhodu, Ze jsme pro kazdy podretézec museli spocitat
znovu celou heSovaci funkci a to zabere ¢as O(k). Co kdybychom ale nasli tako-
vou funkci, ktera by dokézala vyuzit toho, Ze jeji hodnotu zname jiz pro predchozi
podietézec? Zde je:

k-1
h(i) = Alj]- PFIL
j=0
Zapis A;[j] je totéz co A[i+ j], tedy j-ty znak od i-tého znaku v fetézci a P je néjaké
¢islo, které je radové tak velké, jako velikost abecedy.
Pokud chceme prejit na nasledujici podietézec provedeme tyto operace: celou sumu

vynasobime P, Skrtneme prvni pismeno z predchoziho slova a pri¢teme posledni
pismeno z nésledujiciho. Matematicky zapséno:

k—1
P> (Aglf]- PPN — A4[0] - PR+ Ailk] =
(Alj] - PF77) — A[0] - P* + Aylk] =
k = _ k—1 .
ZAi[j] P = ZAi-i-l[j] PRI = (i 4 1).
j=1 =0

Takze jsme pouZili konstantné mnoha krokd (nezévisle na k) a ziskali jsme hodnotu
hesovaci funkce pro fetézec, ktery zacina na pozici ¢ + 1, a to je presné to, co jsme
chteéli.

Zbyva doresit nékolik technickych detaild. V béznych programovacich jazycich mame
proménné omezeného rozsahu, takze pro velké k nemiizeme spocitat celou sumu. Ale

157



muzeme si pomoci. Staci vSechny operace provadét modulo néjaké prvocislo. A jako
ono prvocislo mizeme pouzit tieba rovnou velikost hesovaci tabulky.

Za poznamku stoji, ze ono prvocislo musi byt opravdu prvocislo, jinak bychom se
dostali do problému. Odpovéd na otédzku ,,Pro¢?“ by asi nebyla nejstruénéjsi, zajemci
si ale mohou precist néjaké povidani o kone¢nych télesech.

Jak ale takové prvocislo najit? Dle teorie ¢isel je pravdépodobnost toho, Ze libovolné
pfirozené ¢islo n je prvoéislem, je zhruba 1/1Inn, a ovéfeni toho, Ze n je prvodislo lze
zékladnim algoritmem provést v ¢ase O(+/n). Takze prvocislo vétsi nez néjaké n lze
najit v éase O(y/n-Inn), coz je méné nez O(n). Takze problémy s hledanim prvodéisla
mit nebudeme.

A jak to bude s pamétovou slozitosti? Mnoho Fesitelt si pro kazdou polozku v heSo-
vaci tabulce pamatovalo cely podfetézec. To je ale zbytecné a pamétova slozitost se
tim zhorsi. Staci si pfeci pamatovat pouze index, kde dany podfetézec ve vstupnim
Fetézci zacind, coz zlepsi asovou slozitost na O(n).

Takze jsme nalezli algoritmus, ktery v primérném piipadé pobézi v éase O(n+v-k),
kde v je opét pocet riiznych podietézcii. V nejhorsim piipadé pak v ¢ase O(n? - k).

Poznamka na tplny zavér: Pokud bychom chtéli dosdhnout ¢asu O(n+wv-k) i v nejhor-
§im piipadé, mohli bychom pouzit sufixové stromy. Povidani o této datové struktuie
a i ndvod, jak pomoci ni vyfesit tuto tlohu, lze nalézt v [GrafAlg].

Zbynek Falt
Vyhledavani v textu

18-5-4: Detektyv

S dukladnosti takika Serlokovskou prozkoumame nékolik moznych feseni, az usvéd-
¢ime to nejrychlejsi. Oznacme si (vérni pismenktim ze zadani) N délku stopované-
ho fetézce, k pocet podeztelych sekvenci, pq,...,pr délky téchto sekvenci a P =
p1+ ...+ px jejich celkovou délku.

0. pokus (jak by ho vymyslel straznik Vopicka): Budeme hledat kazdou sekvenci
zvlast, a to tak, Ze si po vstupu ,,pojedeme okénkem* délky p; a vzdy porovname,
jestli se okénko rovna i-té sekvenci. Kdybychom si okénko ukladali jako cyklické pole,
zvladli bychom ho posunout v konstantnim case, ale stejné nas nemine ¢as O(p;)
na porovnéani. Celkové trvd O(Np; + ... + Npg) = O(NP) a navic potfebujeme
k-krat volat rewind.

1. pokus (inspektor Neverley): Damned, na hledani vyskytt jednoho Fetézce preci
miuzeme pouzit algoritmus KMP z té vasi cookbook, takze jeden pruchod zvladneme
v timu O(N + p;), celkové tedy O(Nk + P) s k rewindy. That’s it.

2. pokus (policejni rada Zak): V kuchaice je pieci i algoritmus A-McC na hledéni
vyskytl vice slov najednou. Staci, kdyz hlaseni vyskytu nahradime pfipoctenim
jednicky k pocitadlu. (Na to praktikant Hlavacek:) Dobry plan, pane rado, ale ma
jedno hacisko jak na sumece: jelikoz se sekvence mohou prekryvat, mtze jich v jednom
misté konéit az k, takZe jsme opét na O(Nk + P), i kdyZ tentokrat bez rewindi.
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3. pokus (Sérlok osobné): Postavime si vyhleddvaci automat jako v minulém pokusu,
ale misto abychom pocitali rovnou vyskyty, budeme si pamatovat jen to, kolikrat
jsme prosli kterym stavem, a pak z toho vyskyty dopocitame. Well, ale jak?

Pokud méme né&jaky stav « (o kterém vime, Ze je prefixem nékterého z vyhledavanych
slov, takZe mimo jiné mezi stavy najdeme vSechny sekvence stop, které pocitdme)
a chceme zjistit, kolikrat se slovo a v textu vyskytlo, staci secist pocet prichoda
timto stavem a vSemi dal$imi stavy, které konc¢i na «, coz jsou presné ty, ze kterych
se do « lze dostat pomoci zpétné funkce (pfipadné zavolané vicekrét).

Staci tedy projit automat v opa¢ném potadi, nez ve kterém jsme vytvareli zpétnou
funkei (nejlepsi bude si béhem konstrukce automatu toto poradi zapamatovat, tfeba
v poli, v némz jsme méli ulozenu frontu). Pro kazdy stav « pak pri¢teme pocitadlo
odpovidajici tomuto stavu k poéitadlu stavu, do néjz vede z « zpétna funkce. (To
se pak pricte podle dalsi zpétné funkce atd., takze pocitadlo stavu a se opravdu
postupné popfi¢ita ke vSem rozsifenim stavu «.)

To v8e zvlddneme v ¢ase O(P + N + P) (konstrukce automatu + priichod textem +
dopo¢itani), ¢ili O(P + N), a v paméti O(P 4+ N), bez jediného zavolani rewindu.

It’s a lemon tree, my dear Watson!
Martin Mares

22-4-4: Ofez stromu

Oznacme si matefsky strom A, odvozeny B. Za¢neme drobnym pozorovanim: Pokud
ve stromé A najdeme posloupnost bratrskych podstromi, ktera odpovida podstro-
mum syni kofene B, potvrdili jsme odvozeni B od A. Je-li  kofenem stromu X,
jeho bratrskym podstromem prirozené rozumime podstrom s kofenem y, kde y je
bratrem x. Jaky strom zvolit jako matersky? Ziejmeé ten, ktery obsahuje vice vr-
cholu. Kazdé ,,0sekani“ pouze vrcholy odebira. Pokud jich maji po ,,osekani“ stejné,
musi byt stromy identické a uvedené pozorovani nadale plati.

Jak efektivné hledat posloupnost podstromi syna kofene B v A? Udélame cimr-
manovsky krok stranou, vyhneme se znovuobjevovani kola a pfevedeme problém na
hledani podfetézce v fetézci. Ano, kuchaiku jste si méli precist ...

Zbyvéa najit vhodnou reprezentaci stromu pomoci fetézce. Odpovéd je trividlni —
pouzijeme uzavorkované vyrazy. List je reprezentovany pomoci (). Kazdy jiny vrchol
(véetné kotfene) pak jako ( reprezentace 1. syna, 2. syna, . .. reprezentace posledniho
syna ). Dva malé stromecky ze zadani této tlohy jsou pak reprezentovany napiiklad

takto: (COOINO) a (OO O).

Ziejmé kazdy strom mé néjakou reprezentaci. Plati také, Ze je reprezentaci strom
jednozna¢né urcen? To snadno dokazete pomoci indukce. Pro list to plati a dale
postupné podle slozitosti vrcholu ... Zkuste si to rozmyslet. Také plati, ze kazdy
spravné uzdvorkovany vyraz (v bé&Zzném slova smyslu) reprezentuje néjaky strom.
Pokud tedy vezmeme nékolik spravné uzavorkovanych vyrazl a ,slepime“ je za se-
be do fetézce ¢, reprezentuji posloupnost néjakych stromt Y, Ys,...,Y,. Pokud se
navic q vyskytuje v reprezentaci néjakého stromu X, nasli jsme uvnit¥ X interval
sousedicich bratrskych podstromu Yi,...,Y,.
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Af to tedy uzavieme: Vezméme reprezentaci B a odStipnéme vnégjsi zévorky (tj.
ziskdme ,slepenec* reprezentaci podstromt jeho synt), oznac¢me jako ¢. Pokud na-
lezneme ¢ v reprezentaci stromu A, plati, Ze B je odvozeny od A, v opa¢ném piipadé
nemuze byt B od A odvozen.

Coze? Jesté jste si tu kucharku nepfecetli a nevite jak najit ¢ v reprezentaci A?
Pfece pomoci vynélezu pant Knutha, Morrise a Pratta ... algoritmem KMP.

Cas, pamét? Trvani viroby fetézcové reprezentace stromu a jeji velikost jsou linearni
vzhledem k poctu vrcholi stromu. KMP bézi v linedrnim case se souctem délek
fetézctl (jehly i kupky sena :0) ). Casova i prostorova slozitost algoritmu je tedy
O(N), kde N budiz souc¢tem poétu vrcholi obou stromi.

Pepa Pihera
Rovinné grafy

18-5-5: Do vysokych kruhu

Nejprve bylo potieba oblasti pfevést na objekty, se kterymi umime manipulovat
rozumnéji nez s obecnymi mnozinami bodi v roviné. Velmi uzite¢né je predstavit si
protinajici se kruznice jako graf s priseciky a dotyky kruznic jako vrcholy. Hrany
budou oblouky mezi sousednimi vrcholy. Tento graf je vlastné multigraf, coz je graf,
ve kterém muize mezi dvéma vrcholy vést vice nez jedna hrana a z jednoho vrcholu
do toho samého miiZe vést vice nez jedna smycka. Takovy graf je urcité jednoznacéné
zadén polohami a poloméry kruznic a je rovinny (ptivodni rozmisténi kruznic je jeho
rovinné nakreslen{). Bohuzel se ndm do néj nijak nepromitnou izolované kruznice,
ty je tfeba oSetfit jinak.

Nyni se ndm z na prvni pohled neuchopitelného problému stal problém mnohem
jednodussi — spocitat stény rovinného grafu. K tomu se idealné hodi Eulerova véta
z kucharky:

V+F=K+FE+1

Toto je vztah mezi po¢tem vrcholi (V), stén (vetné té vné&jsi) (F), komponent
souvislosti (K') a hran (F). Tato véta plati pro rovinné grafy a plati i pro multigrafy,
pokud si zvolim, ze mezi ,rovnobéznymi“ nasobnymi hranami jsou také stény a zZe
smycka pridava jednu sténu. Toto rozsifeni presné odpovida nasi predstave toho, jak
kruznice déli rovinu na oblasti.

Stacilo by tedy spocitat poCet komponent, hran a pruseciki. Vime, Ze na kazdé
kruznici je stejné vrcholid a hran. Vrchol je ale sdilen mezi dvéma kruznicemi, zatimco
hrana patfi pravé jedné. Jinak feceno je stupen kazdého vrcholu 4. Z toho plyne, zZe
E =2V. Tedy:

F=K+2V+4+1-V=K+4+V+1.

Tento vzorec nam navic zahrne i izolované kruznice, po¢itame-li je jako jednu kom-
ponentu bez prisecikti. To nam trochu zjednodusi algoritmus.

Staci tedy spocitat pocet komponent a priise¢iki, oboji zvladneme v case O(N?)
prichodem do hloubky (s hleddnim soused vyzkouSenim vSech) a vyzkouSenim
vSech dvojic. Zkouseni dvojic navic zahrneme do toho pruchodu.
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Toto feseni mé ¢asovou slozitost O(NN?), pamétovou O(N). Existuje jesté jiné o dost
slozit&jsi Feseni pouzivajici zametaci pfimku k dosaZeni sloZitosti O((N + V') log N),
coz je lepsi nez nase O(N?), pokud je pocet priiseciktt V < N?2/log N, tedy pro
dost ,fidké“ konfigurace kruznic. Pro V. = O(N?) m4 ale ¢asovou slozitost az
O(N?log N). Pamétova slozitost tohoto algoritmu je O(N). Jeho popis by ale byl
dost komplikovany, a proto ho neuvadim.

Tomas Gavenciak

Eulerovské tahy
23-2-3: Projizdka

Mily ¢tenar mi jisté pro jednou odpusti, pokud si zahraji na kouzelnika a vytahnu
jednoho kralika z klobouku.

Napred, zadani slo chapat riiznymi zptsoby, avsak ptili§ neménilo podstatu feseni.
Predpokladejme tedy napriklad, ze vSechny cesty jsou jednosmérky a zZe ,,z rozcesti
vychazi sudy pocet cest“ znamend, ze pravé polovina tohoto sudého poctu je v pfi-
chozim a pravé polovina v odchozim sméru.

Opravdu nam staci takova podminka pro orientovany graf. V neorientovaném
@ jsme potiebovali sudy pocet, protoze kdykoliv jsme vesli do vrcholu, také z néj
nékudy musime odejit. Stejné to funguje pro orientovany, jen musime p¥ijit po vstup-
ni hrané a odejit po vystupni. Ze jde o podminku postacujici, lze nahlédnout také
zcela stejné jako v neorientovaném grafu. Jediné, na co si musime dat pozor, je, Ze
pri vypisovani dostavame hrany pozpatku.

Na grafu na vstupu (rozcesti jsou vrcholy a cesty jsou hrany) si najdeme uzavieny
eulerovsky tah (to jiz za nas vyfesila kuchaika). Nyni jej projdeme a budeme si udr-
Zovat pribézny soucet proslych hran (¥fikejme tomu souétu odpocatost). Rozeberme
dva pripady.

Jako prvni pripad vezmeme situaci, kdy po projiti celého tahu dostaneme zaporné
éislo. Potom je soudet vSech hran zaporny a takovy zlstane, af je vezmeme v libo-
volném potadi. Proto tiloha nema feSeni.

Pokud prtsvih popsany v minulém piipadu nenastane, vezmeme misto v tahu, kde
se nachéz{ minimum ze vSech odpocatost{ (mistem v tahu neni myslen jen vrchol,
ale 1 ktery prichod timto vrcholem méme na mysli, nebot pfi riznych prichodech
miZeme mit rizné hodnoty odpocatosti). V tomto misté v tahu zacneme (jakoby jej
pootocime).

Mame tedy hezké linedrni feseni (jak paméti, tak ¢asem), nebot jiz kuchaika ndm
ukazala, ze eulerovsky tah v dané slozitosti zvladneme najit, a pfidali jsme jen dva
prichody vzniklym cyklem (jeden na pritbézné poc¢itani, druhy na vypis ,, pootocené®
verze).

Nyni uz jen zbyva zdtvodnit, pro¢ tento algoritmus vlastné pocita, co mé. Prvni
pfipad je nezajimavy (nebot jsme jej jiz zdtvodnili vyse). Dale tedy pfedpokladejme,
7ze nam nastal druhy pfipad. ProtoZze méame uzavieny eulerovsky tah, projedeme
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kazdou cestou pravé jednou. Zbyva dokazat, ze odpocatost v pooto¢eném tahu nikde
neklesne do zapornych ¢isel.

Predpoklddejme tedy, Ze v misté § na tahu mame zapornou odpocatost. Minimum
mame v misté m. Pokud by v ptuvodnim neotoceném tahu bylo § az za m, pak by
muselo byt také s mensim ¢islem nez m a m by tedy nebylo minimum. Tento pfipad
tedy nenastal.

Takze $ je pred m. Predstavme si, ze jsme prosli tahem dvakrat misto jednou, tedy
pfi druhém prichodu § jsme na niz$im ¢isle, nez pfi prvnim prichodu m (proto
nam po pootoceni v § vyslo néco zédporného). Ale protoze druhy prichod nezaéina
od nuly, ale od néceho nezaporného, odpocatost druhého prichodu § je alespon tak
velka, jako prvni. Tedy i pfi prvnim prichodu § jsme méli nizsi ¢islo nez u m, coz
je opét ve sporu s vybérem minima.

Jak na to piijit? Muzeme si predstavit, Ze jsme TeSeni jiz nasli a koukat na jeho
vlastnosti. To, Zze je to uzavieny eulerovsky tah, je vidét celkem jednoduse. Déle si
v§imneme, Ze vybranim jiného zacatku se nam vSechna ¢isla posouvaji jen nahoru
a doli, rozdily zistdvaji stejné (s vyjimkou rozpojeného konce — za¢atku). No a déle
vime, ze nejmensi ¢islo je 0 a to je na pocatku.

Michal ,Vorner“ Vaner

23-3-4: Psani pismen

To, Ze jde obrazek nakreslit jednim tahem, znamend, Ze obsahuje uzavieny ¢i otevie-
ny eulerovsky tah, o némz se doctete v kuchafce. Z ni se ndm bude hodit nasledujici
véta: Pokud souvisly graf obsahuje pouze vrcholy sudého stupné, je v ném mozno
nalézt uzavieny eulerovsky tah.

Co se stane, pokud neobsahuje pouze vrcholy sudého stupné? Mezi dvojici lichych
vrchold pfiddme hranu (opakujeme, dokud méme vrcholy lichého stupné), takto po-
stupné dostaneme graf, ve kterém jsou vSechny vrcholy sudého stupné, tedy obsahuje
uzavieny eulerovsky tah.

Nyni odebereme hrany, které jsme pridali, a tento eulerovsky tah se nam rozpadne
na nékolik hranové disjunktnich tahd, které vzdy zacinaji a kon¢i v néjakém vrcholu
lichého stupné (jeden pocatecni lichy vrchol a jeden koncovy lichy vrchol pro kazdy
tah), tudiz celkovy pocet téchto tahi je pocet lichych vrcholi déleno dvéma.
Z4dny vrchol lichého stupné nemtize byt uprostfed tahu, tudiz tahfi nemtze byt
méné, nez jsme nasli. Sta¢i nam védét, kolik takovych tahi potifebujeme, neni tedy
potieba je konstruovat, sta¢i ndm uréit pocet lichych vrchold (a dét si pozor na grafy
bez lichych vrchold).

Samotné Teseni ulohy provedeme pro kazdou komponentu souvislosti samostatné:
Potfebujeme pole délky n (pocet vrcholt), pfi nacitani si v ném udrzujeme stupné
jednotlivych vrcholi. Po nac¢teni projdeme toto pole a uré¢ime pocet lichych vrcholi,
ktery vydélime 2. Dostaneme, kolikrat musime zvednout pero pii kresleni grafu.
Pamétova slozitost je O(n), asovd O(m + n), kde m je pocet hran grafu.

Martin Bohm, Lucie Mohelnikova
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Toky v sitich
23-4-1: Studenti a profesori

Je docela jasné, ze si budeme uzptisobovat prvni ze dvou aplikaci hleddni maximal-
niho toku, o nichz se piSe v kucharce. Tato aplikace tiké, jak pomoci toku najit
maximalni parovani. Postavime si ze zadani bipartitni graf, zorientujeme v ném hra-
ny k profesortim, vrcholy studentti a profesorti pak napojime na studentsky zdroj
a profesorsky stok.

Protoze chceme, aby mél student pravé K profesori, nastavime vahu kazdé z hran
ze studentského zdroje na K — to samé udélame hrandm do profesorského stoku, to
aby mél kazdy profesor pravé K studentt. Hranam uvnitt nékdejsiho bipartitniho
grafu nastavime jednicky.

Povsimnéme si tu, ze kdyby zadani nezakazovalo, aby si néktery student vybral
profesora pro nékolik svych praci, vyrovnali bychom se s tim jednoduse — hrané,
ktera by mezi pfislusnymi vrcholy vedla, bychom nastavili kapacitu na povolenou
maximalni nasobnost.

Samoziejmé by ani nebyl problém mit rozdilny pocet profesort a studentt, ¢ do-
konce zavést individualni pozadavky na pocet vedenych praci. Zadani bylo tak jed-
noduché predné proto, aby nedésilo.

Vratme se k piivodni tloze. Na popsany graf pustime tokovy algoritmus zachovévajici
celodiselnost a ziskdme z néj vysledek. Pokud neni nalezeny tok velky pravé NK,
fesSeni, které by kazdého plné uspokojilo, neni. Pokud ano, vypiSeme pary profesor-
student, jejichz hrana ma jednotkovy tok.

Duivod, Ze postup funguje, mizeme nacrtnout tfeba skrze fakt, ze tok vétsi nez N K
v grafu existovat nemuze. Svéd¢i o tom Fez na hrandch mezi studentskym zdrojem
a studentskymi vrcholy, kde je IV hran, kazda o kapacité K.

Z toho vidime, ze pokud nam algoritmus vrati takto velky tok, musi vést z kazdé-
ho studentského vrcholu k profesorim K jednotkovych hran (a podobné ze strany
profesortl), tedy jde o skutecné feSeni naseho pivodniho problému.

Zaroven se nemize stat, aby postup feSeni (maximélni tok) nenaSel a ono by exis-
tovalo — vzdyt z kazdého Feseni sestavime tok o maximélni velikosti.

Co ¢asova slozitost? Smifit se s tim, Ze ma Edmondstv-Karpuv algoritmus slozitost
O(M?N), je pifstup lenivy. Nicméné si mizeme vSimnout, ze zlepsi-li kazda cesta
vysledek alespon o jednotku, nenajdeme takovych cest vic nez K N.

Z toho plyne slozitost O(KMN), coz je lepsi, protoZze pro K > N tloha zfejmé neni
zajimava.

Vyslovené akéni piistup je zacit se poohlizet po nekuchaikovém algoritmu. (To ale
k ziskdni maximalniho po¢tu bodt potfeba nebylo.) Mizeme bud pfemyslet o tom,
jestli neni mozné vzit Dinice ¢i Goldberga a vzhledem k jisté specialnosti naseho
grafu vylepsit odhady ¢asové slozitosti, nebo zkusit najit specializovany postup.

Vtip tkvi v tom, Ze pfi zkoumani druhé moznosti nejspise narazime na Hopcroftiv-
Karpuv algoritmus pro nalezeni maximalniho parovani v bipartitnim grafu bézici
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v Case O(M+V/N), ktery je vSak jen dobfe odhadnuty a pfefikany Dinic.

My tu sice nechceme bipartitni parovani, le¢ kazdé naSe TeSeni (K -reguldrni bi-
partitni podgraf) se skladd z K takovych disjunktnich mnozin hran (1-regularnich
bipartitnich podgrafii). To neni tplné vidét, ale je to hezké a uziteéna pravda.
MuzZeme tedy K-krat spustit Hopcrofta-Karpa a pokud néjaké feSeni existuje, zis-
kame ho v ¢ase O(K M+ N). Pofad tak netrumfneme $kélu rozliénych modernich

algoritmi pro hledani maximélniho toku na obecném grafu, jde vSak o celkem sro-
zumitelné a snadno naprogramovatelné reseni.

Lukads Lansky
23-5-6: Limity a grafy
Nejvétsi problém celé tlohy je poznat, Ze se jedna o toky v sitich. My si nyni tipneme,
Ze se jedné o néjaky tok, a budeme se jej tam snazit najit. Jak na to?

Vstupni hrany a vystupni hrany jsou na sobé nezavislé
v ramci vrcholu. Tak si kazdy vrchol rozdélime na 2 nové
vrcholy, levy a pravy.

6/2 4 4/65  3/6

4 3

2 13 4 Levy ndm bude reprezentovat vystupni ¢ast (z této ¢as-

3 v ti povedou v8echny hrany) a pravy bude reprezentovat

4/2 3 1/4 6 1/5 vstupni ¢ast (do tohoto vrcholu naopak povedou vsech-
ny hrany).

Neni tézké nahlédnout, Ze jsme takto vytvorili orientovany bipartitni graf, kde vSech-
ny hrany vedou z levé partity do pravé.

Nyni jesté potfebujeme zohlednit maximalni vstupni soucet a minimalni vystupni
soucet. To udélame tak, ze do grafu pridame dalsi 2 vrcholy.

Jeden pojmenujeme zdroj a povede z néj
hrana do kazdého vrcholu levé partity. Ty-
to hrany budou ohodnoceny maximéalnim
vystupnim souctem prislusnych vrchola.

Druhy pojmenujeme stok a z kazdého vr-
cholu pravé partity do néj povede hrana.
Tyto hrany budou ohodnoceny minimal-
nim vstupnim souc¢tem prislusnych vrcho-
la.

Nyni méame ohodnoceny orientovany graf
se zdrojem, stokem a celociselnymi kapaci-
tami hran. Zavolame tedy néktery z algo-
ritmid na hleddni maximélniho (celoéiselného) toku, napiiklad Fordiv-Fulkersontv
algoritmus s hleddnim zlep$ujicich cest pomoci prohledévani do §ifky (viz kuchaika).

Pokud se velikost maximalniho toku bude rovnat sumé minimalnich vystupnich souc-
tl, tak jsme nasli pfislusné ohodnoceni. Pokud ne, tak neexistuje zadné reseni.
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Pro¢ to funguje? Hrany ze zdroje do levé partity nam zajistuji, Ze se do grafu nikdy
nedostanou takové hrany, které by porusovaly podminku maximélniho vystupniho
souctu. Hrany mezi partitami jsou presné ty samé hrany jako hrany v puvodnim
grafu.

Hrany vedouci z pravé partity do stoku ndm obstarivaji minimalni vstupni soucty
a jejich kapacity jsou pravé tyto hodnoty. Kdybychom totiz méli feseni, ve kterém by
néktery vstupni soucet byl vétsi nez dany miniméalni, pak mtizeme tok hran vedoucich
dovniti libovolné snizit tak, aby jejich soucet byl roven minimélnimu vstupnimu
souctu a vSechny podminky zistanou zachovany.

Hrany z pravé partity do stoku tvori v grafu fez. Problém ma feSeni, pravé kdyz tyto
hrany jsou naplnény na maximum. Hrany mezi partitami nam také tvori fez, takze
vSe, co proteCe ze zdroje do stoku, protece i hranami mezi partitami. A hrany mezi
partitami reprezentuji hrany pivodniho grafu, takze tok na nich je nasim feSenim.

Nyni k ¢asové slozitosti. Casové slozitost prevodu na novy graf je O(n + m), kde n
je pocet vrchold v ptvodnim grafu a m je pocet hran.

Kazdy vrchol zdvojime, na kazdou hranu se podivame jen jednou a pridavame jen
2 nové vrcholy a s nimi dohromady 2n hran. Zbytek ¢asové slozitosti zavisi na pou-
zitém algoritmu pro zjisténi maximéalniho toku. V nasem pripadé, kdy jsme pouzili
Forda-Fulkersona s prochazenim do &iiky, je to O(nm?).

Karel Tesar

Intervalové stromy
16-3-1: Fyzikova blecha

Jak tento blesi problém vyfeSime? ZacCneme tim, ze si ploSinky utfidime podle

y-ové souradnice. Predpokladejme, Ze u konct kazdé plosinky vime, na jakou jinou
plosinku z tohoto konce blecha spadne. Budeme probirat ploSinky podle stoupajici
y-ové souradnice a u kazdé plosinky si budeme u obou koncii pocitat nejkratsi cestu
na podlahu. To provedeme tak, ze zkusime ze zpracovavaného konce plosinky spad-
nout na nizsi plosinku (vime, na kterou). ProtoZe ploSinka, na kterou dopadneme,
je niz nez zpracovavana, uz u ni zname nejkratsi cestu z obou koncti — vybereme si,
zda jit doleva nebo doprava, aby byla cesta co nejkratsi.

Cely tento postup zvlddneme v ¢ase O(N), protoze u kazdé plosinky udélame jen
konstantné mnoho operaci (zjistime, na kterou ploSinku spadneme, jak bude dlouhd
cesta, kdyz po dopadu zahneme nalevo, jak bude dlouhd cesta, kdyz po dopadu
zahneme napravo, vybereme minimum).

Jak tedy budeme u plosinky urcovat, na jakou nizs$i blecha z jejiho konce spad-
ne? Pouzijeme k tomu intervalovy strom. To je struktura, ktera si pro kazdy prvek
s indexem 1 az P pamatuje néjaké ¢islo, pricemz P musi byt pevné po celou dobu
béhu programu. Intervalovy strom umi dvé operace: zjisti hodnotu prvku i a nastav
hodnotu prvki v intervalu i...j na co, obé v ¢ase O(log N).

Predpokladejme, ze uz takovou strukturu zname. Pouzijeme ji timto zptisobem: Jed-
notlivé prvky intervalového stromu budou pouZzité z-ové souradnice plosinek (je jich
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nanejvys 2N) a hodnota prvku ¢ (i-t4 nejmensi z-ova soutadnice) je ¢islo nejvyse
umisténé plosinky, ktera se na této z-ové souradnici vyskytuje. Abychom mohli z-ové
soufadnice ocislovat, musime si je za zacatku opét setfidit.

Na zacatku dame do intervalového stromu jen podlahu. Probereme si ploSinky opét
podle vzrtstajici y-ové soufadnice a u kazdého konce (soutadnice left,, right,; pred-
poklddejme, Ze po ocislovani maji indexy left;, right;) se intervalového stromu zepté-
me, jakd je hodnota prvku left; a right; (0 znamend podlaha, jiné ¢islo je pofadové
¢islo plosinky). Tim jsme zjistili, na kterou ploginku spadune blecha z levého a pravé-
ho konce plosinky. Poté zpracovavanou plosinku ,,pridame* do intervalového stromu,
¢ili (pokud zpracovavame i-ou odspoda) do intervalového stromu zapiSeme hodnotu
i do prvka v intervalu left; . .. right;.

Pokud tedy zvlddneme implementovat popsany intervalovy strom, mame feseni s ¢a-
sovou slozitosti O(N log N), protoze t¥idéni nés stoji O(N log N) a dale zpracovava-
me N plosinek a kazdou v ¢ase O(log V). Pamétova slozitost je jako obvykle O(N).

Intervalovy strom (pozor, malinko jiny nez v kuchafce) si miZzeme pfedstavit ja-

ko dokonale vyvéazeny binarni strom. Jednotlivé vrcholy odpovidaji intervalim
z rozmezi 1 az P tak, Ze listy tohoto stromu jsou jednotlivé prvky (odpovidaji in-
tervaltim .. .4) a kazdy vnitini vrchol odpovidé intervalu, ktery je roven sjednoceni
intervaltl synii tohoto vrcholu. Cili vrchol celého stromu odpovida intervalu 1... P,
jeho levy syn intervalu 1...|P/2| a pravy syn intervalu (| P/2] +1)...P.

U kazdého vrcholu si budeme pamatovat jednak hodnotu h; a jednak informaci p;,
zda hodnota h; odpovida vSsem prvkum na intervalu, ktery tento vrchol reprezen-
tuje (u listd je to vzdy true). Zjisténi hodnoty néjakého prvku potom provedeme
nasledovné: zacneme ve vrcholu. Pokud je p,, true, vratime hodnotu h,. Jinak si vy-
bereme levého nebo pravého syna (podle indexu prvku, jehoz hodnotu zjistujeme),
a rekurzime (urcité se zastavime, listy maji p; na true).

Jak dopadne nastaveni hodnoty prvka na intervalu <. .. j7 Opét za¢neme ve vrcholu.
Pokud interval, ktery zkoumany vrchol v pokryva, je podinterval i. .. j, nastavime
Py na true a h, na nastavovanou hodnotu. Jinak se spustime na toho syna (pfipadné
na oba), jehoZ interval mé neprazdny prinik s intervalem i...j. (Pozor: Bylo-li p,
true, je tfeba nejprve rozdélit vrcholem reprezentovany interval synim.)

Protoze strom je dokonale vyvazeny, ma logaritmickou vysku. Obé operace zavisi
na vySce stromu (u nastavovéani intervalu je si to tfeba rozmyslet — nékdy se sice
spustime na pravého i levého syna, ale kdyz to nastane, jednoho syna pokryjeme
celého — nebudeme se z néj spoustét nize), maji tedy logaritmickou slozitost.

Tomas Vyskocil a Milan Straka
Tézké problémy
23-5-5: NP-uplny metr

Nasim ukolem je dokézat, ze tloha Metr je NP-tplné. Jak nam kuchatrka radila,
je prilis pracné dokazovat tplnost tak, zZe pfevedeme na Metr vSechny tlohy z NP.
Radéji tedy dokazeme, Ze lze jednu NP-tplnou tlohu vyfesit pomoci Metru.
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vadét nejsnaze.

Na Metru stoji za vS§imnuti, ze prekladani samotného metru do pouzdra nam v jistém
smyslu rozdéluje tseky na dva typy — pokud jde metr ulozit, tak jeden typ tiseku
je pfeloZen na jednu stranu (feknéme zprava doleva) a druhy je pielozeny nazpatek
(zleva doprava). Navic je metr zadan jako posloupnost ¢&isel.

Kdyz se podivame do seznamu NP-tplnych tloh, najdeme tam tilohu Dva loupez-
nici, kterd také rozdéluje cisla na dvé hromadky. Zkusme tedy pomoci Metru fesit
Loupezniky.

Ptipomenme si zadani Dvou loupeznikti z kuchatky:
Ndzev problému: Dva loupeznici
Vstup: Seznam nezapornych celych ¢isel.

Problém: Existuje rozdéleni seznamu na dvé hromadky tak, ze kazdé ¢islo bude
v pravé jedné hroméadce a v kazdé hromadce bude stejny soucet Cisel?

Zacénéme tedy prevadét vstup Dvou loupeznikd na vstup Metru. Vstup Loupeznika
nam nijak neurcuje, jak velké ma byt pouzdro metru — to si tedy mizeme zvolit
sami, aby se ndm snéaz prevadélo.

Dopredu neni Gplné jasné, jaka velikost by se nam hodila. Bude nam stacit soucet
vSech pfedméti (oznac¢ujme ho o), nebo velikost jednoho lupu, /2?7 Méné nez o/2
nedava prilis smysl, ale vice by mohlo ...

Jak jsme diskutovali vyse, mohlo by nam stacit oznacit ty casti metru
(tedy tu ¢ast kotisti), které jdou zleva doprava, jako lup pro loupez-
nika A a ty, které jdou zprava doleva, prifadime loupezniku B.

Nyni se zamysleme nad vstupy, které by nam mohly délat neplechu.
Naprtiklad seznam prfedmétii 1 1 1 by se do pouzdra velikosti alespon
1.5 snadno vesel, ale my musime odpovédét NE, protoze jej rozdélit
pro dva loupezniky nelze.

i
i
i
i
i
I
I
. Mohli bychom tedy zkusit nastavit, aby zacatek i konec lupu kon¢il
! ve stejném bodé metru — napiiklad tak, Ze na zacatek i konec pfidame
I tsek dlouhy jako celé pouzdro.

Tim by urcité odpadl pfipad 1 1 1. Jak by takova uprava vstupu
vypadala, vidite na obrazku. Bohuzel ndm po chvili tivah dojde, ze
by ndm také odpadl piipad 1 3 1 1, ktery ovSem rozdélit jde.

Podivejme se na vstup 1 3 1 1 a zamysleme se, jak nasi
tvahu vylepsit. Na dal$im obrazku jsme jej zakreslili
tak, aby se uloZzeni metru podobalo grafu funkce, ktery
zacind a konci v nule.

Kazdé rozdélitelné zadani Dvou loupezniki jde takto na-
kreslit — prosté jednu ¢ast kresleme jako rostouci tsecky
a druhou jako klesajici.
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Mizeme tedy vhodnou tpravou naseho vstupu pro Loupezniky zajistit, aby feSeni
Metru presné odpovidalo grafu takovéto funkce?

Ano, stadi jen trochu upravit napad, ktery jsme méli pied par odstavci. Potfebujeme
totiz v Metru povolit, abychom mohli vstoupit na grafu i do ,zdpornych hodnot®.

Na zacatek metru tedy vlozme tusek o velikosti k, coz bude také velikost pouzdra.
Ten se da do pouzdra vlozit jen tak, Zze jeho konec bude na okraji pouzdra. Dalsi
usek si tedy také zvolme — tentokrat jako k/2. Z okraje pouzdra jsme se tedy dostali
presné doprostied. To bude nas pocatek grafu.

Dale uz pokladejme tseky o velikosti stejné, jako byly hodnoty na vstupu Dvou
loupezniki, a ve stejném potradi. Abychom se ujistili, Ze na konci opravdu nase
funkce skonéi v nule, pridejme jesté jeden tsek délky k/2 a za néj tsek délky k.

Nyni uz vime, co od k chceme — abychom nefekli zbytecné NE, pokud bychom
nemeéli dostateény rozsah na jejich poskladani. Bude nam stacit nastavit
k = o, ale klidné bychom mohli mit pouzdro i vétsi.

Prevod je dokonén, pojdme si tedy ukazat, Ze je korektni.

Uz béhem rozboru jsme si rozmysleli, ze feSeni Dvou loupeznikti existuje
pravé tehdy, kdyz existuje nakresleni lupu jako grafu funkce tak, Ze graf
zacind i konc¢i v nule.

V nasi konstrukeci plati, ze metr lze vlozit prave tehdy, kdyz ¢ast odpovidajici
lupu loupeznikti zac¢iné a konéi uprostied pouzdra — a to plati pravé tehdy,
kdyz existuje onen graf funkce zac¢inajici a koncici v pocatku.

Slozenim téchto ekvivalenci dostaneme, Ze nas prevod odpovi ANO na Metr pravé
tehdy, kdyz problém Dva loupeznici Sel vyfesit, a tedy je vSe v poradku — Metr je
NP-tézky.
Pro formdlni spravnost si jesté povézme, Ze rozdéleni metru (informace o tom, kde
metr zacind a v jakém sméru jej zlomit) je polynomidlné velkym certifikdtem k na-
Semu problému, a Metr je tedy v NP. Obé tvrzeni spojime dohromady a dostavame,
ze Metr je NP-tplny.

Martin Bohm
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