Mili resitele!

Jaro se jiz kriucek po kricku blizi k ndm. Vlastné se spis plizi plizek po pluzku... Pro ty z Vas, ktefi
i v tomto jarnim ¢ase maji chut k feSeni KSP, je tady dal$i a v tomto roce jiz posledni série. S ni by

Vam méla prtijit i roc¢enka minulého rocéniku.

K blizicimu se jaru patfi jarni tklid. Ten se nevyhne ani nasim webovym strankdm, kde brzy kromé
zadani v HTML najdete i verzi pro tisk, ktera je ve stejném formatu jako ta, kterou prave drzite v ruce.
A kromé jarniho tklidu ndam jaro prineslo také nového kamardda —

Odesilani feSeni po Internetu alias Postovsky panacek zatim vypada slibné, takze bude pfipraven pfijimat
i Vase Feseni ¢tvrté série. OvSem pozor na to, Ze je pedant a feSeni pfijima jen do dne odeslani véetné.

Aktualni informace o KSP muizete nalézt na Internetu na http://ksp.mff.cuni.cz/, dotazy organizatorim

je mozno posilat e-mailem na adresu ksp@mff.cuni.cz.

Zadani ¢tvrté série Sestnactého roéniku KSP

Mnichova posedlost aneb

Hanoi strikes back 10 bodu

16-4-1

Vsichni jisté vite, co jsou to Hanojské véze. Jedna se o tfi
koliky, na kterych je nasazeno celkem N diski riiznych ve-
likosti. Na zacatku jsou vsSechny disky nasazeny na kraj-
nim koliku a uspordddny podle velikosti (dole lezi nejvétsi
disk). Vagim tkolem je pfemistit vSechny disky na jiny ko-
lik a pritom dodrzet pravidlo, ze vzdy musi mensi disk lezet
na vétsim.

Mnichtim v Tibetu se v ¢asech ddvno minulych zjevil sam
Biihdha a slibil jim, ze az pfesunou v Hanojskych vézich
64 diskt z jednoho koliku na jiny, svét bude u konce. A mni-
chové se snazi jim zadany kol splnit jiz po tisicileti, protoze
k tomu potiebuji (jak jisté vite) 264 — 1 piesunti.

Vzhledem k tomu, Ze je to prace velmi jednotvarna, stalo se
jednou, Ze do mnicha Askejtdka vstoupil démon Kazisvét,
ktery nechce, aby svét skondil (jinak by ho uz nemohl dal ka-
zit). Mnich pod vlivem Kazisvéta pfesouval disky sice podle
pravidla, Ze mensi disk musi lezet na vétsim, avSak vibec
nedodrzoval jiz tisice let stanoveny postup. Poté, co Ka-
zisvét odesel, mnisi zjistili, Ze viibec nevédi, jak dal. Ale Vy
jisté védét budete.

Na vstupu dostanete pocet diski N. Predpokladejte, ze dis-
ky jsou o¢islovany podle velikosti od nejvétsiho (1) k nej-
mensimu (V). Dale dostanete popis situace na Hanojskych
vézich (jaké disky jsou na kterych kolicich; uvédomte si,
7e poradi diskt na koliku je urceno vzdy jednoznacné). Va-
$im tkolem je Fici, na jaky kolik bude pro mnichy nejvyhod-
néjsi vSechny disky nakonec nasadit a kolik k tomu budou
potfebovat krokd. Mizete pro jednoduchost predpokladat,
7e pocet potrebnijch krokd bude mensi nez 264 — 1.

Priklad: Pokud N = 7 a na prvnim koliku jsou disky 6,7,
na druhém koliku disk 5 a na tretim koliku disky 1,2, 3, 4,
je pro mnichy nejvyhodnéjsi pfemistit vSsechny disky na ko-
lik ¢islo tfi. Dokéazou to pomoci ¢tyf presunt.

16-4-2 Technologické trable 8 bodu

Jedna nejmenovand pocitacova spolec¢nost neddvno zvetej-
nila, Ze hodld vrhnout na trh naprosto originalni novin-
ku mezi tloznymi zafizenimi. Jeji naprosta nepiekonatelna
moderni nedostizna a prosté skvéla prednost tkvi v tom,
ze bude mit nekonec¢nou kapacitu.

Toto tlozné zafizeni slouzi k uchovani nekonecné mnoha
celych ¢isel. Jednotliva ¢isla jsou uloZena v burikéach, které
jsou ocislovany ptirozenymi ¢isly, a navic plati, Ze obsahy
pamétovych bunék jsou uloZeny ve vzestupném poradi.

Spolecnost se ovSem natolik vycerpala nékolikatydenni leta-
kovou, novinovou, televizni a billboardovou propagandou,
7e jiz neni schopnda napsat program, ktery bude s propago-
vanym zafizenim zachézet.

Vasim tkolem je napsat program, ktery najde zadanou hod-
notu v nekonecné velkém vzestupné uspordadaném poli se
zacatkem. Pozor na to, Ze jednotlivé hodnoty se mohou opa-
kovat. Protoze toto pole je nekonecné velké, nemtizete ho
dostat na vstupu. Hodnoty toho pole budete zjistovat tak,
ze se budete zafizeni ptat na hodnotu v konkrétni paméto-
vé buiice (pro nds to znamend, Ze se budete ptat uzivatele).
Vysledkem programu mé byt éislo pamétové buitky, kde se
hledand hodnota vyskytuje, pfipadné —1, pokud se hledané
hodnota v zarizeni nevyskytuje viibec.

Dilezité na Vasem programu je to, kolik hodnot si z po-
pisovaného zafizeni vyzada. Zkuste také dokazat, ze Vase
FeSeni je optiméalni (pokud opravdu je).

Priklad: Hledand hodnota je 15, odpovédi na dotazy jsou
tyto: v buiice 1 je uloZena hodnota —8, v buiice 3 je 14
a v butice 4 je hodnota 16. Vysledek programu je —1.

16-4-3 Stavka programatoru 10 bodu

Pondéli rdno. Ustiedi televize TeleNovela. Telefon zvond.
»Prosim?“ _ Pane tediteli, hroznd véc! Programdtori stdv-
kujt, pry Ze i programdtor md prdvo na lidskd prdava!* ,Ale
my jsme televize TeleNovela. Tohle nds vibec nezajimd.“
To samé pondéli rano. Ustiedi televize CNN. Telefon zvo-
ni. ,,Prosim?“ | Pane tediteli, hroznd véc! Programdtori
stavkuji, pry Ze i programdtor md pravo na lidskd prava!“
10 je ale hriza! O tom musime natocit reportdz!“
Programatofi ve znamém mésté Jsi-li con, vdlej se rozhodli
usporadat stavku. Chtéji mit vSechna lidska prava, hlavné
prévo dostat za praci pfimérenou odménu. Vétsina z nich
je totiz netinosné pieplacena. A oni chtéji spravedlnost.

Mésto si milzeme predstavit jako pravouhlou sit ulic, kte-
rych je ve vodorovném i svislém sméru N. Ulice si oéislu-
jeme, ty vodorovné odspoda, ty svislé zleva. Kazdou kii-
Zovatku miZeme oznacit dvojici (z,y), kde x je ¢islo ulice
svislé a y je ¢islo ulice vodorovné.

Programatofi budou postupné stavkovat na M rtiznych kii-
zovatkach. A televize CNN chce o vSech stavkach natocit
reportaz. K tomu, aby natocili reportaz o stavce na kiizo-
vatce (x,y) vSak nemusi byt pfimo na této kfizovatce, ale
staci, kdyz jsou ve svislé ulici x nebo ve vodorovné ulici y
(maji totiz velmi dobré objektivy).

Televize CNN m4 ustfedi na kfizovatce (cnng,cnn,). Ma
k dispozici bohuzel jediny viiz, ktery na zacatku vyjede



z Ustiedi, nafilmuje vSech M stavek v poradi, v jakém se
budou konat, a vrati se zpét do ustfedi. Vasim tkolem je
naplanovat jeho cestu tak, aby nafilmoval vSechny stavky
(jak uz bylo fedeno, nemusi byt pfimo u stavky, staci, kdyz
bude na ulici prochézejici k¥izovatkou stavky) a jeho cesta
byla nejkratsi mozna.

Priklad: Pro N = 4, M = 3, stavky na kfizovatkach v pora-
di (1,4), (4,1), (3,4) a pro centrum CNN (2, 2) je nejkratsi
mozné cesta filmového vozu « | ——1«.

16-4-4 Dlouhoprstova zapeklita hra 10 bodu

Dlouhoprstova hrabivost byla sice jeho vitézstvim nad pi-
raty na chvilku utlumena, ale jeho sebevédomi ponékud
stouplo. A tak si fekl, Ze kdyZ uz je jednou na cesté do pek-
la, aby upsal dablu dusi za pér stiibriak, tak tam dojde.

V pekle byl Dlouhoprst Satanem pékné uvitan, ale navrh,
ze upise svou dusi, mu neprosel. Satan tvrdil, ze Dlouhoprs-
tova duse skonci tak jako tak v pekle, takze pro¢ by mu za
to mél jesté platit. Nicméné souhlasil, Ze si s Dlouhoprstem
zahraje karetni hru.

Hraje se na jedné strané o Dlouhoprstiiv zivot, o truhlu st¥i-
brnékt na strané druhé. Hry prsi se samoziejmé v horoucim
pekle boji jako kiiZe a ani s maridSem Satan nesouhlasil. Vi-
dél totiz Dlouhoprstovy rukavy nadité falesnymi kartami.
A tak Satan navrhl hru vlastni.

Hraje se se specidlnimi pekelnymi kartami, kazda karta je
oznafend bud malym nebo velkym pismenem nebo &isli-
ci. Satan pred sebe polozi dvé fady karet, obé v néjakém
konkrétnim poradi. V jedné tadé je karet N, v druhé M.
V kazdé fadé otoci néjaké karty vzhiru rubem a néjaké li-
cem. Kazdou fadu tedy mizeme zaznamenat jako posloup-
nost malych a velkych pismen a éislic (to jsou konkrétni
karty), otazniki (préve jedna libovolna karta) a hvézdicek
(0 a vice libovolnych karet).

Protoze Satan vi o Dlouhoprstovych falesnych kartach, do-
stal Dlouhoprst za kol vytdhnout z ttrob svého obleku
takovou nejkratsi posloupnost karet, ze mtize byt stejné ja-
ko obé Satanovy fady karet. Pfipadné ma fici, Ze to neni
mozné. Pokud je nejkratsich posloupnosti vice, stac¢i libo-
volné z nich.

Priklad: Pokud jsou Satanovy fady karet t72*f? a txfg,
Dlouhoprst ma vytahnout naptiklad karty tX2fg.

16-4-5 Obchodnici s destém 10 bodu

Pro svou praci na novém operac¢nim systému potiebujete
spolehlivy generator pseudondhodnych ¢isel. A to takovy,
ktery bude generovat nelokéalni posloupnosti ndhodnych ¢i-
sel. To jsou takové posloupnosti, jejichz ¢leny jsou rozptyle-
né na celém pouzivaném intervalu. Jinak feceno, nejmensi
vzdalenost mezi dvéma libovolnymi prvky je pokud mozno
co nejvetsi.

Bohuzel jedina firma, kterd generatory tohoto typu nabizi,
je O. S. Kubal a synové. Tu musite uréité znat. Je to jedina
spolec¢nost, kterd dokéazala prodat tisic kusi lednic¢ek znacky
,Mrazik“ Eskymadakum, patentovala si v USA perpetuum
mobile a dokézala si prodat vlastni nos mezi svyma oc¢ima.

Ale protoze znate O. S. Kubala i jeho syny a chcete, aby
generator doopravdy fungoval, rozhodli jste se ho nejprve
vyzkouSet. A k tomuto ucelu si potiebujete napsat nasle-
dujici program.

Na vstupu dostanete N a K. Pak budete postupné nacitat
N rtznych nadhodnych ¢isel. Hned po nacteni jednoho na-

hodného ¢isla (kromé prvniho) vypiSete, jaky je nejmensi
rozdil mezi libovolnymi rtiznymi dvéma z poslednich K na-
¢tenych ndhodnych cisel.
Priklad: Pro N = 6, K = 3 ma vypadat vstup a vystup
programu nasledovné:
ndhodné cislo

5

7

4

15

6

20

aktudlni nejmensi rozdil

TN W N

16-4-6 Sikma véz v Kocourkové 10 bodu

V Kocourkové se radni burtipani rozhodli, Ze si postavi Sik-
mou véz. Vsichni s jejich navrhem souhlasili a vSichni chtéli
pomoci. Sildk se hned nabidl, Ze vykopd do zemé diru, aby
byla véz sikmé, Bohemina tvrdila, Ze z hromady vajec do-
kéze udélat skvélou maltu, Zpivarotti slibil, Ze za trochu

piva zazpiva a vSem pujde prace pékné od ruky.

Brzy (po nékolika postavenych vézich) ale zjistili, Ze to ne-
bude tak jednoduché. Neékteré tkoly bylo totiz nutné vy-
fesit prfed tim, neZ jiné zacnou. Sildk bohuzel nedokézal
pod jiz postavenou vézi vykopat dost velkou diru, aby véz
byla sikma. A i kdyz LamZelezo byl sildk a s velkym roz-
béhem zvladl vybourat dvefe v jiz postavené zdi, postavit
zed i s dvefmi bylo preci jen lepsi.

Dale zjistili, Ze néjaké prace jsou klicové. Zpozdéni takovych
klicovych praci totiz vede ke zpozdéni celé stavby. A protoze
chtéji mit Kocourkovsti véZz postavenou co nejdiive, poslali
si pro Vas, abyste jim pomohli.

Vas program dostane na vstupu IV, coz je pocet pracovnich
tkont, které je tieba k postaveni véze vykonat. U kazdého
tkonu vite dobu, jakou trva, a déale seznam jinych tkont,
které musi byt dokonceny pfed tim, nez zacne prace na
tomto tkonu. Vystupem programu by mélo byt bud slovo
ynelze*, pokud véz postavit viibec nejde (napfiklad Zpiva-
rotti zpiva jen za pivo a hospodsky chce dat pivo jen za
dousek pékného zpévu). Pokud véz postavit jde, mél by
Vas program vypsat nejmensi dobu, za jakou mohou Ko-
courkovsti véz postavit, a ty tkony, které jsou klicové.

Priklad: N = 5, ikon 1 trva 4 ¢asové jednotky, ikkon 2 trva
2 Casové jednotky, tkon 3 trva 5 casovych jednotek, tikon 4
trva 10 c¢asovych jednotek a tikon 5 trva 2 casové jednotky.
Ukon 2 je mozné zacit, az kdyz jsou hotové tkony 1 a 3.
Ukon 4 miize zacit az po skoncéeni tkonti 5 a 2.

Tehdy lze véz postavit za 17 Casovych jednotek a klicové
jsou tkony 2, 3 a 4.

Sva feSeni nam zasilejte do 31. kvétna 2004 na adresu:
Korespondenéni seminaf z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské nameésti 25
118 00 Prahal



Recepty z programatorské kucharky

V nedédvném vydani programétorské kuchaiky jsme se za-
byvali tfidénim dat, tentokrate si povime, jak v uspotfada-
nych datech néco efektivné najit a jak si data udrzovat sté-
le usporadana. K tomu se nam bude hodit zejména binarni
vyhledavani a rtizné druhy vyhledavacich stromd.

Binarni vyhledavani. Predstavte si, Ze jste k narozenindm
dostali obrovské pole setfidénych zédznami (to je, pravda,
trochu netradi¢ni dérek, ale pro¢ ne — mize to byt tre-
ba telefonni seznam). Zaznamy mohou vypadat libovolné a
to, Ze jsou setfidéné, znamena jen a pouze, ze T1 < Ty <
... < xn, kde < je néjaka relace, ktera nam rekne, ktery ze
dvou zdznamti je mensi (pro jednoduchost predpokladame,
Ze za4dné dva zadznamy nejsou stejné).

Co si ale s takovym polem poc¢neme? Zkusime si v ném
najit néjaky konkrétni zaznam z. To mizeme udélat tie-
ba tak, Ze si nalistujeme prostfedni zéznam (oznacime si
ho x,,) a porovnidme s nim nase z. Pokud z < x,,, vime,
7e se z nemitize vyskytovat ,napravo® od x,,, protoze tam
jsou vSechny zaznamy vétsi nez x,, a tim spiSe neZ z. Ana-
logicky pokud z > =z,,, z se nemlze vyskytovat v prvni
poloviné pole. V obou pfipadech nam zbude jedna polovina
a v ni budeme pokracovat stejnym zptisobem. Tak budeme
postupné zmensovat interval, ve kterém se z mtize nacha-
zet, az budto z najdeme nebo vylouc¢ime vSechny prvky, kde
by mohlo byt.

Tomuto principu se obvykle tika bindrni vyhleddvdni nebo
také hleddni ptulenim intervalu a snadno ho naprogramuje-
me budto rekursivné nebo pomoci cyklu, v némz si budeme
udrzovat interval (I,7), ve kterém se hledany prvek muze
nachézet:

function BinSearch(z : integer):integer;

var 1l,r,m : integer;

begin
1 :=1; { interval, ve kterém hledame }
r := N

while 1 <= r do begin { je3té& neni prazdny }
m := (1+r) div 2; { stfed intervalu }
if z < x[m] then
ro:

= m-1 { je vlevo }

else if z > x[m] then

1 :=mt+l { je vpravo }
else begin { Bingo! }
hledej := m;
exit;
end;
end;
hledej := -1; { nebyl nikde }

end;

Vsimnéte si, ze prichodt cyklem while mize byt nejvyse
[logy N, protoZe interval (I, ) na po¢atku obsahuje N prv-
ki a v kazdém prichodu jej zmensime na polovinu (ve sku-
tefnosti jesté o jednicku, ale tim lépe pro néas), takze po k
priichodech bude interval obsahovat nejvyse N/2% prvki.
Jenze pokud by k bylo vétsi nez log, N, bude N/2%F < 1 a
tehdy se algoritmus uréité musi zastavit. Casové slozitost
bindrniho vyhleddvéni tedy bude O(log N). [Zaklad loga-
ritmu nemusime psat, protoze log,b = log.b/log.a, ¢ili
logaritmy o rtiznych zakladech se lisi jen konstantou, ktera
se ,schovd do O-¢ka.]

Hledani ptilenim intervalu je tedy velmi rychlé, pokud ma-
me moznost si data predem setiidit. Jakmile ale potfebuje-
me za béhu programu pfidavat a odebirat zaznamy, pota-
Zeme se se zlouw: budto budeme mit zdznamy uloZené v poli,
a pak nezbyva nez pfi zatfidovani nového prvku ostatni
,<rozhrnout“, coz mtze trvat az N krokt, a nebo si je bu-
deme udrzovat v néjakém seznamu, do kterého dokazeme
pridavat v konstantnim case, jenze pak pro zménu nebude-
me pfi vyhledavani schopni najit tolik potfebnou polovinu.
Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:

Vyhledavaci stromy. Pfedstavme si, jakymi vSemi moznymi
cestami se muze v nasem poli binarni vyhledavani ubirat.
Na zacatku porovnavame s prostfednim prvkem a podle
vysledku se vyddme jednou ze dvou moznych cest (nebo
rovnou zjistime, Ze se jedna o hledany prvek, ale to neni moc
zajimavy pifipad). Na kazdé cesté nds zase ¢ekd porovnani
se stfedem prislusného intervalu a to nas opét posle jednou
ze dvou dalsich cest atd. To si mizeme piehledné popsat

pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude od-
povidat celému poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému
budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici
prislusné prostiedni prvky) a tak dale. Ovsem jakmile zna-
me tento strom, mizeme nas piilici algoritmus provadét pti-
mo podle stromu (ani k tomu nepotiebujeme vidét ptvodni
pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, po-
rovname a podle vysledku se budto pfesuneme do levého
nebo pravého podstromu a tak dale. Kazdy pribéh algo-
ritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z kofene stromu
do hledaného vrcholu z.

Ted si ale vSimnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu
fungovalo, strom viibec nemusel vzniknout pfesné ptlenim
intervalu — stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, Ze vSech-
ny hodnoty v levém podstromu jsou mensi nez tento vr-
chol a naopak hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani
v témze poli by tedy popisovaly nasledujici stromy (napf.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromt samoziejmé uz ne-
musi mit péknou logaritmickou slozitost (kdyz bychom hle-
dali podle ,degenerovaného* stromu z pravého obrazku, tr-
valo by to dokonce linedrné). Dtilezité ale je, ze takovéto
stromy se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pfi tro-
Se Sikovnosti mtizeme udrzet dostatecné podobné idedlnimu
puleni intervalu. Pak bude hloubka stromu stéle O(log N)
(a tedy i Casova slozitost hledani a, jak za chvilku uvidime,
i dalsich operaci).

Definice. Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme
pravé vymysleli:

Bindrni vyhleddvaci strom (po doméacku BVS) je budto
préazdna mnozina nebo koren obsahujici jednu hodnotu a
majici dva podstromy (levy a pravy), coZ jsou opét BVS,



ovSem takové, ze vSechny hodnoty ulozené v levém podstro-
mu jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi
nez vsechny hodnoty ulozené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy
podstrom, pak kofentim téchto podstromt (pokud nejsou
prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu z a na-
opak vrcholu x budeme fikat otec téchto synti. Pokud je
néktery z podstromt prazdny, pak vrchol z pfislusného sy-
na nemdé. Vrcholu, ktery nemd zadné syny, budeme fikat
list vyhledavaciho stromu. VSimnéte si, ze pokud z ma jen
jediného syna, musime stale rozliSovat, je-li to syn levy ne-
bo pravy, protoze potifebujeme udrzet spravné usporadani
hodnot. Také si v§imnéte, ze pokud zname syny kazdého
vrcholu, miizeme jiz rekonstruovat vSechny podstromy.

Kazdy BVS také mtzeme popsat velmi jednoduchou struk-
turou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;

vrchol = record
1, r : pvrchol; { levy a pravy syn }
X integer; { hodnota }

end;

Pokud néktery ze synid neexistuje, zapiSeme do piislusné
polozky hodnotu nil.

Find. V fe¢i BVS miZeme pfeformulovat nas vyhledavaci
algoritmus takto:

function TreeFind(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachézi, nebo nil, neni-1i. }
begin
while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin
if x<v~.x then

v :=v~.1
else
v :=v'.r
end;
TreeFind := v;

end;

Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je
hloubka stromu, protoze zacina v kofeni a v kazdém pri-
chodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Insert. Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodno-
tu (aniz bychom se ted starali o to, zda tim strom nemtize
degenerovat)? Staci zkusit hodnotu najit a pokud tam jes-
té nebyla, urcité pfi hleddni narazime na odbocku, ktera
je nil. A pfesné na toto misto pfipojime nové vytvoreny
vrchol, aby byl spravné usporddan vzhledem k ostatnim
vrcholtim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pfi hledani jsme
postupné vylouéili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota
byt nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si
ukézeme rekurzivni zachézeni se stromy:

function TreelIns(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prazdny strom => zalozime novy koF¥en }

new(v) ;

v© .1l := nil;
ve.r := nil;
vVT.X = X;

end else if x<v~.x then { vkladéme vlevo }

v~.1l := Treelns(v~.1l, x)
else if x>v~.x then { vkladéme vpravo }
v™.r := Treelns(v~™.r, x);
Treelns := v;
end;

Delete. Mazéani bude o kousicek pracnéjsi, musime totiz roz-
lisit t1i pripady: Pokud je mazany vrchol list, sta¢i ho vymé-
nit za nil. Pokud ma pravé jednoho syna, stac¢i nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna pfepojit k otci v. A pokud ma
syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu
(tu najdeme tak, ze ptjdeme jednou doleva a pak pofad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcho-
lu a v levém podstromu ji pak smazeme (coZ uz umime,
protoZe ma 1 nebo 0 synt). Program néasleduje:

function TreeDel(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Parametry stejné jako Treelns }
var w:pvrchol;
begin
TreeDel
if v=nil then exit
else if x<v”.x then
v™.1 := TreeDel(v~.1l, x) { je8té& hledame x }
else if x>v~.x then
v™.r := TreeDel(v~.r, x)
else begin { nasli jsme }
if (v~.1=nil) and (v".r=nil) then begin
TreeDel := nil; { maZeme list }
dispose(v);
end else if v~.1=nil then begin
TreeDel := v~.r; { jen pravy syn }
dispose(v);
end else if v~.r=nil then begin
TreeDel := v~.1; { jen levy }
dispose(v);
end else begin

1= v;
{ prézdny strom }

{ ma oba syny }

w o= v..l; { hledame max(L) }
while w™.r<>nil do w := w™.r;
ve.x 1= w.x; { prohazujeme }

{ a maZeme pivodni max(L) }
v~.1 := TreeDel(v~.1l, w™.x);
end;
end;
end;

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime pridavat
nebo z néj odebirat prvky, dopadne to takto:

(5)
e Delete 4 @

(5)
e Delete 2 @
@O ©

(4)
e Delete 5 @
ONO

Jak vklddani, tak mazéni opét budou trvat O(h). Ale po-
zor, jejich pouzivanim mize h nekontrolovatelné riist — sami
zkuste najit néjaky priklad, kdy h dosdhne az N.



Prochéazeni stromu. Pokud bychom chtéli v§echny hodnoty
ve stromu vypsat, sta¢i strom rekursivné projit a sama defi-
nice uspofadani hodnot ve stromu nam zajisti, ze hodnoty
vypiSeme ve vzestupném poradi: nejdiive levy podstrom,
pak kofen a pak podstrom pravy. Casova slozitost je, jak
se snadno nahlédne, linearni, protoze stravime konstantni
¢as vypisovanim kazdého prvku a téch je pravé N. Program
opét snadny:
procedure TreeShow(v:pvrchol);
begin
if v=nil then exit;
TreeShow(v~.1);
writeln(v™.x);

{ neni co dé&lat }

TreeShow(v~.r);
end;

Vyvazené stromy. S bindrnimi stromy lze délat vselijaka
kouzla. Ale prakticky vSechny stromové algoritmy maji spo-
le¢né to, Ze jejich casova slozitost je lineadrni v hloubce stro-
mu. (Pravda, pravé ten posledni byl vyjimka, ale vSechny
prvky opravdu rychleji nez linedrné s N nevypiseme.) Jen-
ze jak jsme vidéli, neopatrnym insertovanim a deletovanim
prvk® mohou snadno vznikat vSelijaké degenerované stro-
my, které maji linearni hloubku. Abychom tomu zabrénili,
musime stromy vyvaZovat. To znamenda definovat si néja-
ké sikovné omezeni na tvar stromu, aby hloubka byla vzdy
O(log N). Moznosti je mnoho, my uvedeme jen ty nejdtile-

vvvvv

Dokonale vyvizeny budeme fikat takovému stromu, ve kte-
rém pro kazdy vrchol plati, Ze pocet vrcholi v jeho levém a
pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku. Takové stromy
kopiruji déleni na poloviny pfi binarnim vyhledavani, a pro-
to (jak jsme jiz dokdzali) maji vzdy logaritmickou hloubku.
Jediné, ¢im se lisi, je, Ze mohou zaokrouhlovat na obé stra-
ny, zatimco nas ptlici algoritmus zaokrouhloval polovinu
vzdy doli, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez
pravy. Z toho také plyne, Zze se snadnou modifikaci pilici-
ho algoritmu d& dokonale vyvazeny BVS v linearnim case
vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a
Deletu nedé v logaritmickém c¢ase strom znovu vyvazit.

AVL stromy. Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu
uvolnit a vyzadovat pouze, aby se u kazdého vrcholu lisily
o jednicku nikoliv velikosti podstromt, nybrz jejich hloubky.
Takovym stromtm se fikd AVL stromy a mohou vypadat
tfeba takto:

PN

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale
jak je vidét na predchozim obréazku, opacné to platit nemu-
si. To, Ze hloubka AVL stromu je také logaritmické, proto
neni Gplné zfejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech mé hloubku O(log N).

Diikaz: Ozna¢me A, nejmensi mozny pocet vrchold, jaky
muze byt v AVL stromu hloubky d. Snadno vyzkousime,
7e Ay =1, Ay = 2, A3 = 4 a Ay = 7 (pfislusné mini-
mélni stromy najdete na pfedchozim obrazku). Navic plati,
7e Aqg =1+ Ag—1 + Ag_2, protoze kazdy miniméalni strom
hloubky d musi mit kofen a 2 podstromy, které budou opét

miniméalni, protoze jinak bychom je mohli vyménit za mini-
malni a tim snizit pocet vrchold celého stromu. Navic ale-
spoil jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze
jinak by hloubka celého stromu nebyla d) a druhy hloubku
d—2 (podle definice AVL stromu mtize mit d— 1 nebo d—2,
ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrchold).

Spocitat, kolik presné je Ay, neni uplné snadné, ale nam
bude stadit dokazat, ze Aq > on/2 To provedeme indukci:
Pro d < 4 to plyne z ru¢né spocitanych hodnot. Pro d > 4
jepak Ay = 14+ Ag1 + Ag—2 > 2(d=1)/2 4 9(d-2)/2 —
24/2.(271/24.271) > 24/2 (soudet ¢isel v zévorce je ~ 1.207).

Jakmile ale vime, Zze Ay roste s d alesponi exponencialng,
tedy 7e Jc : Ay > ¢?, dikaz je u konce: Mame-li AVL
strom 7' na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu 7' miZe byt maximélné d, protoze
jinak by T' musel mit alesponi A441 vrchold, ale to je vice
nez N. A jelikoz A, rostou exponencialng, je d < log, N,
¢li d = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, ale jesté stale nevime,
jak provadét Insert a Delete tak, aby AVL vyvaZenost za-
chovévaly. Nemtzeme si totiz dovolit strukturu stromu mé-
nit libovolné — stale musime dodrzovat spravné usporadani
hodnot. K tomu se ndm bude hodit zavést si né€jakou mno-
zinu operaci, o kterych dokazeme, ze jsou korektni, a pak
strukturu stromu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci.
Budou to:

Rotace. Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého pod-
stromu) nazveme jeho ,pfekofenéni“ za nékterého ze synt
korene. Misto formélni definice ukazme radéji obrazek:

/a\ /B\ /B\ [\

Strom jsme piekorenili za vrchol y a pfepojili jednotlivé
podstromy tak, aby byly vzhledem k x a y opét uspora-
dané spravné (vSimnéte si, ze je jen jediny zpusob, jak to
udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otoéilo“ po sméru
hodinovych rucicek, rika se takové operaci rotace doprava.
Inverzni operaci (tj. pfekofenéni za pravého syna kofene) se
tika rotace doleva a na nasem obrazku odpovida prechodu
zprava doleva.

Dvojrotace. Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz prove-
deme dvé rotace nad sebou lisici se smérem (tj. jednu levou
a jednu pravou nebo opac¢né). Tomu se ik dvojrotace a
jejim vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka korene
pripojeného ,cikcak®. Radéji opét predvedeme na obrazku:

®
A @
/B\ /o\

Znaménka. Pfi vyvazovani se nam bude hodit pamatovat
si u kazdého vrcholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho
podstromid. Tomu budeme tikat znaménko vrcholu a bude
budto 0, jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom




hlubsi a + pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka,
respektive vrcholy se znaménky znacit &, © a ©.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a
pravou stranu), znaménka se zméni na opacnd (¢ a S se
prohodi, 0 zistane). Toho budeme ¢asto vyuzivat a ze dvou
zrcadlové symetrickych situaci popiSeme jenom jednu s tim,
ze druha se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce n&jakého vrcho-
lu. To mtzeme zafidit budto tak, Ze si do zdznaml popi-
sujicich vrcholy stromu pridame jesté ukazatele na otce a
budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, a nebo
vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli néku-
dy prijit z kofene, celou cestu z kofene si zapamatujeme
v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz
s chuti do toho:

Vyvazovani po Insertu. KdyZ provedeme Insert tak, jak
jsme ho popisovali u obecnych vyhledavacich stromd, pfi-
bude nam ve stromu list. Pokud se tim AVL vyvazenost
neporusila, stac¢i pouze opravit znaménka na cesté z nové-
ho listu do kofene (vSude jinde zfistala zachovana). Paklize
porusila, musime s tim néco provést, konkrétné ji Sikovné
zvolenymi rotacemi opét opravit. Popiseme algoritmus, kte-
ry bude postupovat od listu ke kofeni a vSe potfebné zaridi:

Nejprve ptidani listu samotné:
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Pokud jsme ptidali list (bez 0jmy na obecnosti levy, ji-
nak vytesime zrcadlové) vrcholu se znaménkem ©, zménime
znaménko na © a posleme o patro vys informaci o tom, ze
hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou).
Pridali-li jsme list k €, zméni se na ® a hloubka podstro-
mu se neméni, takze miizeme skoncit.

Nyni rozebereme ptipady, které mohou nastat na vyssich
hladinach, kdyz ndm z néjakého podstromu ptijde Sipka.
Opét budeme predpokladat, ze prisla zleva; pokud zprava,
vyresime zrcadlové. Pokud pfisla do & nebo ®, osetfime to
stejné jako pri pridani listu:

oﬁé ’Qﬂ

Pokud ale vrchol z méa znaménko &, nastanou potize: levy
podstrom m4 ted hloubku o 2 vy$si nez pravy, takze musime
rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je znaménko
vrcholu y pod Sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést.
Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to do-
padne s hloubkami jsme pfikreslili do obrazku — pokud si

hloubku podstromu A oznacime jako h, B musi mit hloub-
ku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout,
Ze v x jsme jeSté © nepfepoditali (vede tam pfeci Sipka),
takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom o 2 hladiny hlub-
§$i nez pravy (ptivodni hloubky jsme na obrazku naznacili
v [z&vorkach]). Po zrotovéni vyjdou u « i y znaménka © a
celkova hloubka se nezméni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvoj-
rotaci. (Nemize se ndm stat, ze by z neexistovalo, protoze
jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete na obrazku.
Jelikoz z mutize mit libovolné znaménko, jsou hloubky pod-
stromd B a C budto h nebo h — 1, coz znac¢ime h™. Podle
toho pak vyjdou znaménka vrchold z a y po rotaci. Kazdo-
padné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova hloubka se neméni,
takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyfesime velmi
snadno: vSimneme si, ze nemize nastat. Kdykoliv totiz po-
sildme Sipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni otdzka: jak
to, Ze @ muZe nastat?)

Vyvaiovéni po Deletu Vyvaiové,ni po Deletu je trochu ob—
rozebereme zakladni situace: odebirame hst (BUNO levy)
nebo vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny
syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

FC g0

Sipkou dolti zna¢ime, Ze o patro vys posildme informaci
o tom, Ze se hloubka podstromu snizila o 1. Pokud Sipku
dostane vrchol typu © nebo ®, vyresime to snadno:

b e

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy sipku do-
stane @. Tehdy se musime podivat na znaménko opacného
syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, Ze opac¢ny syn
ma @:




Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova
hloubka stromu se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat
Sipku o patro vys.

Pokud by y byl ©:

h+1 h+1 h  h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze cel-
kova hloubka se nezmeénila.

Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl &:

V tomto piipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje,
jelikoz y je typu ©), vrcholy x a y obdrzi znaménka v za-
vislosti na pivodnim znaménku vrcholu z a cely strom se
snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end. Jak pii Insertu, tak pfi Deletu se ndm podafi-
lo strom upravit tak, aby byl opét AVL stromem, a trva-
lo ndm to linedrné s hloubkou stromu (konédme konstantni
praci na kazdé hlading), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete
samotny. Jenze o AVL stromech jsme jiz dokézali, ze maji
hloubku vzdy logaritmickou, takze jak hledani, tak Insert
a Delete zvladneme v logaritmickém case (vzhledem k ak-
tudlnimu poc¢tu prvka ve stromu).

Dalsi typy stromu. AVL stromy samoziejmé nejsou jediny
zpusob, jak zavést stromovou datovou strukturu s logarit-
micky rychlymi operacemi. Dalsi jsou tfeba:

o Cerveno-Cerné stromy — ty si misto znamének vrcholy
barvi, kazdy je budto ¢erveny nebo ¢erny a plati, Ze ni-
kdy nejsou dva ¢ervené vrcholy pod sebou a ze na kazdé
cesté z korene do listu je stejny pocet cernych vrcholu.
Opét je hloubka stromu logaritmické, po Insertu a Dele-
tu barvy opravujeme prebarvovanim na cesté do kotfene
a rotovanim, ovSem je potfeba rozebrat podstatné vice
pripadt nez u AVL stromi. (Za to jsme ale odménéni
tim, Ze nikdy nedéldme vice nez 2 rotace.)

2-3-stromy — v jednom vrcholu nemame ulozenu jednu
hodnotu, nybrz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo
3, odtud nazev). Hloubka opét logaritmické, vyvazovani
fesime pomoci spojovani a rozdélovani vrchold.

Splay stromy — nezavadime zadnou vyvazovaci podmin-
ku, nybrz definujeme, ze kdykoliv pracujeme s néjakym
vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do kofene a pokud to
jde, preferujeme dvojrotace. Takové operaci se rika Splay
a daji se pomoci ni definovat operace ostatni: Find hod-
notu najde a poté na ni zavola Splay. Insert si nechd vy-
splayovat predchtidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol
mezi predchidce a jeho pravého syna. Delete vysplayuje

magzany prvek, pak uvniti pravého podstromu vysplayu-
je minimum, takze bude mit jen jednoho syna a muze-
me jim tedy nahradit mazany prvek v kofeni. Jednotli-
vé operace samoziejmé mohou trvat az linearné dlouho,
ale da se o nich dokazat, ze jejich amortizovand slozitost
(co to je, najdete v kuchafce k pfedchozi sérii) je vzdy
O(log N). To u vétsiny pouziti sta¢i (datovou struktu-
ru obvykle pouzivate uvniti néjakého algoritmu a zajiméa
vés, jak dlouho bézi vSechny operace dohromady) a navic
je Splay stromy daleko snazsi naprogramovat nez néjaké
vyvazované stromy. [Mimo to maji i jiné krasné vlastnos-
ti: prizptisobuji sviij tvar cetnostem hledani, takze ¢asto
hledané prvky jsou pak bliz ke kofeni, snadno se daji
rozdélovat a spojovat atd.]

Treapy — randomizované vyvazované stromy: néco mezi
stromem (tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfifa-
dime vdhu, coz je ndhodné ¢islo z intervalu (0, 1). Strom
pak udrzujeme uspotfadany stromové podle hodnot a hal-
dové podle vah (v§imnéte si, Ze tim je jeho tvar uren jed-
noznacné). Insert a Delete opravuji haldové uspofadani
velmi jednoduse pomoci rotaci. Casova slozitost v prii-
mérném piipadé je O(log N).

BB-a. stromy — zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym
smérem: zvolime si vhodné ¢islo a a vyzadujeme, aby
se velikost podstromii kazdého vrcholu lisila maximalné
a-krét (prazdné podstromy néjak oSetfime, abychom ne-
délili nulou; dokonald vyvazenost odpovidd o = 1 [aZ na
zaokrouhlovéni]). V kazdém vrcholu si budeme pamato-
vat, kolik vrcholtl obsahuje podstrom, jehoz je kofenem,
a po Insertu a Deletu prepocitame tyto hodnoty na cesté
zpét do kofene a zkontrolujeme, jestli je strom jesté stale
a-vyvazeny. Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém
se velikosti podstromt pfrilis 1isi, a vSe od tohoto mista
dolit znovu vytvorime algoritmem na vyrobu dokonale
vyvazenych stromt. Ten, pravda, bézi v linedrnim case,
ale ¢im vétsi podstrom prebudovavame, tim to délame
méné ¢asto, takze vyjde opét amortizované O(log N) na
operaci.

Cviéeni. Nékolik véci, které se do kuchafky uz nevesly, ale
muzete si je zkusit vymyslet:

1. jak konstruovat dokonale vyvazené stromy
2. jak pomoci toho naprogramovat BB-« stromy

3. algoritmus, ktery k prvku ve stromu najde jeho nasled-
nika, coz je prvek s nejblizsi vyssi hodnotou (zde pied-
pokladejte, ze ke kazdému prvku mate ulozeny ukazatel
na jeho otce)

4. jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a bude-
te postupné hledat nasledniky (i kdyZ nalezeni naslednika
mize trvat az O(h), vSimnéte si, Ze projiti celého stromu
pres nasledniky bude linearni)

5. jak do vrcholt stromu ukladat rizné pomocné infor-
mace, jako tfeba pocet vrcholti v podstromu kazdého vr-
cholu, a jak tyto informace pfi operacich se stromem udr-
zovat (pii Insertu, Deletu, rotaci)

6. ze libovolny interval (a, b) lze rozlozit na logaritmicky
mnoho intervaltt odpovidajicich podstromtm

7. a ze zkombinovanim ptedchozich dvou cviceni lze od-
povidat i na otazky typu ,.kolik si strom pamatuje hodnot
ze zadaného intervalu“ v logaritmickém case. . .



Nékolik poznamek na zavér.

e Pokud zaznamy muzeme jenom porovnavat, je binarni
vyhledavani nejlepsi mozné. Je totiz vzdy popsano néja-
kym binarnim stromem a bindrni strom s N vrcholy musi
mit vzdy hloubku alespoii |log N |.

Pokud bychom ale predpokladali, Zze se zdznamy miize-
me zachéazet i jinak, daji se nékteré operace provadét i
v konstantnim ¢ase (alesponl primérnég). K tomu se hodi
napiiklad hashovdni, a to si popiSeme v nékteré z kucha-
fek v pristim rocniku KSP. Jeho nevyhodou ovSem je, Ze
udrzuje jenom mnozinu prvki, nikoliv uspofadani na ni,
takze napftiklad nelze najit k zadanému prvku nejblizsi
vyssi.

e Pokud bychom pripustili, ze se mohou vyskytnout dva
stejné zaznamy, bude vSe také fungovat, jen si musime
dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno pf¥i operacich se
stromem muze nastat.

Jakpak pfisly AVL stromy ke svému jménu? Inu, podle
svych objevitelt pantt Adelsona-Velského a Landise.
Rekurenci Ag =1+ Ag_1 + Ag_o, A1 =1, Ay = 2 pro
velikosti minimalnich AVL stromu je samoziejmé mozné
vytesit i presné. Zadné piekvapeni se nekond, objevi se

totiz stard znaméa Fibonacciho ¢isla: A, = Fj10 — 1.

Dnesni menu vam servirovali
Martin Mares a Tomas Valla

Vzorova feSeni treti série Sestnactého roéniku KSP

16-3-1 Fyzikova blecha

Tak jak to vsechno dopadlo... U nékterych feSeni by se
blecha urazila nebo dokonce pfimo unudila, nez by dosta-
la feSeni. Tim myslim pfedevsim algoritmy s exponencidlni
¢asovou slozitosti, uz daleko lepsi byly kvadratické a nej-
lepsi algoritmy byly se slozitosti O(N log N). A takovy si
zde ukéazeme.

Jak tento blesi problém vyfeSime? Zacneme tim, Ze si plo-
Sinky utfidime podle y-ové soufadnice. Pfedpokladejme,
7e u konct kazdé plosinky vime, na jakou jinou plosinku
z tohoto konce blecha spadne. Budeme probirat plosinky
podle stoupajici y-ové souradnice a u kazdé plosinky si bu-
deme u obou konct pocitat nejkratsi cestu na podlahu. To
provedeme tak, Ze zkusime ze zpracovavaného konce plo-
Sinky spadnout na nizs{ plosinku (vime na kterou). Protoze
plosinka, na kterou dopadneme, je niZz nez zpracovavana,
uz u ni zname nejkratsi cestu z obou konct — vybereme si,
zda jit doleva nebo doprava, aby byla cesta co nejkratsi.

Cely tento postup zvlddneme v ¢ase O(N), protoze u kazdé
ploginky udé&ldme jen konstantné mnoho operaci (zjistime
na kterou plosinku spadneme, jak bude dlouhd cesta kdyz
po dopadu zahneme nalevo, jak bude dlouha cesta kdyz po
dopadu zahneme napravo, vybereme minimum).

Jak tedy budeme u plosinky urcovat, na jakou nizsi ble-
cha z jejiho konce spadne? Pouzijeme k tomu staticky in-
tervalovy strom. To je struktura, kterd si pro kazdy prvek
s indexem 1 az P pamatuje néjaké cislo, pficemz P musi
byt pevné po celou dobu béhu programu. Intervalovy strom
umi dvé operace: zjisti hodnotu prvku i a nastav hodnotu
prokd v intervalu i ... j na co, obé v ¢ase O(log N).

Predpokladejme, ze uz takovou strukturu zname. Pouzije-
me ji timto zptisobem: Jednotlivé prvky intervalového stro-
mu budou pouzité z-ové soufadnice ploSinek (je jich nanej-
vy§ 2N) a hodnota prvku i (i-t4 nejmensi x-ovd soufad-
nice) je ¢islo nejvySe umisténé plosinky, kterd se na této
x-ové soutradnici vyskytuje. Abychom mohli z-ové soutrad-
nice ocislovat, musime si je za zacatku opét settidit.

Na zacatku dame do intervalového stromu jen podlahu.
Probereme si plosinky opét podle vzrtistajici y-ové souirad-
nice a u kazdého konce (soufadnice left,, right,; pfedpo-
klddejme, Ze po ocislovani maji indexy left;, right;) se in-
tervalového stromu zeptame, jaka je hodnota prvku left;
a right; (0 znamend podlaha, jiné ¢islo je poradové ¢islo
ploginky). Tim jsme zjistili, na kterou plosinku spadne ble-
cha z levého a pravého konce plosinky. Poté zpracovavanou
ploinku ,pfiddme* do intervalového stromu, ¢ili (pokud
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zpracovavame i-ou odspoda) do intervalového stromu zapi-
Seme hodnotu ¢ do prvki v intervalu left; ... right;.

Pokud tedy zvladneme naimplementovat popsany interva-
lovy strom, mame FeSeni s ¢asovou slozitosti O(N log V),
protoze t¥idéni nés stoji O(N log N) a déle zpracovavame
N plosinek a kazdou v ¢ase O(log N). Pamétova slozitost
je jako obvykle O(N).

Staticky intervalovy strom si miZeme pfedstavit jako

dokonale vyvazeny bindrni strom. Jednotlivé vrcholy
odpovidaji intervalim z rozmezi 1 az P tak, ze listy tohoto
stromu jsou jednotlivé prvky (odpovidaji intervaltim . . . 4)
a kazdy vnitfni vrchol odpovida intervalu, ktery je roven
sjednoceni intervalii synt tohoto vrcholu. Cili vrchol celého
stromu odpovida intervalu 1... P, jeho levy syn intervalu
1...|P/2] a pravy syn intervalu (| P/2] +1)...P.
U kazdého vrcholu si budeme pamatovat jednak hodnotu h;
a jednak informaci p;, zda hodnota h; odpovida vSem prv-
kim na intervalu, ktery tento vrchol reprezentuje (u listl je
to vzdy true). Zjisténi hodnoty né&jakého prvku potom pro-
vedeme nasledovné: zacneme ve vrcholu. Pokud je p, true,
vratime hodnotu h,. Jinak si vybereme levého nebo pra-
vého syna (podle indexu prvku, jehoz hodnotu zjistujeme),
a rekurzime (urcité se zastavime, listy maji p; na true).

Jak dopadne nastaveni hodnoty prvkt na intervalu ... j?
Opét zacneme ve vrcholu. Pokud interval, ktery zkoumany
vrchol v pokryvéa, je podinterval ¢...j, nastavime p, na
true a h, na nastavovanou hodnotu. Jinak se spustime na
toho syna (pfipadné na oba), jehoZ interval mé neprazdny
prunik s intervalem i ... j. (Pozor: Bylo-li p, true, je tfeba
nejprve rozdélit vrcholem reprezentovany interval syntm.)

Protoze strom je dokonale vyvazeny, ma logaritmickou vys-
ku. Obé operace zavisi na vysce stromu (u nastavovani in-
tervalu je si to tfeba rozmyslet - nékdy se sice spustime na
pravého i levého syna, ale kdyz to nastane, jednoho syna
pokryjeme celého — nebudeme se z néj spoustét nize), maji
tedy logaritmickou slozitost.

Zbyva vyresit jedinou drobnost — jak si rozumné vytvorit
takovy binarni strom? PouZijeme pro to pole o velikosti 2N .
Rekneme, Ze prvek s indexem 1 odpovida intervalu 1...P.
Daéle fekneme, ze synové prvku ¢ pokryvajiciho interval
left;...right; jsou 2¢ levy a 2i + 1 pravy. Levy syn bu-
de pokryvat interval left; ... |left; +right;)/2], pravy syn
bude pokryvat ... (|left; + right;)/2| +1)...right;. Tim-
to trikem mutZzeme chépat pole jako strom, pficemz jednot-
livé intervaly, které vrcholy pokryvaji, si pocitame az pri
prichodu timto stromem/polem.

Tomds Vyskocil a Milan Straka



16-3-2 Historikova past

Nejprve se zamysleme nad tim, jak bychom ulohu fesili,
kdyby v bludisti neptfekazel Minotauros. V tomto jednodu-
chém pripadé potfebujeme pouze najit nejkratsi cestu ze
startu k cili.

Vyuzijeme pti tom algoritmus viny. Predstavme si, ze v prv-
nim kroku vylijeme vodu na startovni poli¢ko, coz si na ném
poznacime naptiklad ¢islem 1. V druhém kroku nam voda
pretece do policek sousedicich se startovnim (samozfejmé
téch, kde neni zed) a to si na nich poznaéime éislem 2.
A tak déle, obecné v i-tém kroku oznacime ¢islem i vSech-
ny dosud nezaplavené sousedy policek s ¢islem ¢ — 1. Zjevné
¢islo prifazené policku udava délku nejkratsi cesty do néj.
Samotnou cestu vypiseme zpétnym prichodem od cile tak,
ze z policka s ¢islem j popojdeme do libovolného souseda
s ¢islem j — 1, piipadné si mizeme pamatovat matici pred-
chtidci, odkud do policka voda natekla.

Vlastné se probirdme grafem, kde vrcholy (stavy bloudéni)
jsou vSechny mozné ptipustné polohy Thesea, hrana mezi
dvéma vrcholy vede pokud pozice v bludisti sousedi a hle-
dame v ném nejkratsi cestu ze startu do cile. Jak podobny
pristup pouzit i za pritomnosti zravého Minotaura?

Stav bloudéni je tentokrat urcen jak polohou Thesea, tak
polohou Minotaura. VSechny ptipustné stavy jsou tedy dvo-
jice (poloha Thesea, poloha Minotaura), kde ani jeden zrov-
na nestoji ve zdi a Minotaurus nezere Thesea. Jakmile se
Theseus pohne, umime jednozna¢né uréit v éase O(k), jak
na to zareaguje Minotaurus. Opét tedy mtzeme hledat nej-
kratsi cestu v grafu, jehoz vrcholy budou vSechny stavy
bloudéni a hrana povede z (T, M) do (T, M’), pokud T’
je sousedem T a Minotaurus na presun Thesea do polohy
T’ zareaguje posunem z M na M’. Na tento graf (stavovy
prostor), kde cilové stavy jsou takové, ve kterych These-
us stoji v cili, staél pouze vypustit algoritmus viny. (Graf
si samoziejmé nemusime pamatovat zddnym z populdrnich
zpusobu uchovavani grafu v paméti, prechazet mezi vrcholy
umime jednodus$e i bez konstrukce hran.)

Zbyva si pouze rozmyslet, jak vinu efektivné naprogramo-
vat. Zavedeme si frontu na vrcholy, ze ktery se bude rozlévat
voda. Vzdy vyzvedneme prvek ze zacatku fronty, zaplavi-
me jeho dosud nezaplavené sousedy a zarfadime je na konec
fronty. Tim si zaruéime, ze na kazdy stav (kterych je ny-
ni nejvyse (NM)?) pii vIng sdéhneme jen konstantnékrat.
Pfechod mezi dvéma stavy umime vypocitat v ¢ase O(k),
zpétny vypis zvladneme v ¢ase linearnim k poctu stavii, cel-
kovy ¢as vypoctu tudiz bude O(N2M?2k). Potiebujeme si
zapamatovat matici N x M s bludistém, stavovy prostor ve-
likosti (N M)?) reprezentovany étyirozmérnym polem, kam
si uklddame c¢as zaplaveni, stejné mnoho piedchtdcti pro
vypis cesty a opét stejné velkou frontu. Celkova spotiebo-
vand pamét tedy bude O(N2M?).

Tomas Valla

16-3-3 Genetikova evoluce

Vétsina z véas spravné uhodla, Ze hledané evoluce je vlast-
né minimalni kostrou grafu, jehoz vrcholy jsou jednotlivé
druhy, hrany mezi nimi mozné evoluc¢ni skoky a ohodnoce-
ni hran (vzdélenost mezi vrcholy) odpovidd poc¢tu mutaci
mezi jednotlivymi druhy.

Stacilo pak opsat kuchaiku a feSeni mZouralo na svét. Zel,
jak pfi rodinné veceri u Blatoslapt vyslo najevo, nikoliv
optimalni. Hned poté, co se Blatoslapovi podafilo umlcet

nejmladsiho Blatomarcka, (jsa genetikou dosud neinfiko-
van, neustale cosi drmolil o povstavani z blata), musel za-
zehnévat hadku s pubertalnim vzdorem Blatotapky - jeho
jedinou zabavou toho roku bylo neustale rozvracet geneti-
ktv svaty svét (jde pfeci o vyvoj toho, kdo text ¢te, nikoliv
jen o vyvoj textu samotného. . . ). Nejstarsi Blatotlacka byla
jedind, s kym byla ten den rozumna fec¢ - a jaka ! Thned si
vsimla dvou detaild.

Casové slozitost v kuchaice je tak velika, hlavné kvili setii-
déni vSech hran a nendpadné zminka o maximalnim pocétu
sledovanych znakti, ji pfivedla na myslenku tfidicich algo-
ritmi, které za uréitych podminek pracuji rychleji (Radix-
Sort, CountedSort, atd). Pfi trose péce se pak necha ¢asova
slozitost zmensit az na kvadratickou vzhledem k poctu vr-
chold.

Druhy podstatny detail - nepracujeme s obecnym grafem,
ale jen se specidlni podtfidou grafu, kde je kazdy vrchol
spojen s kazdym, ¢ili poéet hran je vidy O(n?). Diky to-
mu si pfi pouziti DFU miazeme dovolit investovat do sliti
dvou tfid ¢as O(n) (je to strom, slévat budu n-1 krat),
tak abychom byli schopni zjistit reprezentanta tiidy vzdy
v O(1) - nepotfebujeme pak zadné zrychlovaci finty, které
zachrani amortizovany cas. Tim se muzeme vyhnout na-
bobtnalym zdrojaktm, ve kterych se vrsi chyba na chybé.

A jaké bude nage feseni: vime, ze hran je O(n?) , takZe je ne-
pravdépodobné, ze se nékdy dostaneme pod tuto slozitost.
Nenechame se zméast naraficenou kucharkou a vzpomene-
me/vyhleddme Prim-Jarniktv algoritmus, ktery lze imple-
mentovat v O(n?).

Jaké je jeho myslenka: Budeme kostru budovat postupné,
podle vrchold (nikoliv hran). V kazdém kroku bude budo-
vany podgraf G souvisly a nebude obsahovat kruznice, tj.
bude to strom. Z toho plyne, Ze po pfidani posledniho vr-
cholu budeme mit v rukou kostru ptivodniho grafu.

Indukéni krok: Dalsi vrchol vybirdm z mnoziny sousedt bu-
dovaného podgrafu (tj. takové vrcholy, které sousedi v pu-
vodnim grafu s G, ale dosud do G nebyly zafazeny). Z této
mnoziny vyberu ten, ktery je ,nejblizsi“ ke G, tj. vyberu
vrchol, ktery v daném kroku zvysi celkovy soucet mutaci
v G minimalnim moznym zpisobem.

V nasem pfipadé za¢neme budovat G vzdy od vrcholu, kte-
ry reprezentuje prvotniho predka v evoluci, ¢imz zaru¢ime
spravné poradi otec — syn pfi generovani evoluce.

To, ze je nalezena kostra vskutku minimalni by se dokazo-
valo sporem, a zvidavéjsi povahy necht hledaji napf. letosni
MOP, kde je dikaz proveden se v§i paradou.

Implementacni detaily: budeme zafazovat celkové n vrcho-
14, tedy pro kazdé zarazeni smim spotfebovat maximélné
O(n) Casu. Zavedu si pole min, které pro kazdy nezafaze-
ny vrchol, uchovava nejblizsi zafazeny (tj.jiz v podgrafu G).
Vyhledani minima v tomto poli jisté v O(n) zvladnu. Ak-
tualizaci pole po zafazeni, znamend zkontrolovat, nema-li
néjaky nezafazeny vrchol blize k pravé zarazenému - a to
v O(n) zvladnu také.

Zjisténi velikosti mutace mezi dvéma druhy (bits), je ekvi-
valentni zjisfovani poétu jednidek v XORu znakt jednot-
livych druhti. V nasem feSeni linedrni vzhledem k poctu
znakd - téch je ovSsem konstantné mnoho, i ono proto trva
konstantni ¢as (existuje vSak také algoritmus logaritmicky
vzhledem k poctu znaki). Zjistovani vzdalenosti mezi dveé-
ma vrcholy se bude vicekrat opakovat, takze by bylo mozné
vypocet urychlit zavedenim pomocného pole pro spoctené



vysledky. Odnesli bychom to vSak zhor§enim pamétové slo-
Zitosti ze soudasnych O(n) na O(n?).

Pavel Sanda

16-3-4 Ekonomova odména

Vétsina z Vas sice neodsoudila Dlouhoprsta k smrti, ale za-
to ho odsoudila k chudobé. A ta je pro zlodéje snad jesté
horsi nez smrt. Avsak ne nadarmo se Dlouhoprst zove Dlou-
hoprstem — brzy pfisel na to, jak piraty ozebracit.

Nejprve predpokladejme, ze mame stiibrnakd nepocitané,
a zkusme zjistit, kolik nejméné jich potiebujeme k tomu,
aby byl Dlouhoprstiv navrh prijat. Prvni dilezité pozoro-
vani je to, ze je-li P # 1, tak Dlouhoprst prezije. Pokud
Dlouhoprst zaplati dost, mtlize na svou stranu ziskat vSech-
ny piraty kromé toho s ¢islem P.

Nejprve si ukazme, jak bude situace vypadat pro mald P:
P

S
1 S -1
2 0 0 S
3 1 1 0 S—2
4 0 2 1 0 S —3 nebo
4 2 0 1 0 S -3
5 0 2 2 1 0 S —5 mnebo
5 2 0 2 1 0 S —5 mnebo
5 2 2 0 1 0 S—5

Pozn.: Posledni ¢islo na fadku je Dlouhoprstiv zisk, —1 = .

Duilezité je to, pro¢ piratim 1, 2 staci v ptipadé P = 5 pouze
2 stiibrindky. Vzhledem k tomu, Ze situace mutze v pripadé
P = 4 dopadnout dvéma zpiisoby (bud dostane zaplaceno
1. nebo 2. pirdt), nemaji tito piréati jistotu, Ze ony 2 st¥ibr-
naky ziskaji. Proto se pfi P = 5 spokoji s dvéma stfibrnaky
(ov8em jeden by jim nestadil - maji nadé&ji na dva).

Pokud budeme pokracovat v rozboru dale, zjistime, Ze kro-
mé podatacnich piipadii (P < 3) je optimalni feseni takové-
hle: chceme, aby pro Dlouhoprsta hlasovalo [P/2] pirati.
Piratovi P nedame nic, piratovi P—1 dame 1 stfibrnak a ze
zbylych pirdtt 1... P — 2 vybereme libovolnych [P/2] — 1
a ddme kazdému z nich 2 st¥ibriidky (pro jednoduchost vy-
bereme napt. prvnich [ P/2] — 1 pirati). Celkem pouZijeme
2([P/2] —1)+1=2[P/2] — 1 stiibrinaki.
Pokud je tedy S > 2[P/2] — 1, umime tilohu vyf¥esit dokon-
ce v konstantnim case a prostoru. Pripad P < 3 vyfesime
tabulkou a pro ostatni hodnoty P pouzijeme popsané roz-
déleni (pozor na to, %e nesmime vypsat pocet st¥ibriidka
pro kazdého pirdta — to by mélo slozitost O(P)).

Situace zacne byt slozit&jsi, je-li S mensi nez 2[ P/2]—1.

Neni totiz pravda, ze pak nikdy neexistuje feseni. Napt:

w2
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—
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|
O = ==

OO Uik WNHO
S OO OO OO
SO O OO = =
SO OO O
OO O OO

|
S ==

-1

0 0
Ackoli se pirati déli o jediny stfibrnak, pokud je jich 8,
Dlouhoprst miize prezit. Vyuzije toho, ze pro néj zadarmo
budou hlasovat pirati 6,7, 8, ktefi jinak zemfou.
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Reseni situace, kdy je S malé, zaloZime na dynamickém pro-
gramovani. Budeme postupné resit situaci pro rostouci P az
do zadaného. U kazdého pirata si budeme pamatovat, jaky
pocet stfibrnakd ma ,jisty“ a zda ma Sanci ziskat vic nez
svou ,,jistotu“. VSimnéte si, ze dale popsany postup fungu-
je pro libovolna S, mohli bychom tak Fesit (byt pomaleji)
i pfipad dostatecné velkého S.

Reknéme, 7e zndme Fefeni pro P — 1 pirdtd a zajiméa nés
feSeni situace s P piraty. Hleddme [P/2] piratd, kterym
zaplatime nejméné. Pokud budeme chtit, aby pro Dlouho-
prsta hlasovali vsichni pirati, ktefi maji jistych R stiibr-
naki, nabidneme jim R + 1 stfibriidkd a upravime jejich
»jistotu“. Pokud budeme chtit, aby hlasovali jenom nékteii
pirati z téch s ,,jistotou” R stiibrndktd, nabidneme jim tak-
téz R + 1 stfibrnak. Nezménime ovsem jejich ,, jistotu®,
jenom si u nich poznamename, ze maji Sanci ziskat vice nez
svou ,,jistotu®.

Nyni si vSimneme dilezité véci: zadny pirdt (kromé toho,
ktery pravé navrhuje rozdéleni) nemtize dostat vice nez dva
stiibrndky, neboli ,jistota“ kazdého pirata je mensi nez
dva. To plati proto, Ze aby mél néjaky pirat jisté dva stiibr-
naky, musel by nékdy Dlouhoprst nabidnout dva st¥ibrnaky
vsem piratim, ktefi méli jisty jeden. Uvazujme nyni situa-
ci, kdy Dlouhoprst poprvé nabizi dva stfibrindky vSem pira-
tlm, ktefi maji jisty jeden. V tuto chvili jsou jesté ,,jistoty“
vSech piratd mensi nez dva. Kdyz uz by ovSsem Dlouhoprst
uplécel piraty s jednim jistym stfibriidkem, piraty s nizsi
»jistotou“ by uz museli byt uplaceni (jsou totiz levnéjsi).
Tedy pirati s ,,jistotou” mensi nez jedna jsou jiz uplaceni,
vSichni pirati s ,,jistotou” rovnou jedné jsou uplaceni a zad-
ni jini pirati neexistuji. Cili Dlouhoprst by uplacel viechny
piraty! To je ovSem spor s tim, ze Dlouhoprst chce uplatit
jen [P/2] pirata.

Pokud tedy zjistujeme FeSeni situace s P pirdty ze situace
s P—1 piraty, nejprve zjistime, kterym pirattim bude Dlou-
hoprst platit. Vzhledem k tomu, Ze ,,jistoty“ vSech piratt
jsou mensi nez dva, dokéZeme to v konstantnim ¢ase (pokud
si pamatujeme, kolik pirdti méa ,,jistotu® rovnu —1 (smrt),
kolik ji ma nulovou a kolik pirdtd mé jisty 1 stiibriidk).
Poté muzeme jednim prichodem nad piraty 1... P upravit
jejich  jistoty* a Sance na ziskani vétsiho poctu st¥ibrnaku.
To celé zvlddneme v case O(P).

Cely algoritmus bude fungovat tak, Ze bude zjistovat, jak
dopadnou navrhy pro 1,2, ..., P piratt a posledni z téchto
navrht vypise. Pii vypisu vSem pirattim, ktefi nemaji San-
ci na nic vic nez jejich , jistotu®, zaplatime. Ovsem pira-
tam, ktefi maji nadéji na vic, platime o jeden st¥ibrnak vic
a nemusime jim platit vSem, jenom tolika, abychom uplatili
celkem [P/2] pirdti.

Celkem P-krat opakujeme postup o slozitosti O(P) a poté
vysledky v éase O(P) vypiSeme, ¢ili celkovd ¢asové slozitost
popsaného algoritmu je O(P?). Paméfova slozitost je O(P).
A ackoliv popsany algoritmus pouZivame jen v pfipadé, kdy
S < 2[P/2] — 1, funguje korektné pro vSechna S.

Milan Straka

16-3-5 Botanikova setba

V jednorozmérném pfipadé je tloha pomeérné jednoducha:

Udrzujeme si dvé proménné (a,, b, ), které ndm fikaji odkud
a kam sahd zkoumany tisek. Pokud trodnost ve zkoumaném
tseku je vétsi nez prozatimni nejveétsi, upravime ji. Pokud je
naopak trodnost mensi nebo rovna nule, nevyplati se ndm



tento tsek pouZit, a je lepsi na néj zapomenout (tj. a, =
b, + 1). Pokud je soucet prvki aspoii jedna, vidy se ndm
vyplati a, ponechat a tyto prvky pridat k nasi zkoumané
oblasti. Casova slozitost tohoto je O(n).

Nyni pfevedeme dvojrozmérny piipad na jednorozmérny:

Projdeme vSechny horni fddky a,. Nyni budeme proché-
zet vSechny spodni fadky b,, a zdroven si udrzovat soucet
viech prvkil ve sloupeécich v poli c. Casova sloZitost této
¢asti je O(n?). Na pomocné pole ¢ je nyni mozné aplikovat
jednorozmérné feseni. Celkova sloZitost tak bude O(n?).

P1i implementaci je trochu potfeba dat pozor na matici pl-
nou zapornych ¢isel, ale v této implementaci jsme to zvladli
bez speciélniho kédu. (Takovy piipad jde fesit v O(n?), ale
kdo by sazel rostlinky se zdpornym ziskem?)

Vhodnym pfedotocenim matice je mozné slozitost vylepsit
pro neétvercové matice na O(m * n * min(m,n)) (s diky
Martinu Dobrouckému).

Pavel Machek

16-3-6 Matematikova sonda

Kdyby nas matematik byl védél, jaké nesnaze FeSitelim
KSP zpisobi, asi by kosmicky vyzkum povésil na hiebik
a radéji by poradal prednasky o pravdépodobnosti nebo
okopéval na zahradce integraly. Ptisla ndm totiz necela dvé
feSeni. My si ukdZeme celé tieti. Drzte se, jedeme s kopce!

Pokud se matematik rozhodne pouzivat pravdépo-
@@ dobnostni strategii, bude jeho (pravda, misty po-
nékud jednotvarny) Zivot probihat takto: Osud si nejdiive
rozmysli, kolik pokust se sondami kupovanymi na mistnim
jarmarku bude netspésnych (to si oznadime ¢ — 1, ¢ili ¢-t4
kupovand sonda by uz uspéla). Nasledné matematik spusti
svij algoritmus a ten se v i-tém tahu s pravdépodobnosti p;
rozhodne, Ze nastal ¢as sondu si za K grost vyrobit, nebo
naopak (tedy s pravdépodobnosti 1 — p;) si ji zajit na jar-
mark za 1 gros koupit. V praimérném pripadé tedy za sondy
zaplati

Atzzpi-<z<+i—1>+(1—zpz->-t 0

t
=D pi(K+i=1+> pi-t (]
i=1 i>t

(prvni suma odpovidé ptipadim, kdy si matematik kou-
pi sondu v i-tém kroku, ¢ili si ji (i — 1)-krat koupi za 1,
pak zaplati K za vyrobu svépomoci a pak uz nic; druhé
suma popisuje pfipad, kdy si ji vZdy koupil). Optiméalni
strategie (kterou by pouzil kazdy spravny véstec) by stéla
O; = min(¢, K) (pokud je t < K, vyplati se sondy kupovat,
jinak si ji hned na zacatku za K vyrobit).

Vsimnéte si, ze kazda volba ¢isel py, po, ps3, ..., kde Vi p; €
(0,1) a > .p; = 1, odpovidd né&jaké pravdépodobnostni
strategii, a naopak kazda p. s. se d& néjakou takovou po-
sloupnosti popsat. My tedy chceme najit takova p;, aby
relativni cena nasi strategie vii¢i optimalni (af uz je na nés
Osud sebevic zly) — tedy C = max; A;/O; — byla nejmensi
mozna.

Nejdrive dokazeme, ze pro ¢ > K se vyplati p; ponechat
nulové: Pokud ¢t > t' > K, je také A; > Ay, protoZe pii
pfechodu od A; k Ay piejdou v Q nékterd p; (prot > i > t')
z prvni sumy do druhé, takze se misto K + ¢ — 1 budou
nasobit ¢, coZ je ¢islo mensi. Pokud bychom ale libovolné
pi>k vynulovali a jeho ptivodni hodnotu pficetli k px (tim
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ziistane ) . p; zachovéna), viechna Aj. g zistanou nezmé-
néna, A;>; se snizi a A; pro K < j < i se sice zvysi, ale
Jehkoi Aj/Oj = AJ/K S Al/K = AZ/O“ urcité si tim
nepohorsime. Takto mizeme postupné vynulovat vSechna
pi>k a ziskat stejné dobrou nebo dokonce lepsi strategii.

Situace se tim nekoneénékrat zjednodusi — misto nekonec-
né mnoha p; ted sta¢l najit pouze pi,...,px a také neni
tfeba uvazovat t > K, jelikoz pro takova ¢ se jak nas, tak
optimalni algoritmus chovaji stejné jako pro t = K.

Pokud ma naSe strategie mit relativni cenu C, musi tedy pro
vSechna t < K byt A; < C - t, coZ si rozepiSeme pomoci #
a misto C' pouzijeme ¢ = C' — 1, aby se nam lépe pocitalo:
t t
At—t:Zpi-(K—l—i—l)—t-ZpiSc-t.
i=1 i=1

Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze pro vSech-
na t dokonce nastava rovnost (vyzkousejte si, ze kdyby ne-
nastévala, mohli bychom p; trochu pozménit a budto zvétsit
pocet rovnosti, nebo dokonce snizit c). Pokud si pak do této
rovnosti dosadite t = 1, vyjde, ze:

p1=c/(K —1).
A pokud misto toho rovnost pro ¢t = j + 1 odectete od rov-
nosti pro t = j, dozvite se, ze:

i
P (K+) =G +1) pa—> pi=c
=1
cili

J
piv1-(K—=1)=c+> pi
=1

Tuto rovnost opét odecteme od sebe samé pro j-cka lisici se
o jednic¢ku a koneéné dostaneme rozumny rekurentni vztah:

K
Pi+1 =Pj 7

K Jj—1
nen(go)

Tim jsou pro kazdé c vSechna p; jednoznacéné urcéena, ovsem
obvykle nebudou dévat korektni rozdéleni pravdépodobnos-
ti. Musime proto ¢ nastavit tak, aby platilo:

K c K K i—1
N =

_Kc_l.(Ki;l_c-<<1+ﬁ>K—1>.

Jenze jak kazdy spravny matematik vi uz od kolébky, vy-
raz (1 + 1/K)¥ se pro rostouci K blizi k Eulerovu &slu
e ~ 2.718281828459045 a stejné tak (1+1/(K —1))% kte-
ryzto vyraz je dokonce i pro mald K zarucCené > e. Plati
tedy, Ze c < 1/(e—1),atudiz C = 1+c<e/le—1) =
1.5819767068693264. Takze jsme nasli pravdépodobnostni
strategii pro pofizovani kosmickych sond, podstatné lep-
81, nez je ta deterministicka, a dokonce jsme dokézali, ze
takové strategie je nejlepsi mozné. (Tedy alespon za pred-
pokladu, ze Osud a bohyné Fortuna stanovuji své tradky
,offline“, ¢ili nezévisle na nasich experimentech. Zkuste si
rozmyslet, Ze nad online Osudem jiz neuhrajeme vice nez
deterministicky algoritmus.)

z néjz plyne, ze:

*

s

Tak koné¢i nase mald sonda do zivota matematiki. A pro-
mirnte, uz musim letét, pravé mi pristava létajici talit vy-
hodné potizeny od mistniho hokynafre. ..

Martin Mares



Uloha 16-3-1 — Fyzikova blecha — program

#include <stdio.h>

#define MAX 1024
#define INF OxfIffft

int n, zb, yb, v, o[2xMAX], value[dx MAX]; /* value - hodnoty int. stromu x*/

int p[4xMAX], /% p - vrchol int. stromu je pokryt */
int cmp (const void *a, const void *b) /+ porovnéni dle y */

{ return ( (int *x)a)[2] — ( (int %)b)[2]; }

int cmp2 (const void *a, const void *b) /+ adle x */

{ return * (int *)a — * (int *)b; }

int find (int node, int Inode, int rnode, int z) /* najdi nejbliz&i nizsi plosinku */

{
int m = (Inode + rnode) / 2;

if (p[node)) /* méme koncovy vrchol x/
return value[nodel;
if (z <= o[m)) /* jinak jdeme vlevo nebo vpravo */

return find (2 x node, Inode, m, x);
return find (2 * node + 1, m+1, rnode, z);

}

void add (int node, int lnode, int rnode, int from, int to, int index) /x pfidej plosinku do int. stromu */

{

int m;

if (o[lnode] >= from && o[rnode] <= to){
p[node] = 1;
value[node] = index;
} else {
if (p[node] && Inode < rnode){ /* rozdélime interval na dva mensi */
p|2 * node] = p[2 * node + 1] = 1, p[node] = 0;
value[2 * node] = value[2 * node + 1] = value[node];
}
m = (Inode + rnode) / 2; /* a pokryjeme zbytek */
if (from <= o[m]) add (2 * node, Inode, m, from, to, index);
if (o[m] < to) add (2 * node, m + 1, rnode, from, to, indez);
}
}
int main (void)
{
int 4, on, j, k, d[MAX][3], lpred|[MAX], rpred MAX], lsum[MAX], rsum[MAX];
int left, right, mazi, maz, result| MAX];

bzero (0, MAXxsizeof (int));

scanf (“%d”, &n); /* naéitdme x/
scanf (“%d %d %d”, &zb, &yb, &v);
for (i=0; i<n; i++){

scanf (“%d %d %d”, &d[:][0], &d[i][2], &d[i][1]);

alil[1) += dli][o):

d[n][0] = —INF, d[n][1] = INF, d[n++][2] = 0;

gsort (d, n, sizeof (int)*3, cmp); /* t¥idime podle vysky */
for (i=0; i<2xn; i++) o[2+i] = d[i][0], o[2%i+1] = d[i][1];

gsort (o, 2%n, sizeof (int), cmp2); /* t¥idime si z-ovou osu */
i=0, j=0;

while (i < 2%n){
while (i < 2xn && o[i] == o[i+1])
i++;
olj++] = oi++];



on = j;

for (k=1; on<k; kx=2);
for (i=1; i<k; i++) pli] = 0;
for (i=k; i<2+k; i++) { pli]

= 1; value[i] = 0; }
add (1, 1, on, d[0][0], d[0][1], 0);
for (i=1;i<n; i++){
Ipred|i] = find (1, 0, on, d[i][0]);
if (d[i][2] — d[lpred[i]][2] > v) lpred[i] = n;
rpred[i] = find (1, 0, n, d[i][1]);
if (d[i][2] — d[rpred[i]][2] > v) lpred[i] = n;
} add (1, 0, om, d[:][0], d[:][1], %);
lsum[n] = rsum|[n| = INF;
Isum[0] = rsum[0] = 0;
for (i=1; i<n; i++){
left = lpred[i], right = rpred[i];

/* poCet riznych z-ovych hodnot x/

/* p-¢ka vnit¥nich vrchold 0 */
/* p-¢ka listi 1 */

/* najdeme, na které plosinky dopadneme */

/* hleddme nejkratsi cestu =/

if (left && lsum[left] + abs (d[i][0] — d[left][0]) < rsuml[left] + abs (d[i][0] — d[left][1]))

Isumli] = lsum|left] + abs (d[¢][0] — d[left][0]);
else if (left)

Isum[i] = rsum[left] + abs (d[:][0] — d[left][1]);
else lsum[i] = 0;

right = lpred[i], right = rpred]i];

il;
if (right && lsum[right] + abs (d[:][0] — d[right][0]) > rsum[right] + abs (d[:][0] — d[right][1]))

rsum[i] = lsum[right] + abs (d[i][0] — d[right][0]);
else if (right)

rsum[i] = rsum[right] + abs (d[][0] — d[right][1]);
else rsum[i] = 0;

}

for (max=0, mari=0, i=0; i<n; i++){

/* najdeme prvni plosinku */

if (d[i][2] > maz && yb >= d[i][2] && d[i][0] < b && d[i][1] > zb){

maz = d[i][2];
maxri = 1;
}
}
1 = maxi, j = 0;
while (lipred[i] && !rpred[i] && i != n){
if (zb — lsum[mazi] < rsum[mazi] — xb){
i = lpred[mazi];
result[j] = ‘;
1 else {
i = rpred[maxil;
result[j] = ‘r’;
}
J++;
}
if (i == n) printf (“Chudak blecha asi se nam urazil\n”);
else {
for (i=0; i<j; i++){
printf (“%c\n”, result[j]);
}
if (zb — lsum[mazi] < rsum[mazi] — xb)
printf (“%d\n”, zb+Isum|[maxi]);
else
printf (“%d\n”, zb+rsum[mazi]);
}

return 0;
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/* a vysledujeme zpatecni cestu */



Uloha 16-3-2 — Historikova past — program

#include <stdio.h>
#include <ctype.h>

#define INFTY 999999
#define MAX 20

struct state {
int tz, ty; /* Theseus */
int mz, my; /* Minotaurus */

};
struct state queue[ MAX « MAX «x MAX «x MAX];
int queue_head, queue_tail;

int N, M, K,
int Ez, Ey; /x cil =/
int BIMAX|[MAX]; /% bludisté */
int D[MAX][MAX][MAX][MAX]; /* stavovy prostor */
struct state PIMAX|[MAX|[MAX][MAX]; /* predchtidci x/
struct state m move (struct state s) /* pohni s Minotaurem a vrat novy stav =/
{
int 4;

for (i=0; i<K;i++) {

if (s.my > s.ty && B[s.mz][s.my—1] == ")
s.my——;
if (s.my < s.ty && B[s.mz][s.my+1] == *.")
s.my—+-+;
if (s.mz > s.tz && Bl[s.mz—1][s.my] == ")
§.MmT——;
if (s.mz < s.tz && B[s.mz+1][s.my] == ")
S.MT++;
}
return s;
}
void add (struct state s, int step, int dz, int dy) /* zafad "rozlévaci” stav do fronty =/
{
struct state t = s;
t.tx += dx;
t.ty += dy;
if (t.tz>=0 && t.te<N && t.ty>=0 && t.ty<M && Blt.tz][t.ty] == ‘'&& D|[t.tz][¢t.ty][¢t.mz][t.my] > step) {
queue[queuve_tail++] = t;
D[t.tz][t.ty][t.mz][t.my] = step;
Plt.tz][t.ty][t.mz][t.my] = s;
}
}
int main (void)
{

int 7, j, =, y, ¢
struct state s;

scanf (“%d %d %d”, &N, &M, &K);
scanf (“%d %d %d %d %d %d”, /* soufadnice Thesea, Minotaura a vychodu */
&s.te, &s.ty, &s.mz, &s.my, &Ex, &Ey);
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<M;j++) {
while (isspace (c=getchar ()));
Blillj] = ¢
for (z=0; z<N; z++) for (y=0; y<M; y++)
} D[il[f][+]ly] = INFTY;
queuel0] = s; /* pocatecni stav zafad do fronty */
queue_tail = 1;
D[s.tx][s.ty][s.mz][s.my] = 0;
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while (queue_head < queue_tail) {
s = queue[queue_head++];
j = DIs.tx][s.ty][s.mz][s.my] + 1;
s = m.move (s);

if (s.mz == s.tz && s.my == s.ty) /* unhappy end x/
continue;

if (s.tx == Ez && s.ty == Fy) /* happy end x/
break;

add (57 jv _17 0),

add (s, 7, 1, 0);

add (s, j, 0, —1);

add (s, 7, 0, 1);

}

if (queue_head < queue_tail) { /* happy end */
i = Dls.tz][s.ty][s.mz][s.my] + 1;
printf (“Cesta nalezena (v opacnem poradi):\n”);
while (i——) {
printf (“(%d,%d)\n”, s.tz, s.ty);
s = P[s.tz][s.ty][s.mz][s.my];

}

printf (“Cesta neexistuje\n”);
return 0;

} else

Uloha 16-3-3 — Genetikova evoluce — program

#include <values.h>
#include <stdio.h>
#define M 30 /* Max vertices x/

int used[M], min[M], gens[M]; /* in span?; nearest vertex in span; data */

int bits (int z, int y){
int =0, 4, c=gens|z]" gens[y|;
for (i=0; i<30; i++) b+=c%2, ¢/=2;

return b;
} /* bits */
int main (){
int 7, i, b, N, mutat=0; /+ N=vertices; # mutations */
int minl, minV=MAXINT,; /* nearest vertex index; min edge val */
used[0]=1; /* root of tree */

scanf (“%d”, &N); for (i=0; i<N; i++) scanf (“%d”, &gensli]); /* input */

for (j=0; j<N-1;j++) { /* spanning tree has n-1 edges x/
for (i=0, minV=MAXINT; i<N; i++) /* nearest edge */
if (lused[i]) b=bits (i, min[i]), minV= b<minV Tminl=i, b:minV;

used[minl|=1; mutat+=Dbits (minl, min[minl]); /x add it to span x/
printf (“%d—>%d;”, gens[min[minl]], gens[minl]);

for (i=0; i<N; i++) /* update nearest vertices x/
if (lused[i]) if (bits (i, minI)<bits (i, min[i])) min[i]=minl;
} /* for j =/

printf (“\nCelkove %d mutaci\n”, mutat);
} /* main */
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Uloha 16-3-4 — Ekonomova odména — program

#include <stdio.h>
#define MAX_P 100

int coins| MAX P];
int unsure_thing[ MAX PJ;
int fregs[3];
int S, P;
int main (void) {
int 4, 7, paid;
int needed, have;
int whom_to_pay;
int not_paid_to;

printf (“Zadejte podet Piratt a St¥ibriidki:”);
scanf (“%d %d”, &P, &S);
£ (S >= (2 ( (P41)/2) - 1) {

switch (P)

case l:printf (“Dlouhoprst zemfe.\n”); break;
case 2:printf

(
{

case 0:printf (“Nesmysl, zddny pirat neexistuje.\n”); break;
(
(“N4vrh je nedat nikomu nic, zisk je %d.\n”,
(

/* toto jsou ”jistoty” pirétd */
x zda ma pirat nadéji na vic nez na ”jistotu” *
p A J
/* kolik piratl s jistotami -1,0,1 existuje */

/* paid — tolik musi Dlouhoprst platit */

/* kolik potfebuji a mam pro mé hlasujicich piratt =/

/* kterym pirdtam platim */

/* kolika pirattim chtéjicim whom to_pay jsem neplatil x/

/% S je dostatecné — zndme FeSeni */

S); break;

case 3:printf (“Névrh je d4t prvnim dvéma pirattim 1 stéfbridk, zisk je %d.\n”, S—2); break;
default:printf (“Navrh je dat prvnim %d pirdttim dva st¥{briidky,”
“piratovi %d jeden a ostatnim nic. Zisk je %d.\n”, (P+1)/2—1, P—1, S—2x ( (P+1)/2)+1);

}

return 0;

¥
for (i=0; i<=P; i++) {
needed= (i+1)/2;
have=paid=0;
whom_to_pay=—1;
while (whom_to_pay<2) {
if (have+fregs|whom_to_pay+1]>=needed) {
paid+= (needed—have)* (whom_to_pay+1);
not_paid_to=have+ freqs|whom_to_pay~+1]—needed;
break;
¥
have+=freqs[whom_to_pay+1];
paid+=freqs[whom_to_pay+1]* (whom_to pay+1);
whom_to_pay++;

if (paid > S) whom_to_pay=2;
if (whom_to_pay<2) {
for (j=0; j<i; j++) {
if (coins[j]<2) freqs[coins[j]+1]——;

if (coins[j]>whom_to_pay) coins|[jl=unsure_thing[j]=0;
else if (! (coins[jl==whom to_pay && not paid to)

else unsure_thing[j]=1;
if (coins[j]<2) fregs[coins[j]+1]4++;
}

coins[i|=5—paid,;
} else {
coins[i]=—1;
}
if (coins[i]<2) fregs|coins[i]+1]++;

}

if (coins[P]==-1) puts (“Dlouhoprst prezit nemuze.”);

else {

/* S je malé — simuluj x/

/* nemam na to dost penéz x/
/* 8lo to uplatit */

coinslj]++, unsure thing[j]=0;

/* neslo to uplatit x/

printf (“Dlouhoprst pfezit muze a vydéla si %d stiibriidk.\nNévr je tento:”, S—paid);

not_paid_to=needed—have;

for (i=0; i<P; i++) printf (“%d.”, (unsure_thing[i] && not-paid_to>0) ?

(not_paid_to——, coins[i]+1) :

} return 0; }
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(unsure_thing[i]) 70:coins[i]);



Uloha 16-3-5 — Botanikova setba — program

#include <stdio.h>

#define N 4

#define M 5

int p[N][M]; [ plyllx] */

int ¢[M]; /* soucty sloupeckt =/
int ay, by;

int mar=-—100000, mazax, mazay, mazbr, mazby, mazobsah;

void
na_primce (void)
{
int az=0, bz, h=0;
for (bz=0; bx<M; bz++) {
int obsah = (bz—az)* (by—ay);
h+=c[bz];
if ((h > maz) || ((h == maz) && (obsah<mazobsah))) {
mazar=ax; mazay=ay; macbr=>bx; marby=>by; mar=h;
mazxobsah = obsah;
}
if (h<=0)
h=0, az=bzr+1;

}
int
main (void)
{
int 4
for (i=0; i<N*M; i++)
scanf (“%dy”, &pl0][i]);
for (ay=0; ay<N; ay++) {
for (i=0; i<M; i++) c[i] = 0;
for (by=ay; by<N; by++) {
for (i=0; i<M; i++) cli] += p[by][i];
na_primce ();
}
}
printf (“Hledand podmatice m4 levy horni roh v %d. sloupci, %d. fadku”
“a pravy dolni v %d. sloupci a %d. fddku.\n”, mazaz+1, mazay+1l, mazbr+1, mazby+1);
return 0;
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17.
18.
19.
20.
21.

23.
24.
25.

29.
30.
31.
32.

34.
35.
36.
37.
38.

41.
42.
43.

46.
47.
48.
49.

51.
52.

54.
56.
57.

60.
61.
62.

. —16.

— 22.

— 28.

- 33.

— 40.

— 45.

—50.

—53.

— 55.

—59.

Miroslav Cicko
Peter Peresini
Petr Skoda

Jan Bulanek
Krystof Hoder
David Matousek
Marek Jancuska
Michal Repovsky
Jana Kravalova
Miroslav Klimos
Pavel Motloch
Ondrej Bilka
Ondfrej Garncarz
Jana Fabrikova
Jan Hrndif

Pavel Klavik
Zbynek Falt
Martin Podloucky
Marek Blahus
Stanislav Haviar
Martin Konicek
Peter Sufliarsky
Michal Becka
Peter Cerno
Martin Cech
Tomas Gavenciak
Eva Schlosarikova
Filip Sauer
Daniel Marek
Martina Tomisova
Petr Sobéslavsky
Petr Kortanek
Martin Kiivanek
Jan Zahornadsky
Petr Svec
Jindfich Flidr
Jaroslav Havlin
Petr Kratochvil
Marek Ludha
Adam Pfenosil
Cyril Hrubis
Martin Dobroucky

Stanislav Basovnik

Jan Kietinsky
Martin Kupec
Benjamin Vejnar
Petr Musil

Milan Dvorak

Jifi Bélohradsky
Jan Richter
Kristyna Knapova

Miroslav Kratochvil

Michal Potfaj
Zbynék Konecny
Martin Schmid
Jindfich Pergler
David Irschik
Petr Pascenko
Jaromir Vojir
Radoslav Sopoliga
Tomés Herceg
Ales Razym

skola,
GJGTajov
GJGTajov
GUstavni
G Klatovy
GKptJaros
GZborov
G Nitra

G VKlobou
G Lanskr
GPBezruce
G Zlin

G Pfibor
GKptJaros
GFXSaldy
G Chrudim
GNeumannov
G Straznic
G UHradi
G Klatovy
G UBrod
G NZamky
G MTftebova
GLStura

G UBrod
G Bilovec
G Piestany
G Klatovy
GZborov
GZborov
GJHeyrovs
G Sedlca
GKptJaros
GZborov

G Beroun
G Lanskr
G Sedlca

GJGTajov
GSladkNam
G Bilovec

G MTftebova
G Kromériz
GMLercha
GMendel

G Nymburk
G MBudgj

G NMnMor

G Pfibor
G Jic¢in

G Céslav
G NMnVah
GKptJaros
G CT¥ebova
G Klatovy
G Ledec
GDasicka
G Leded

G Svidnik

rocnik 1631 1632 1633 1634 1635 1636

3
2
4
3
4
4
4
4
4
0
1
2
3
4
2
1
3
3
3
3
3
4
4
3
3
4
3
3
1
4
3
2
2
3
4
4
4
1
4
2
2
3
3
4
2
4
2
1
2
3
4
2
4
1
0
3
3
4
3
4
1
3

10
9

6
8
9
6
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45
39
40
31
29
41
0
22
21
23
14
22
21
18
11
27
6
10
20
17
11
13
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suma celkem

126
125
119
111
94
93
88
83
79
78
7
73
65
62
62
62
57
55
54
50
49
49
48
46
43
43
43
43
42
40
38
37
37
36
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33
32
30
30
30
27
26
24
24
24
20
17
16
13
13
12
10
10
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