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18-4-1 HP 5 boda

Vypocetni centrum HP (Hippo Programmers) se obratilo
vzhlru nohama. Zmateni hrosici pobihaji sem a tam a kaz-
dou chvili se néktery z nich zastavi a usne. Neni také divu.
Hrosi nejsou zvykli pracovat, natoz fesit slozité vypocetni
tlohy. Jedna takova tloha ted suzuje celou spole¢nost HP,
a protoze si s tim hrosici sami neporadi, budete jim muset
poradit vy. Vypocetni centrum dostalo nasledujici tikol.

Na vstupu mate libovolné dlouhé ¢islo ve dvojkovém zapi-
su a mate za ukol zjistit, kolik nul bude mit takové ¢islo
na konci, kdyz ho pfepiseme do desitkového zapisu. A pro-
toZe hrosi cht&ji mit na vSechno dost ¢asu (zejména na spa-
nek a jidlo), mé&l by va$ algoritmus pracovat co nejrychleji.
Mizete pfedpokladat, ze se dané ¢islo vejde do integeru.

Vasim cilem je vyprodukovat algoritmus, ne program, staci
tedy, kdyz vas postup dostateéné podrobné popisete. Na
druhou stranu, za pékny program vy vas mohla neminout
i néjaka prémie :—-)

Priklad: Cislo 11111010 konéi v desitkovém zapisu na 1 nu-
lu. Cislo 1010010000010000 konéi na 3 nuly.

18-4-2 Elektronické hratky 10 bodu

Maly Martinek se jednoho dne velmi nudil. Nudil se tak
moc, ze uz se vic ani nudit nemohl. Bloumal po byté a
hledal, ¢im by se zabavil. Televize byla rozbita, hracky ho
jiz omrzely a v8echny knizky o diferencidlnim po¢tu Marti-
nek dévno precetl. PTi svém bloumani narazil na tatinkovu
krabici plnou zvlastnich brouckt a pfi blizsim prozkoumani
zjistil, Ze se jedna o integrované elektronické obvody. Marti-
nek si tedy vzal tatinkovo kontaktni pole a zacal si hrat.
Kdyz uz se mu na kontaktni pole nic neveslo, rozhodl se, ze
vyzkousi, co vlastné postavil. Ale ouha. V té obrovské zmé-
ti dratd a obvodil se skoro nevyznal, natoz aby zjistil, jak
vlastné jeho sit funguje. Uz zacinal natahovat moldéanky,
ale pak si vzpomnél, ze mé spoustu pratel, kteri resi KSP,
a ti mu jisté pomohou. Aby vadm s tim Martinek alespor
trochu pomohl, piepsal schéma své sité na papir a pfitom
si v8iml, Ze mezi obvody neni zadny cyklus. VSechny pouzi-
té obvody jsou dvouvstupova logicka hradla NAND. Hradlo
NAND (negované AND) je hradlo s dvéma vstupy a jednim
vystupem, které se chova dle tabulky. Sif méa jesté nékolik
nezapojenych dratkt, na které se zapoji vstup sité, a néko-
lik dratkd, které predstavuji vystup sité.

Hradlo NAND: wstup 0 wvstup 1 vystup
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Napiste program, ktery dostane na vstupu schéma sité a
pak bude schopen odpovidat na dotazy typu: ,,Kdyz bude
tohle na vstupu sité, co bude na jejim vystupu?* Svoji sit
vam Martinek popsal takto:

Mate celkem N hradel, k; bitd na vstupu a k, bitt na vy-
stupu. Hradla jsou ¢islovana od 1 do N. U kazdého hradla
mate napsano, kam jsou zapojeny jeho dva vstupy. Kazdy
vstup mtize byt zapojen bud na vystup jiného hradla, ne-
bo na néktery vstupni bit celé sité. Dale mate seznam £k,
hradel, jejichz vystupy jsou zapojeny na vystupni bity celé
sité.

Priklad: Mame hradlovou sif se ¢tyfmi hradly, 2 bity vstupu
a 1 bitem vystupu.

Popis hradel: hradlo wvstup 1 wvstup 2
1. bit 0 bit 1
2. bit 0 hradlo 1
3. hradlo 1 bit 1
4. hradlo 2 hradlo 3

vystup pripojen na

bit 0 hradlo 4

Pro prehlednost jesté obrazek této sité:

Popis vystupu:

bit 0 &
2

& >—L &
4

all

bit 1 3

b—— bit 0

Program nyni spocita ze zadaného vstupu vystup celé sité:

vstup  vystup
00 0
01 1
10 1
11 0

Pozn: Poradi bit vstupu a vystupu je stejné jako u kla-
sického binarniho zapisu. Tedy 0. bit pfedstavuje jednotky,
1. bit dvojky, 2. bit ¢tyiky atd.

18-4-3 Bé&h méstem 9 bodu

V Kocourkové se rozhodli usporadat velkou oslavu na po-
Cest vyro¢i mésta. Méstska pokladna vSak zeje prazdno-
tou, a tak museli radni vymyslet finan¢né nenaroc¢ny zpisob
oslavy. Radni si dlouho lamali hlavu, az je napadlo uspo-
radat pro obyvatele mésta zavod. Zprava se rychle roznesla
do sirokého i dalekého okoli a na oslavy se zacali sjizdét
zvédavci i z jinych mést. Jak uz to ale v Kocourkové byva,
radni zapomnéli domyslet trat zdvodu. Ulice mésta jsou ve-
lice zamotané, takZe i mistni obyvatelé maji problémy trefit



tam, kam zrovna chté&ji. Tajemnik méstské rady si je tohoto
problému védom, ale ma na préci spoustu jinych véci (ko-
neckoncti déla vétsinu prace za celou méstskou radu), a tak
se obratil s prosbou o pomoc na vas.
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Mate danou mapu mésta jako neorientovany graf, kde kazda
hrana predstavuje ulici a kazdy vrchol je k¥izovatka, do kte-
ré usti alespon 3 ulice. Jeden z vrcholtl je oznacen jako cil
celého zavodu. Tajemnik vas pozadal, abyste z kazdé uli-
ce udélali jednosmeérku, a to tak, aby kazdy zavodnik, ktery
bude dodrzovat pravidla jednosmérek, dobéhl po konec¢ném
poctu krokt do cile. Zavodnici mohou vybihat z libovolné-
ho mista a na kazdé kfiZovatce se libovolné rozhodnout,
kam pobézi (samoziejmé jen pokud vede z dané k¥izovatky
vice ulic; pokud z kfizovatky nevede ulice zadna, zavodnik
zde musi ¢ekat do skondni vék). Zaroveti by bylo rozumné,
aby zavod nékdy skoncil, takze kazdy zavodnik se musi do-
stat do cile v koneéném poctu kroki, at se na kiizovatkéch
rozhodne pro libovolnou jednosmérku. Pokud existuje vic
moznych feseni, program vypisSe libovolné z nich.

Priklad: Na obrazku vidite mapu mésta s vyznacenym cilem
a jednu z moznych spravnych orientaci:

/7N

18-4-4 Metro pro krtky

10 bodu

Baron von Maulwurfshaufen mél okolo svého sidla prekras-
nou zahradu v rané euklidovském slohu, které vévodil ob-
rovsky kruhovy zadhon plny maceSek a okrasnych okurek.
Lec¢ staleté prokleti rodu von Maulwurfshaufenti na sebe
nedalo dlouho c¢ekat. Na okraji zdhonu se zacaly objevo-
vat zlovéstné krtiny: prvni, druhé, treti, ctvrta, ... az N-
ta. Nedosti na tom, krtci vedou velice bohaty spolecensky
zivot a chtéji své pfibuzné na druhém konci zdhonu na-
vstévovat, a tak se rozhodli, Ze si mezi krtinami vyvrtaji
metro.

Vsechny tunely metra vedou po tseckéach a v téze hloubce,
proto se nejspis mnohé z nich budou protinat a v mistech
priseciki bude zapotfebi postavit vyhybky a zaméstnat zi-
zaly, které je budou obsluhovat. Krtci se ovSem obavaji,
ze v okoli nebude dostatek zizal. Jelikoz krtci jsou naroz-
dil od cholerického pana barona milad a pratelské zviratka
(Gerny sametovy kozisek, drapy jako vyvrtky atd., vSak to

znéte), jisté jim radi pomuiizete zjistit, kolik zizal budou po-
tfebovat najmout.

Napiste program, ktery dostane zadané polohy krtin (méfe-
né ve stupnich, podobné jako jsme popisovali svicky v tloze
18-1-4) a dvojice krtin, mezi kterymi povedou trasy metra,
a odpovi poc¢tem priisecikl tras. Muzete predpokladat, ze
v kazdé krtiné konci praveé jedna trasa.
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Napiste program, ktery dostane 90°
zadané polohy krtin (ve stupnich,
viz obrazek) a seznam dvojic kr-
tin, mezi nimiz povedou trasy me-
tra. Program pak odpovi poctem
prusecikli tras (pro nas obrazek
je to 8). Navic muzete predpokla-
dat, ze v kazdé krtiné konci praveé
jedna trasa a Ze se v zadném bodé€ neprotnou vice nez dvé
trasy.
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18-4-5 Datokopci 15 bodu

Moderni obor nazyvany Data Mining alias Datokopectvi
pokracuje ve svém vitézném tazeni svétem. Pronikd uz i
do vydavatelského prumyslu. Znama tiskaiska firma U-tisk
se rozhodla jit s dobou a misto zaméstnavani spousty redak-
torti shanéjicich v terénu potfebné informace se jala zpravy
radéji dolovat.

Za timto Gcelem zakoupili dvojrozmérné pole, rozdélili jej
na jednotkova policka a prozkoumali, kolik 1ze na kterém
z nich vytézit dobrych a Spatnych zprav (oboji je ddno né-
jakym prirozenym cislem). Vytézené zpravy chtéji dopra-
vovat do redakci, kde se budou zpracovavat: dobré zpravy
do redakce pohadek lezici podél celého zapadniho okraje
pole, Spatné do redakce zpravodajstvi lezici podél celého
severniho okraje.

Zpravy se maji dopravovat pomoci pasovych dopravnikii.
Na kazdém policku mize stat budto pas bézici z jihu na
sever, nebo z vychodu na zapad a nalozi na néj vse, co je
z prislusného policka vytézeno. Kazdy pas musi vést budto
pfimo do redakce (je-li policko u okraje) nebo pokracovat
pasem na sousednim poli¢ku, ktery vede ve stejném sméru,
¢imz se zpravy pridaji ke zpravam ze sousedniho policka.

Vasim cilem je napsat program, ktery po zadani vytéznosti
jednotlivych policek navrhne rozmisténi dopravnikti, aby se
do redakci dostalo co nejvice zprév spravného druhu (dobré
zpravy se ve zpravodajstvi nehodi, podobné jako jsou neza-
douci $patné v pohadkéch). Oba druhy zprav jsou cenény
stejné.

Priklad: Pro pole 4 x 4 s dobrymi zpravami rozmisténymi
podle prvniho obrazku a Spatnymi podle druhého je jed-
no ze spravnych feSeni na obrazku tfetim (vydoluje se 98

ZPTav).
9 10 0 0 0 e e
0 11 130 1
3 0055 e
0 510 10 10 e

11 bodu

18-4-6 Komplikatorovy gl

V minulé sérii jsme si ukazali, jak se déla globalni propagace
konstant pomoci dataflow. Nepfijemnou vlastnosti tohoto
algoritmu je jeho kvadratickd pamétova (a tedy i Casovd)
slozitost. Jejim dtvodem je to, ze si hodnotu kazdé pro-
ménné urcujeme na zacatku a konci kazdého basic bloku.
To ovSem vypada jako bezdivodné plytvani — drtiva veét-
Sina proménnych neméni své hodnoty pfili§ casto (zejména
pomocné proménné, které si vytvari kompilator, jsou casto
nastavovany jen na jednom misté v programu).

Uplné ideélni by bylo, kdyby toto byla pravda pro viechny
proménné. Pokud se proménnd nastavi jen jednou a pak
uz se neméni, stac¢i si pro ni pamatovat jen jednu hodno-
tu, protoze jestlize ji na tomto jediném misté nastavime
na konstantu, musi byt této konstanté rovna tplné vsude.



Samoziejmé, ze ne vSechny programy tuto podminku spliu-
ji. Obcas si dokdzeme pomoct pfejmenovanim proménnych.
Napriklad kéd

assign a 0

assign b (a + 1)

assign a b

assign ¢ (a + 1)

ve kterém do a prifazujeme dvakrat, lze pfepsat na program
assign a; O

assign b (a; + 1)

assign as b

assign ¢ (ap + 1)

kde se do kazdé proménné prifazuje jen jednou. Ovsem exis-
tuji programy, kde to udélat nelze. Tteba

if (a<b)12

label 1
assign x 1
goto 3

label 2
assign x 2

label 3
assign i O
assign s x

label 4

assign s (s + 1)
assign i (i + 1)
if (14 < 100) 4 5

label 5
assign result s

nejde prepsat tak, abychom do proménnych z, ¢ a s neprita-
zovali dvakrat. Toto nastane tehdy, jestlize chceme nékdy
pouzit proménnou, do které jsme predtim mohli dosadit
rizné hodnoty. Abychom se s tim vyporadali, pfidame si do
programu takzvané ¢ funkce. Funkce ¢ se nachdazeji vidy
jen na zacatcich basic bloki, a to v mistech, kde se sbiha
vic riznych definic jedné proménné. Argumenty ¢ funkce
odpovidaji hranam, které do bloku vedou, a jeji vysledek
je vzdy roven tomu argumentu, z jehoz hrany pfijde pro-
vadéni programu. Napiiklad vyse uvedeny kéd vypada po
doplnéni ¢ funkci takto:

if (a<b) 12

label 1
assign x 1
goto 3

label 2
assign x 2

label 3

assign x p(x,x)
assign i O
assign s x

label 4

assign s ¢(s,s)
assign i o(i,i)
assign s (s + i)
assign i (i + 1)
if (4 < 100) 4 5

label 5
assign result s

Nyni jiz mtzeme proménné prejmenovat tak, aby se do kaz-
dé z nich pfitazovalo jen jednou:
if (a; < by) 1 2

label 1
assign x3 1
goto 3

label 2
assign x4

label 3

assign x5
assign ig
assign s7

SO(X?) 5X4)
0
X5

label 4

assign sg p(s7,s810)
assign ig (ig,111)
assign sjg (sg + ig)
assign iy (ig + 1)
if (i1;7 < 100) 4 5

label 5
assign result sg

Vysledku této transformace se ¥ikd SSA forma (kde SSA
znamend , Static Single Assignment“). Nyn{ vds mozn4 na-
padlo nékolik otazek, na které je nutné si odpoveédét:
® Proc jsme prejmenovali i proménné a a b, a ptiradilii pro-
ménnym s ruznymi jmény ruzna ¢isla? Dtvod je ten, zZe
nyni mizeme na pltvodni jména proménnych zapome-
nout a pracovat jen s jejich novymi verzemsi. Je samoziej-
mé praktické, aby kazda verze méla vlastni ¢islo, protoze
pak se jim daji indexovat tabulky, do nichz si optimaliza-
ce uklddaji pomocné hodnoty vztahujici se k dané verzi.
® Prestoze jsme vam to v pfedchozim textu zatajili, nebylo
by dobré, abychom pouzivali neinicializované proménné.
SSA forma by tedy méla spliiovat to, Ze kazdé pouziti
verze proménné je dominovano jeji definici. Na prvni po-
hled by se mohlo zdat, ze napiiklad proménné siy toto
nespliiuje (mé pouziti ve ¢ funkci, kterd je pred jeji defini-
ci). Vzpomerime si ale, Ze tuto hodnotu pouzijeme pouze
tehdy, pokud pfijdeme z hrany z konce bloku s navéstim
4, a v tomto okamziku je jisté hodnota si¢ definovéna.
Casto je praktické se divat na pouziti ve ¢ funkcich tak,
jako by se ve skutec¢nosti nachéazela na hranéch, jimz od-
povidaji (tedy pouziti s19 a i11 ve ¢ funkcich se chovaji
tak, jako by byly na hrané z konce bloku s navéstim 4 na
jeho zacatek).
Jak SSA formu vytvofit? Existuje nékolik riznych algo-
ritm, vSechny vSak jsou pomérné netrivialni a nebudeme
se jimi v tomto seridlu zabyvat. Pouze poznamenejme, ze
casovéa slozitost téchto algoritmi byva v nejhorsim pfi-
padé kvadratickd (pfevod do SSA formy mtize v nejhor-
$im pripadé zpusobit kvadratické prodlouzeni kédu pro-
gramu), nicméné pro béZné programy, které neobsahuji
mnoho slozité se chovajicich proménnych, je skoro line-
arni.
Jak se SSA formy zbavit? Na konci kompilace se potiebu-
jeme zbavit ¢ funkci a verzi proménnych, abychom moh-
li program prelozit do assembleru. Jedna varianta, ktera
vas asi napadne, je prosté zahodit ¢isla verzi a vratit se
k ptivodnim proménnym. To ovSem nemusi fungovat. Na-
priklad kéd
assign a x
assign x y
assign b a



po prevedeni do SSA formy vypada takto:

assign a; Xo

assign x3 ya

assign bs a;

Zatim je vSe v potradku, pokud zahodime verze promén-
nych, dostaneme ptivodni program. Mize se ale stat, ze
optimalizace nazyvana propagace kopii zméni tento kéd
na

assign a; Xo

assign x3 ya

assign by xo

Zahodime-li nyni verze proménnych, dostavame program
assign a x

assign x y

assign b x

v némz mé proménna b ma na konci chybnou hodnotu.
Dalsi jednoducha idea je prosté povazovat verze promén-
nych za nové proménné, a ¢ funkce nahradit pfifazenimi,
které pridame na ptislusné hrany. Toto feSeni je korekt-
ni, ale neni pfili§ vhodné — do programu typicky prida-
me mnoho pfifazeni, a navic budeme mit podstatné vic
proménnych. Proto se pouziva ,néco mezi“ — verze pro-
ménnych, které spolu navzajem nekoliduji (tj. neni misto
v programu, kde bychom zaroven potiebovali znat hod-
notu obou) slepime do jedné proménné. Tim se zbavime
vétsiny prirazeni a zbylé kolidujici verze proménnych pak
prohlasime za nové proménné.

Na zavér si naznacme, jak se dd SSA forma vyuzit. Ty-
picky se podstatné zjednodusi tlohy, které se drive fesSily
pomoci dataflow analyzy. Napfiklad v propagaci konstant
si sta¢i hodnotu pamatovat pro kazdou verzi (neni t¥eba
rozliSovat, na kterém misté). Algoritmus pak vypada tak-
to:

1) Hodnoty vSech verzi nastav na Top a vloz je do fronty.
2) Z fronty odeber verzi v. Projdi véechny pfifazeni tvaru
assign x néco, v nichz je v pouzito.

a) pokud né&co je ¢ funkce, slej hodnoty ze vsech hran
b) jinak vyhodnof né&co

Pravidla slévani hodnot a vyhodnocovani vyraza jsou
stejnd, jaka jsme si popsali v minulé sérii. Pokud je zis-
kana hodnota jina, nez jakou jsme méli u = ulozenou,
nastavime z novou hodnotu a pt¥iddme x do fronty (po-
kud tam uz neni).

3) Opakujeme 2) dokud fronta neni prézdna.

4) Verze, jejichz hodnota je néjaka konstanta, nahradime
v programu touto konstantou a pfifazeni do nich smaze-
me.

ProtoZze hodnota pfifazend proménné se zméni nanejvys
dvakrat (z Top na konstantu a z konstanty na Bottom),
je Casova slozitost tohoto postupu linearni ve velikosti pro-
gramu (v SSA formé), coz vétSinou byva podstatné lepsi,
nez slozitost, jiz jsme dosahli klasickou dataflow analyzou.
Také implementace byva o dost jednodussi a snaze se pfi-
déavaji rizna vylepsSeni.

Uloha

Navrhnéte algoritmus pro mazani mrtvého kédu (co to zna-
mend viz zaddni minulé série) pracujici s programem v SSA
forme.

Recepty z programatorské kucharky

V nedavném vydani programatorské kuchaiky jsme se za-
byvali tfidénim dat, tentokrate si povime, jak v uspotfada-
nych datech néco efektivné najit a jak si data udrzovat sté-
le uspotadana. K tomu se ndm bude hodit zejména binarni
vyhledavani a rtzné druhy vyhledavacich stromii.

Binarni vyhledavani. Predstavte si, Ze jste k narozenindm
dostali obrovské pole setfidénych zdznamii (to je, pravda,
trochu netradi¢ni darek, ale pro¢ ne — muze to byt tre-
ba telefonni seznam). Zaznamy mohou vypadat libovolné a
to, Ze jsou setfidéné, znamena jen a pouze, ze 1 < 2 <
... < zpn, kde < je né€jaka relace, kterd ndm fekne, ktery ze
dvou zdznamt je mensi (pro jednoduchost predpoklddame,
7e z4dné dva zédznamy nejsou stejné).

Co si ale s takovym polem poc¢neme? Zkusime si v ném
najit néjaky konkrétni zdznam z. To mizeme udélat tie-
ba tak, Ze si nalistujeme prostfedni zéznam (oznacime si
ho x,,) a porovnidme s nim nase z. Pokud z < x,,, vime,
7e se z nemitize vyskytovat ,napravo“ od x,,, protoze tam
jsou v8echny zaznamy vétsi nez x,, a tim spiSe nez z. Ana-
logicky pokud z > x,,, nemtze se z vyskytovat v prvni
poloviné pole. V obou pfipadech ndm zbude jedna polovina
a v ni budeme pokracovat stejnym zpusobem. Tak budeme
postupné zmensovat interval, ve kterém se z mutze nacha-
zet, az budto z najdeme nebo vylouc¢ime vSechny prvky, kde
by mohlo byt.

Tomuto principu se obvykle fika bindrni vyhleddvdni nebo
také hleddni pulenim intervalu a snadno ho naprogramuje-
me budto rekursivné nebo pomoci cyklu, v némz si budeme
udrzovat interval (I,7), ve kterém se hledany prvek muize
nachézet:

function BinSearch(z : integer):integer;

var 1,r,m : integer;

begin
1 :=1; { interval, ve kterém hledame }
r := N;

while 1 <= r do begin { je3té& neni prazdny }
m := (1+r) div 2;
if z < x[m] then
m-1

{ st¥ed intervalu }

r := { je vlevo }

else if z > x[m] then

1 := m+l { je vpravo }
else begin { Bingo! }
hledej := m;
exit;
end;
end;
hledej := -1; { nebyl nikde }

end;

Vsimnéte si, ze prichodt cyklem while mize byt nejvyse
[log, N, protoze interval (I, r) na poc¢étku obsahuje N prv-
ki a v kazdém priichodu jej zmensime na polovinu (ve sku-
tecnosti jesté o jednicku, ale tim lépe pro nas). Proto po k
priichodech bude interval obsahovat nejvyse N/2% prvki
a jelikoz pro N/2% < 1 se algoritmus zastavi, miize byt k
nejvyse logy N. Proto je ¢asova slozitost binarniho vyhleda-
vani O(log N). [Zaklad logaritmu nemusime psét, protoze
log, b =log, b/ log, a, ¢ili logaritmy o ruznych zékladech se
lis{ jen konstantou, kterd se ,schova do O-¢ka.“|



Hledani ptilenim intervalu je tedy velmi rychlé, pokud ma-
me moznost si data pfedem setiidit. Jakmile ale potiebuje-
me za béhu programu pfidavat a odebirat zaznamy, pota-
Zeme se se zlouw: budto budeme mit zdznamy uloZené v poli,
a pak nezbyva nez pfi zatfidovani nového prvku ostatni
,<rozhrnout“, coz mtze trvat az N krokt, a nebo si je bu-
deme udrzovat v néjakém seznamu, do kterého dokazeme
pridavat v konstantnim case, jenze pak pro zménu nebude-
me pii vyhledavani schopni najit tolik potiebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:

Vyhledavaci stromy. Pfedstavme si, jakymi vSemi moznymi
cestami se mize v nasem poli binarni vyhledavani ubirat.
Na zacatku porovnavame s prostfednim prvkem a podle
vysledku se vyddme jednou ze dvou moznych cest (nebo
rovnou zjistime, Ze se jedna o hledany prvek, ale to neni moc
zajimavy piipad). Na kazdé cesté nds zase ¢ekd porovnani
se stfedem prislusného intervalu a to nas opét posle jednou
ze dvou dalSich cest atd. To si mizeme piehledné popsat

pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude od-
povidat celému poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému
budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici
prislusné prostiedni prvky) a tak dle. OvSem jakmile zna-
me tento strom, mizeme nas piilici algoritmus provadét pti-
mo podle stromu (ani k tomu nepotiebujeme vidét pivodni
pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, po-
rovname a podle vysledku se budto presuneme do levého
nebo pravého podstromu a tak déale. Kazdy priibéh algo-
ritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z kofene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale vSimnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu
fungovalo, strom viibec nemusel vzniknout ptilenim interva-
lu - stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, ze vSechny hodno-
ty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak
hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli
by také popisovaly nasledujici stromy (napf.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromt samoziejmé uz ne-
musi mit péknou logaritmickou slozitost (kdyz bychom hle-
dali podle ,degenerovaného* stromu z pravého obrazku, tr-
valo by to dokonce linedrnég). Dilezité ale je, ze takovéto
stromy se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pfi tro-
Se Sikovnosti muzeme udrzet dostatecné podobné idedlnimu
ptleni intervalu. Pak bude hloubka stromu stéle O(log V),
tim padem i ¢asova slozitost hledani a, jak za chvilku uvi-
dime, mnohych dalsich operaci.

Definice. Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme
pravé vymysleli:

Bindrni vyhleddvaci strom (po doméacku BVS) je budto
préazdna mnozina nebo koren obsahujici jednu hodnotu a
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majici dva podstromy (levy a pravy), coZ jsou opét BVS,
ovsem takové, ze vSechny hodnoty ulozené v levém podstro-
mu jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi
nez vSechny hodnoty ulozené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud x je kofen a L, a R, jeho levy a pravy
podstrom, pak kofentim téchto podstromt (pokud nejsou
prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu z a na-
opak vrcholu x budeme fikat otec téchto synt. Pokud je
néktery z podstromt prazdny, pak vrchol x pfislusného sy-
na nema. Vrcholu, ktery nemd zadné syny, budeme iikat
list vyhledavaciho stromu. VSimnéte si, ze pokud z ma jen
jediného syna, musime stéle rozliSovat, je-li to syn levy ne-
bo pravy, protoze potfebujeme udrzet spravné usporadani
hodnot. Také si vS§imnéte, ze pokud zname syny kazdého
vrcholu, mizeme jiz rekonstruovat vsechny podstromy.

Kazdy BVS také muzeme popsat velmi jednoduchou struk-
turou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;
vrchol = record

1, r : pvrchol; { levy a pravy syn }
X integer; { hodnota }
end;

Pokud néktery ze synti neexistuje, zapiSeme do prislusné
polozky hodnotu nal.

Find. V fe¢i BVS mizeme preformulovat nas vyhledavaci
algoritmus takto:

function TreeFind(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachazi, nebo nil, neni-1i. }
begin
while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin
if x<v~.x then

v :=v~.1
else
v :=vo.r
end;
TreeFind := v;

end;

Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je
hloubka stromu, protoze zac¢ina v koteni a v kazdém pri-
chodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Insert. Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodno-
tu (aniz bychom se ted starali o to, zda tim strom nemuize
degenerovat)? Staci zkusit hodnotu najit a pokud tam jes-
té nebyla, urcité pfi hledani narazime na odbocku, ktera
je nil. A presné na toto misto pripojime nové vytvoreny
vrchol, aby byl spravné uspordadan vzhledem k ostatnim
vrcholtim (Ze tomu tak je, plyne z toho, ze pfi hledani jsme
postupné vyloucili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota
byt nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si
ukézeme rekurzivni zachazeni se stromy:

function TreeIns(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prazdny strom => zaloZime novy kofen }

new(v) ;

v© .1l := nil;
vT.r := nil;
vT.X 1= X;

end else if x<v~.x then { vkladame vlevo }



v~.1l := Treelns(v~.1l, x)
else if x>v~.x then { vkladéme vpravo }
v™.r := TreeIlns(v~.r, x);
Treelns := v;
end;

Delete. Mazéani bude o kousicek pracnéjsi, musime totiz roz-
lisit tii pripady: Pokud je mazany vrchol list, sta¢i ho vymé-
nit za nil. Pokud ma pravé jednoho syna, stac¢i nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna ptepojit k otci v. A pokud ma
syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu
(tu najdeme tak, ze ptjdeme jednou doleva a pak pofad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcho-
lu a v levém podstromu ji pak smazeme (coz uz umime,
protoZe ma 1 nebo 0 synt). Program néasleduje:

function TreeDel(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Parametry stejné jako Treelns }
var w:pvrchol;
begin
TreeDel
if v=nil then exit
else if x<v”.x then
v™.1 := TreeDel(v~.1l, x) { je&té& hledame x }
else if x>v~.x then
.r := TreeDel(v~.r, x)
else begin { nasli jsme }
if (v~.1=nil) and (v~.r=nil) then begin
TreeDel := nil; { maZeme list }
dispose(v);
end else if v~.1=nil then begin
TreeDel : { jen pravy syn }
dispose(v);
end else if v~ .r=nil then begin
TreeDel := v~.1; { jen levy }
dispose(v);
end else begin

1= v;
{ prézdny strom }

v

=vo.r;

{ m& oba syny }

w o= v..l; { hledame max(L) }
while w™.r<>nil do w := w™.r;
vT.x = w.x; { prohazujeme }

{ a maZeme pivodni max(L) }
v~.1l := TreeDel(v~.1l, w™.x);
end;
end;
end;

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime piidavat
nebo z néj odebirat prvky, dopadne to takto:

(5)
e Delete 4 a

(5)
e Delete 2 @
@O ©

(1)
e Delete 5 @
@ ®

Jak vkladani, tak mazéni opét budou trvat O(h). Ale po-
zor, jejich pouzivanim mize h nekontrolovatelné rtist — sami
zkuste najit néjaky priklad, kdy h dosdhne az N.

Prochézeni stromu. Pokud bychom chtéli v§echny hodnoty
ve stromu vypsat, sta¢i strom rekursivné projit a sama defi-
nice usporadani hodnot ve stromu nam zajisti, ze hodnoty
vypiSeme ve vzestupném poradi: nejdiive levy podstrom,
pak kofen a pak podstrom pravy. Casova slozitost je, jak se
snadno nahlédne, linedrni, protoze stravime konstantni cas
vypisovanim kazdého prvku a prvkt je pravé N. Program
bude opét pfimocary:
procedure TreeShow(v:pvrchol);
begin
if v=nil then exit;
TreeShow(v~.1);
writeln(v~.x);
TreeShow(v™.r);
end;

{ neni co dé&lat }

Vyvazené stromy. S bindrnimi stromy lze délat vselijaka
kouzla a prakticky vSechny stromové algoritmy maji spolec-
né to, ze jejich casova slozitost je linedrni v hloubce stromu.
(Pravda, pravé ten posledni byl vyjimka, le¢ vSechny prvky
rychleji nez linedrné s N opravdu nevypiSeme.) Jenze jak
jsme vidéli, neopatrnym insertovanim a deletovanim prvk
mohou snadno vznikat vselijaké degenerované stromy, kte-
ré maji linedrni hloubku. Abychom tomu zabranili, musime
stromy vyvaZovat. To znamena definovat si néjaké sikovné
omezeni na tvar stromu, aby hloubka byla vzdy O(log N).

vvvvvv

Dokonale vyvdZeny budeme fikat takovému stromu, ve kte-
rém pro kazdy vrchol plati, Zze pocet vrcholi v jeho levém a
pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku. Takové stromy
kopiruji déleni na poloviny pti bindrnim vyhledavani, a pro-
to (jak jsme jiz dokdzali) maji vzdy logaritmickou hloubku.
Jediné, ¢im se lisi, je, Ze mohou zaokrouhlovat na obé stra-
ny, zatimco nas pulici algoritmus zaokrouhloval polovinu
vzdy doli, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez
pravy. Z toho také plyne, Zze se snadnou modifikaci pilici-
ho algoritmu da dokonale vyvazeny BVS v linearnim case
vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a
Deletu neda v logaritmickém cCase strom znovu vyvazit.

AVL stromy. Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu
uvolnit a vyzadovat, aby se u kazdého vrcholu lisily o jednic-
ku nikoliv velikosti podstromi, nybrz pouze jejich hloubky.
Takovym stromum se fika AVL stromy a mohou vypadat
tfeba takto:

PN

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale
jak je vidét na predchozim obrazku, opacné to platit nemu-
si. To, Ze hloubka AVL stromt je také logaritmicka, proto
neni Gplné zfejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech ma hloubku O(log N).

Diikaz: Ozna¢me Ay nejmensi mozny pocet vrchola, jaky
muze byt v AVL stromu hloubky d. Snadno vyzkousime,
7e Ay =1, Ay = 2, A3 = 4 a Ay = 7 (pfislusné mini-
mélni stromy najdete na predchozim obrézku). Navic plati,
7e Ag =1+ Ag_1+ Ay_o, protoze kazdy minimélni strom
hloubky d musi mit kofen a 2 podstromy, které budou opét
miniméalni, protoze jinak bychom je mohli vyménit za mini-
malni a tim snizit pocet vrchold celého stromu. Navic ale-
sponl jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze



jinak by hloubka celého stromu nebyla d) a druhy hloubku
d—2 (podle definice AVL stromu mtiZze mit d—1 nebo d—2,
ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrcholt).

Spocitat, kolik pfesné je A4, neni Gplné snadné. Nam vsak
postaéi dokazat, ze Ag > 24/2. To provedeme indukei: Pro
d < 4 to plyne z ru¢né spocitanych hodnot. Pro d > 4 je
Ag=14+Ag_1+A4_ 2> 2(d=1)/2 4 9(d=2)/2 — 2d/2'(2_1/2+
271) > 24/2 (soucet ¢isel v zavorce je &~ 1.207).

Jakmile uz vime, ze Ad roste s d alesponn exponencialné,
tedy Ze Jc : Ay > ¢?, dikaz je u konce: Mame-li AVL
strom T na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu T mtze byt maximalné d, protoze
jinak by T musel mit alesponi A;11 vrchold, ale to je vice
nez N. A jelikoz A4 rostou exponencidlng, je d < log, IV,
¢ilid=O(logN). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak
provadét Insert a Delete tak, strom zistal vyvazeny. Ne-
miizeme si totiz dovolit strukturu stromu ménit libovolné —
stale musime dodrzovat spravné usporadani hodnot. K to-
mu se nadm bude hodit zavést si néjakou mnozinu operaci,
o kterych dokazeme, Ze jsou korektni, a pak strukturu stro-
mu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou to:

Rotace. Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého pod-
stromu) nazveme jeho ,pfekofenéni“ za nékterého ze synt
korene. Misto formélni definice ukazme radéji obrazek:

/a\ /5\ /B\ [0\

Strom jsme prekorenili za vrchol y a prepojili jednotlivé
podstromy tak, aby byly vzhledem k x a y opét uspora-
dané spravné (vSimnéte si, ze je jen jediny zpusob, jak to
udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otocilo po sméru
hodinovych rucicek, fika se takové operaci rotace doprava.
Inverzni operaci (tj. pfekofenéni za pravého syna kofene) se
tika rotace doleva a na nasem obrazku odpovida pfechodu
zprava doleva.

/N /a\

Dvojrotace. Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz prove-
deme dvé rotace nad sebou ligici se smérem (tj. jednu levou
a jednu pravou nebo opaé¢né). Tomu se ¥iké dvojrotace a
jejim vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka korene
pripojeného ,cikcak®. Radéji opét predvedeme na obrazku:

@
A @
/B\ /o\

Zmaménka. P¥i vyvazovani se ndm bude hodit pamatovat
si u kazdého vrcholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho
podstromi. Tomu budeme fikat znaménko vrcholu a bude
budto 0, jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom
hlubsi a + pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka,
respektive vrcholy se znaménky znacit &, © a ©.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a
pravou stranu), znaménka se zméni na opacnd (¢ a S se
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prohodi, ® ztistane). Toho budeme ¢asto vyuzivat a ze dvou
zrcadlové symetrickych situaci popiseme jenom jednu s tim,
ze druhd se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcho-
lu. To muzeme zafidit budto tak, Ze si do zdznamu popi-
sujicich vrcholy stromu pridame jesté ukazatele na otce a
budeme ho ve vsech operacich poctivé aktualizovat, a nebo
vyuzijeme toho, ze jsme do daného vrcholu museli néku-
dy pfijit z kofene, a celou cestu z kofene si zapamatujeme
v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz
s chuti do toho:

Vyvazovani po Insertu. Kdyz provedeme Insert tak, jak
jsme ho popisovali u obecnych vyhledavacich strom, pfi-
bude nam ve stromu list. Pokud se tim AVL vyvaZenost
neporusila, stac¢i pouze opravit znaménka na cesté z nové-
ho listu do kofene (vSude jinde zlistala zachovéna). Paklize
porusila, musime s tim néco provést, konkrétné ji Sikov-
né zvolenymi rotacemi opravit. Popiseme algoritmus, ktery
bude postupovat od listu ke kofeni a vse potfebné zaridi:

Nejprve pridéani listu samotné:

i

Pokud jsme ptidali list (bez Gjmy na obecnosti levy, ji-
nak vyfesime zrcadlové) vrcholu se znaménkem ©, zménime
znaménko na & a posleme o patro vys informaci o tom, Ze
hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou).
Pridali-li jsme list k €, zméni se na ® a hloubka podstro-
mu se neméni, takze mizeme skoncit.

Nyni rozebereme pripady, které mohou nastat na vyssich
hladinach, kdyz ndm z néjakého podstromu pfijde Sipka.
Opét budeme predpokladat, ze prisla zleva; pokud zprava,
vytesime zrcadlové. Pokud pfisla do & nebo ®, oSetiime to
stejné jako pii pridani listu:

oﬁé ’Qﬂ

Pokud ale vrchol z ma znaménko ©, nastanou potize: levy
podstrom ma ted hloubku o 2 vy$si nez pravy, takze musime
rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je znaménko
vrcholu y pod sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést.
Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to do-
padne s hloubkami jsme pfikreslili do obrazku — pokud si
hloubku podstromu A oznac¢ime jako h, B musi mit hloub-
ku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout,
Ze v x jsme jeSté © nepfepoditali (vede tam preci Sipka),
takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom o 2 hladiny hlub-
§$i nez pravy (puvodni hloubky jsme na obrazku naznadcili



[v zévorkach]). Po zrotovéni vyjdou u z i y znaménka © a
celkova hloubka se nezméni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako @:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvoj-
rotaci. (Nemfize se ndm stat, ze by z neexistovalo, protoze
jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete na obrazku.
Jelikoz z mize mit libovolné znaménko, jsou hloubky pod-
stromit B a C budto h nebo h — 1, coz znac¢ime h~. Podle
toho pak vyjdou znaménka vrcholi z a y po rotaci. Kazdo-
padné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkové hloubka se neméni,
takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyfesime velmi
snadno: vSimneme si, ze nemize nastat. Kdykoliv totiz po-
sildme Sipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni otdzka: jak
to, Ze @ miZe nastat?)

Vyvazovani po Deletu Vyvaéovéni po Deletu je trochu ob—
rozebereme zadkladni situace: odebirame hst (BUNO levy)
nebo vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny
syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

FC g0

Sipkou dolti zna¢ime, Ze o patro vy$ posildme informaci
o tom, Ze se hloubka podstromu snizila o 1. Pokud Sipku
dostane vrchol typu © nebo ®, vyfesSime to snadno:

b e

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy sipku do-
stane &. Tehdy se musime podivat na znaménko opacnéeho
syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, Ze opac¢ny syn
ma @:

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova
hloubka stromu se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat
Sipku o patro vys.

Pokud by y byl ®:

h+1

B
h+1 h+1 h h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze cel-
kova hloubka se nezmeénila.

Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl &:

V tomto piipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje,
jelikoz y je typu ©), vrcholy  a y obdrzi znaménka v za-
vislosti na pivodnim znaménku vrcholu z a cely strom se
snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end. Jak pii Insertu, tak pfi Deletu se nam podari-
lo strom upravit tak, aby byl opét AVL stromem, a trva-
lo ndm to linedrné s hloubkou stromu (konédme konstantni
praci na kazdé hladiné), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete
samotny. Jenze o AVL stromech jsme jiz dokazali, ze maji
hloubku vzdy logaritmickou, takze jak hledani, tak Insert
a Delete zvladneme v logaritmickém case (vzhledem k ak-
tualnimu poétu prvka ve stromu).

Dalsi typy stromi. AVL stromy samoziejmé nejsou jediny
zpusob, jak zavést stromovou datovou strukturu s logarit-
micky rychlymi operacemi. Dalsi jsou tfeba:

o Cerveno-Cerné stromy — ty si misto znamének vrcholy
barvi, kazdy je budto ¢erveny nebo ¢erny a plati, Ze ni-
kdy nejsou dva cervené vrcholy pod sebou a ze na kazdé
cesté z korene do listu je stejny pocet ¢ernych vrchold.
Opét je hloubka stromu logaritmické, po Insertu a Dele-
tu barvy opravujeme prebarvovanim na cesté do kotene
a rotovanim, jen je potifeba rozebrat podstatné vice pfi-
padii nez u AVL stromt. (Za to jsme ale odménéni tim,
Ze nikdy nedélame vice nez 2 rotace.)

® 2-3-stromy — v jednom vrcholu nemame uloZenu jednu
hodnotu, nybrz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo
3, odtud nazev). Hloubka opét logaritmickd, vyvazovani
fesime pomoci spojovani a rozdélovani vrchold.

e Splay stromy — nezavadime zadnou vyvazovaci podmin-
ku, nybrz definujeme, ze kdykoliv pracujeme s néjakym
vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do kofene a pokud to
jde, preferujeme dvojrotace. Takové operaci se rika Splay
a daji se pomoci ni definovat operace ostatni: Find hod-
notu najde a poté na ni zavola Splay. Insert si necha vy-
splayovat predchtidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol
mezi predchidce a jeho pravého syna. Delete vysplayuje
magzany prvek, pak uvniti pravého podstromu vysplayu-
je minimum, takze bude mit jen jednoho syna a muzeme
jim tedy nahradit mazany prvek v koreni.

Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné
dlouho, ale da se o nich dokézat, ze jejich amortizovand



slozitost je vzdy O(log N). Tim chceme Fici, Ze provést ¢
po sobé jdoucich operaci zac¢inajicich prazdnym stromem
trva O(t - log N) (nékteré operace mohou byt pomalejsi,
ale to je vykoupeno vétsi rychlosti jinych). To u vétsi-
ny pouziti stac¢i — datovou strukturu obvykle pouzivate
uvnit? néjakého algoritmu a zajima vés, jak dlouho bé-
71 vSechny operace dohromad — a navic je Splay stromy
daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované stro-
my. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlastnos-
ti: prizpusobuji svij tvar ¢etnostem hledani, takze casto
hledané prvky jsou pak bliz ke kofeni, snadno se daji
rozdélovat a spojovat atd.

Treapy — randomizované vyvazované stromy: néco mezi
stromem (tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfifa-
dime vdhu, coZ je ndhodné ¢islo z intervalu (0, 1). Strom
pak udrzujeme usporadany stromové podle hodnot a hal-
dové podle vah (vSimnéte si, Ze tim je jeho tvar uréen jed-
noznacné). Insert a Delete opravuji haldové usporadani
velmi jednoduse pomoci rotaci. Casova slozitost v prii-
mérném piipadé je O(log N).

BB-a stromy — zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym
smérem: zvolime si vhodné ¢islo a a vyzadujeme, aby
se velikost podstromt kazdého vrcholu lisila maximélné
a-krat (prazdné podstromy néjak oSetfime, abychom ne-
délili nulou; dokonald vyvézenost odpovidd o = 1 [aZ na
zaokrouhlovéni]). V kazdém vrcholu si budeme pamato-
vat, kolik vrcholi obsahuje podstrom, jehoz je kofenem,
a po Insertu a Deletu pfepocitame tyto hodnoty na cesté
zpét do kofene a zkontrolujeme, jestli je strom jesté stéle
a-vyvazeny. Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém
se velikosti podstromti pfilis 1isi, a vSe od tohoto mista
dolti znovu vytvofime algoritmem na vyrobu dokonale
vyvazenych stromt. Ten, pravda, bézi v linedrnim case,
ale ¢im vétsi podstrom prebudovavame, tim to délame
méné Casto, takze vyjde opét amortizované O(log N) na
operaci.

Cvi€eni. Nékolik véci, které se do kuchaiky uz nevesly, ale
muzete si je zkusit vymyslet:

1. jak konstruovat dokonale vyvazené stromy

2. jak pomoci toho naprogramovat BB-a stromy

3. algoritmus, ktery k prvku ve stromu najde jeho nésled-
nika, coz je prvek s nejbliz$i vyssi hodnotou (zde pred-

pokladejte, ze ke kazdému prvku mate ulozeny ukazatel
na jeho otce)

4. jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a bude-
te postupné hledat nasledniky (i kdyZ nalezeni naslednika
mize trvat az O(h), vSimnéte si, Ze projiti celého stromu
pres nasledniky bude linedrni)

5. jak do vrcholt stromu ukladat rtzné pomocné infor-
mace, jako tfeba pocet vrcholti v podstromu kazdého vr-
cholu, a jak tyto informace pfi operacich se stromem udr-
Zovat (pfi Insertu, Deletu, rotaci)

6. Ze libovolny interval (a,b) lze rozlozit na logaritmicky
mnoho intervali odpovidajicich podstromtm

7. a ze zkombinovanim pfedchozich dvou cviceni lze od-
povidat i na otazky typu ,.kolik si strom pamatuje hodnot
ze zadaného intervalu®“ v logaritmickém case. . .

Nékolik poznamek na zavér.

e Pokud zaznamy muzeme jenom porovnavat, je binarni
vyhledavani nejlepsi mozné. Libovolné hledani zalozené
na porovnavani lze totiz popsat binarnim stromem a bi-
narni strom s N vrcholy musi mit vzdy hloubku alespon
[logy V.

Pokud bychom ale predpokladali, ze se zdznamy muze-
me zachéazet i jinak, daji se nékteré operace provadét i
v konstantnim ¢ase (alespoti primérné). K tomu se hodi
napiiklad hashovdni, a to si popiSeme v nékteré z kucha-
fek v pristim ro¢niku KSP. Jeho nevyhodou ovSem je, Ze
udrzuje jenom mnozinu prvkid, nikoliv uspofadani na ni,
takze naptiklad nelze najit k zadanému prvku nejblizsi
vysSi.

Pokud bychom pfipustili, Ze se mohou vyskytnout dva
stejné zaznamy, budou stromy stale fungovat, jen si musi-
me dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno pii operacich
se stromem mize nastat.

Jakpak pfisly AVL stromy ke svému jménu? Inu, podle
svych objevitelt pantt Adelsona-Velského a Landise.
Rekurenci Ag =1+ Ag_1 + Ag_o, A1 =1, Ay = 2 pro
velikosti minimalnich AVL stromi je samoziejmé mozné
vytesit i presné. Zadné piekvapeni se nekond, objevi se

totiz stard zndma Fibonacciho ¢isla: A, = Fj, 1o — 1.

Dnesni menu vam servirovali
Martin Mares a Tomas Valla

Vzorova feSeni druhé série osmnactého roéniku KSP

18-2-1 Potrhly syslik

Vétsina z vas si s timto tkolem hravé poradila. Je vsak nut-
né dodat, Ze samotny postup neni dostacujici feseni. Vzdy
je tieba Fici, pro¢ zvoleny postup funguje. Ale i to se vétsi-
né fesitelti povedlo, a tak se v rychlosti kouknéme, jak by
mohlo vypadat vzorové feseni.

Maéame 50 minci, 18 je otoceno licem, zbylé jsou otoceny ru-
bem. Oddélme libovolnych 18 minci a ozna¢me je jako prvni
hromédku. Ostatni mince tvofi hromadku druhou. Vsech-
ny mince v prvni hromadce oto¢ime a nahlédneme, Ze tim
je tkol splnén. Z ptvodnich 18 minci otocenych licem se
do prvni hromadky dostalo pravé k z nich. A tedy 18 — k
je pocet rubem otocenych minci v prvni hromadce. Po oto-
¢eni vsech minci v této hroméadce se poéty rubem a licem
otoc¢enych prohodi. V prvni hromédce tak bude 18 — k licem
otocenych minci. Ve druhé hromadce je ale jiz od zacatku
18 — k licem otocenych minci, protoze celkem jich bylo 18
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a k z nich pfipadlo do prvni hroméadky. Poéty v obou jsou
tak shodné a tloha je vyfesena.

Jak mnozi z vas také poznali, princip feSeni neni dan tim,
ze minci bylo praveé 50 a 18 bylo licem otocenych a ze feseni
se da spolu se zadanim tlohy zobecnit a stale bude fungo-
vat. Dodejme jesté, Ze k takovymto loham neni tieba psat
zdrojovy kéd. V nékterych doslych feSenich se zbyteéné ota-
Cely mince tam a zase zpét, za coz byl strhavan jeden bodik,
protoze takova feSeni jsou vlastné pomalejsi.

David Matousek

18-2-2 Kvakulator

Vzpomenu si na ZS a pisemné déleni "pod sebou”. Tam
vse zalezelo na zbytcich — vysel-li nAm nékdy po vycerpani
cifer Citatele zbytek 0, nemélo ¢islo periodu, pokud se né-
jaky zbytek opakoval potom, co ndm doSly cifry citatele,
vznikla tak automaticky perioda. Jesté predtim ale zajis-



tim, aby a < b tak, Ze provedu ¢’ = a mod b, kde mod
je zbytek po déleni. Poc¢itdnim s a’ misto a se mi perioda
urcit€é nezméni. Prvni zbytek si tedy nastavim rovnou jako
z1 = a mod b (zbavim se tak vSech cifer a najednou a po-
tom pfi déleni pod sebou ” pFipisuji” uz jen 0). Dalsi zbytky
ziskdm postupné jako z;11 = (10z;) mod b. Vsimnéte si, ze
cifry vysledku nas vibec nezajimaji, po nalezeni opakova-
ni zbytkt se budou opakovat i cifry, nebot cifra zavisi jen
na predchozim zbytku a b, které je pevné. Délka periody
je nanejvys b — 1, protoze po vice nez b — 1 ¢islech 0.6 — 1
potkdm bud 0 nebo néjaky zbytek dvakrat.

Jednodussi cesta, jak najit periodu, je pamatovat si zbytky
z; v poli a pokazdé pole prohledat, zda uz zbytek mame.
Toto mé ¢asovou slozitost O(b?) a pamétovou O(b).

Trochu chytfejsi je nepamatovat si pole z;, ale zda a kde
jsem jiz potkal zbytek z v poli a,. Potom zjistuji, zda jsem
jiz zbytek potkal v konstantnim c¢ase a dostanu casovou i
pamétovou slozitost O(b).

Situaci mi komplikuje jen mozné pfed-perioda, bez ni bych
si mohl zapamatovat prvni zbytek a prosté si na néj pockat
az ho potkdm znovu. Pred-perioda mé ale délku nanejvys b,
staél tedy provést prvnich b déleni a z;, bud bude 0 (pak je
perioda 0) nebo si ho zapamatuji a az ho potkdm na pozici
Zb+p, nadel jsem periodu délky p. Casova slozitost je tak
pofad O(n), pamétova O(1).

Existuje i rychlejsi feseni pracujici v ¢ase O(v/b) nebo i
lepsim (hlavné podle zbésilosti pouzité faktorizace), ale to
je prilis slozité na to, abych ho zde uspokojivé popsal.

Tomas Gavenciak

18-2-3 Jerabnik EvZen

Z poctu doslych reseni je jasné, ze vas demolice baziny za-
ujala, ale poradit Evzenovi, jak ovladat jefab nejen spoleh-
livé, ale také rychle, byl pro vas ofisek. Pojdme ho tedy
rozlousknout.

Jednoduché feseni problému je zapamatovat si tthel nato-
¢eni kazdého segmentu a po kazdé zméné vyslednou pozici
demoli¢ni koule spocitat. Pokud vime pocateéni bod i-tého
segmentu a jeho absolutni thel o v roving, spoc¢itdme z néj
pozici (i+1)-niho segmentu posunutim o délku segmentu ve
smeéru «. Takto postupnym pocitanim koncové pozice seg-
mentt dojdeme az k pozici koule. Pokud mame n segmen-
t a dostaneme m dotazili, tento algoritmus pobézi v case
O(m - n). Podobny algoritmus poslala vétsina z vés.

My se ovSem nespokojime s jednoduchym fesenim. Potfe-
bujeme si zapamatovat nékteré pozice, abychom je nemuseli
pokazdé pocitat znovu. To udélame celkem klasickou meto-
dou — postavime nad segmenty intervalovy strom.

Pfedpoklddejme nyni, Ze n je mocninou dvojky. Potom si
segmenty predstavime jako listy dokonale vyvéazeného bi-
narniho stromu. Protoze pocet vrchold se na kazdé dalsi
hladiné zdvojnasobi, je hloubka naseho stromu log, n, ne-
boli O(logn). Pokud spo¢teme tuto geometrickou posloup-
nost velikosti hladin, dostaneme 2n — 1, a tedy nas strom
mé celkem O(n) vrchold.

Kazdy vnitfni uzel stromu u bude reprezentovat skupinu
segmenttl, které jsou listy podstromu s kofenem wu. Tuto
skupinu po sobé jdoucich segmentti si mizeme piedstavit
jako jeden dlouhy segment, ktery za¢ina na poc¢atku prvniho
segmentu a kon¢i na konci posledniho segmentu.

Kazdy segment mtizeme charakterizovat jeho délkou a rela-
tivnim natocenim vici predchozimu segmentu. Pokud chce-
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me podobné popsat i sloZzeny segment, musime jesté pridat
natoceni posledniho segmentu ze skupiny, protoze prave ten
urcuje, jak bude natocen dalsi segment. Jednoduchy seg-
ment pak méa v tomto popisu oba thly stejné.

Protoze bychom ale museli pro sloZzené segmenty slozité po-
¢itat jejich délku a vstupni dhel, zapamatujeme si rovnou
soufadnice bodu, kde by tento segment koncil, kdyby byl
umistén do pocatku a pfedchozi segment mifil do kladného
sméru osy y. Diky tomu jsou data segmentu nezavisld na
ostatnich segmentech a nebudeme jich muset tolik ménit
pfi otoceni jefabu.

Jak tedy vytvorime slozeny segment? Soufadnice segmen-
tu v ozna¢me x(v) a y(v), vystupni hel a(v). Vezméme
vnitfni uzel u, ktery ma dva syny s; a so. Pak soutadnice u
spo¢itame jako otoceni soufadnic sy o tthel a(s1) a pficteni
k soufadnicim s;. Vystupni thel u je souctem vystupnich
hlt jeho synt.

x(u) = x(s1) + x(s2) - cosa(s1) + y(s2) - sina(sy)
y(u) = y(s1) + xz(s2) - sina(s1) + y(s2) - cosa(sy)
a(u) = a(s1) + a(ss)

Jiz umime sklddat segmenty a muizeme tedy ze segmentt
v listech vygenerovat slozené segmenty tak, ze ptijdeme po
hladinach stromu od nejnizsi k nejvyssi a budeme je po-
psanym zpusobem plnit. V§imnéte si, Ze odpovéd na dotaz,
kde je koule jefabu, se schovava jiz v kofeni stromu, protoze
ten je slozenim vsech dil¢ich segmenti.

Slozitéjsi je otazka, zda dokazeme také tuto strukturu aktu-
alizovat po otoceni néjakého segmentu. Podivejme se, kolik
slozenych segmentid se zméni pfi otoceni jednoho segmen-
tu. Jsou to pouze ty, které tento segment obsahuji, a ty lezi
na cesté od listu ke kofeni. Staci tedy pri zméné segmentu
projit po cesté od segmentu ke kofeni a upravit vSechny slo-
zené segmenty. To udélame stejné, jako bychom je vytvareli
zZnova.

Jak dlouho nam to bude trvat? Jiz jsme si ukazali, Ze nas
strom ma hloubku O(logn) a tedy celkova Gasova slozitost
je O(m - logn). Pamétova slozitost je O(n), protoze strom
ma také linearni velikost.

Jesté se podivame na implementaci naseho algoritmu. Po-
kud vytvaiime vyvazeny strom, do kterého nechceme pii-
déavat nebo z néj odebirat prvky, ¢asto se na to hodi pouzit
implementaci haldy v poli. Ta mé kofen na pozici s indexem
1 a synové vrcholu s indexem ¢ jsou (v pfipadé binarniho
stromu) na pozici 2¢ a 2i + 1. Tim se ¢asto zjednodusi ves-
keré cestovani po stromé.

Jako tiesnickou na dortu se mizete inspirovat Martinovym
(MJ) vzorovym FeSenim.

Petr Skoda

18-2-4 Stavbyvedouci

Ah, bezdtivodné ¢ekas, ¢tenari drahy, dabelské figle, i kdyz
na obycCejny pocatek prachobycejného feSeni stavbyvedou-
ciho strasti tato véta vyznivé znacéné zvlastné. Demonstruje
totiz jeden velice dulezity fakt: setfidit slova podle tietiho
pismenka, pak podle druhého (stabilné, tj. se zachovanim
ptuvodniho potradi, pokud jsou druhad pismenka néjakych
dvou slov stejnd) a nakonec podle prvniho, dopadne stejné
jako nejdiive je setfidit podle prvniho, pak zvlast kazdou
skupinu zacinajici stejnym pismenem setfidit podle druhé-
ho a skupinky majici stejné i druhé pismeno jesté podle



tfetiho. Totéz samoziejmé plati i pro tfidéni tabulek pod-
le sloupecki podle Potrhlikovych pozadavki: ponejprv fad-
ky tridime podle sloupecku daného poslednim pozadavkem,
skupiny se stejnou hodnotou tohoto sloupecku pak pod-
le predchoziho pozadavku a tak déle, az se propracujeme
k zacatku seznamu pozadavkt nebo skonc¢ime se skupinka-
mi o jednom Fadku. Z toho ovSem ihned plyne, ze zabyvat
se timtéz sloupeckem vicekrat je zhola zbyteéné: pokud po
prvnim porovnani podle néjakého sloupecku zistaly néjaké
dva radky v téze skupiné, mély v prislusném sloupecku stej-
nou hodnotu, a proto nam je dalsi porovnani musi ponechat
ve stejném potadi.

Pokud se tedy néjaky sloupecek v posloupnosti pozadavki
vyskytuje vicekrat, staci ponechat jen jeho posledni vyskyt.
Tim urcité dostaneme posloupnost ekvivalentni se zadanou
(takové budeme fikat 7efent). Zbyva nadm jesté dokazat,
ze zadné kratsi feseni nemize existovat. Kdyby existovalo,
vezmeme si nejkratsi takové. Urcité se v ném nebudou opa-
kovat sloupecky (jinak by se nasim algoritmem dalo jesté
zkratit) a ani v ném nebude zadny sloupeéek navic (to by
byl sloupecek, podle kterého se nettidilo ani v zadané po-
sloupnosti, takZze bychom ho mohli gkrtnout). Tudiz v ni
musi néjaky sloupecek z naseho feSeni chybét. Pak staci
vytvorit dva fadky, které se budou liSit pouze v chybéjicim
sloupecku, a takové musi obé TeSeni setfidit rtizné, coz je
evidentni podvod, totiz spor. Podobné mtizeme dokézat i
to, ze nase TeSeni je nejen nejkratsi, ale také jediné s tou-
to délkou: jiné by se nutné lisilo pofadim néjakych dvou
sloupecki ¢, j a mohli bychom sestrojit dva fadky podle ¢
usporadané opacné nez podle j a jinak stejné a opét dojit
ke sporu.

Zbyva si rozmyslet, jak naSe feSeni naprogramovat. Znalci
Unixového shellu mohou navrhnout tfeba toto:

nl -s:|taclsort -t: -suk2|sort -nlcut -d: -f2

My si pfedvedeme jednoduchy (a ptiznejme, ze daleko efek-
tivnéjsi) program v Pascalu. Bude ¢&ist vstupni posloup-
nost po jednotlivych prvcich a ve fronté si udrzovat fe-
Seni pro zatim prectenou ¢ast vstupu. Prijde-li pozadavek
na t¥idéni podle né€jakého sloupecku, priddme tento slou-
pecek na konec fronty a pokud se jiz ve fronté vyskytoval,
predchozi vyskyt odstranime. Abychom to zvladli rychle,
budeme si frontu pamatovat jako obousmérny spojovy se-
znam, tj. pro kazdy sloupecek si ulozime jeho pfedchid-
ce a ndslednika. Tak nadm celd fronta zabere pamét line-
arni s poc¢tem sloupeckti a na kazdou operaci si vystaci-
me s konstantnim ¢asem, celkové tedy s ¢asem O(M + N)
(pozadavki + sloupecki).

Jesté pridame maly trik pro zkraceni programu: Abychom
si nemuseli davat pozor na pripady, kdy je fronta prazdna,
a udrzovat si ukazatel na konec fronty, pfidame do fronty
jesteé sloupecek 0, ktery bude stale na zacatku i na konci
(fronta tedy bude zacyklend) a ktery pak nevypiseme.

Tomds Gavenciak € Martin Mares

18-2-5 Krokobéh

Krokodyli sli dneska spat nalac¢no prakticky u vsech do-
Slych feseni a prekvapivé u vétsiny doslych feseni byl spo-
kojen i Potrhlik, ktery stavbu pfezil bez bankrotu. No a
nyni, jak se tloha méla Fesit. Vétsina Fesiteltt (mozna pod
vlivem kuchaiky) pouzivala terminologii teorie grafii, proto
jii v tomto feSeni pouzijeme.

O co tedy slo. Zjistit, kolik nejméné hran je tfeba pridat do
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grafu, aby se stal 2-souvisly. Hned na zacatku si vSimneme,
ze pokud najdeme v grafu komponentu, ktera je 2-souvisla,
tak ji mizeme zkontrahovat (scvrknout) do jednoho vrcho-
lu, aniz by se zménil pocet potfebnych hran. Takhle mutze-
me pokracovat tak dlouho, dokud se v grafu budou vysky-
tovat kruznice. Snadno se da nahlédnout, Ze hrany toho-
to zkontrahovaného grafu budou mosty v ptvodnim grafu
(most neni sou¢asti zadné kruznice, proto nebude v zadném
kroku zkontrahovan, na druhou stranu pokud hrana neni
most, pak je soucasti néjaké kruznice a proto bude diive
¢ pozdéji zkontrahovéna). Je také vidét, ze takto zkon-
trahovany graf bude les, jelikoZ neobsahuje kruznice. Déle
budeme uvazovat tento les.

Nyni mohou nastat 2 situace. Prvni, kterou dost Tfesitelti
zapomnélo ve svych feSeni oSetfit, je ta, ze graf byl na po-
catku 2-souvisly, tj. ze se zkontrahoval do bodu. Pak neni
tfeba nic pridavat.

Druhd je zbytek. Kolik bude tfeba hran dodat? Jelikoz v 2-
souvislém grafu m4 kazdy vrchol stupen (tj. kolik hran do
néj vede) alespoii 2 a hrana spojuje pravé 2 vrcholy, musime
pridat alesponi A+ [B/2] (x) hran, kde A je pocet vrcholl
stupné 0, B pocet vrcholii stupné 1 (tj. listit) a zaokrouhluje
se nahoru, jelikoz v pfipadé lichého B musime tento lichy
list také zapojit do néjaké kruznice, tedy tento lichy list
zapojime na libovolny vrchol.

Nyni, indukci podle poc¢tu vrcholti dokazeme, ze tolik i staci.
Pro 2 vrcholy muze les vypadat bud jako 2 vrcholy a pak
je tfeba pfidat jesté 2 hrany (coz spliiuje vzorec (x)), nebo
jsou tyto 2 vrcholy spojené hranou, a pak staci pfidat jednu
(opét v souladu s (x)). VSimnéme si také, Ze jsme v obou
pfipadech alespon jednu hranu ptidali.

Ted si uvédomime, Ze libovolny les jde vyrobit z jednoho
vrcholu pomoci operaci:

1) pfidej vrchol (a s ni¢im ho nespojuj)
2) pfidej vrchol a spoj ho hranou s néjakym vrcholem,
ktery uz v lese je.

Nyni uvazujme, ze pro N vrchold mame jiz 2-souvisly les
pomoci

a) A+ B/2 hran (pro sudé B)

b) A+(B—1)/2 hran (pro liché B; 1 cesta nezesouvislena)

Pridejme vrchol X pomoci pravidla:

1) Vezmeme né&jakou pfidanou hranu (vedouci I « J), tu

odstranime a pridame misto ni hrany I <~ X a X < J.

Tim nam stoupl pocet pridanych hran do grafu o 1. Také

A se zvétsilo o jedna, takZe a), resp. b) stéle plati.

2) Pti pfipojovani X mohou nastat tfi situace:
«)) Pfipojujeme ho hranou pod vrchol Y stupné 0. Pak
ale od tohoto vrcholu vedou 2 pifidané hrany. Vezmeme
libovolnou z nich (necht vede z I') a zrusime ji. Misto ni
zavedeme novou hranu I < X. Touto operaci se nam
snizil pocet vrcholi stupné 0 v grafu o 1, nicméné z X
1Y se staly listy a proto je B o 2 vet$i. Tedy a) pFip.
b) je stale splnéno.
() Pfipojujeme ho hranou za list L. Pokud je B liché
a list L je konec nasi volné cesty, neni tfeba nic délat a
indukéni predpoklady mame splnény. Jinak do tohoto
listu vede n&jaké pfidana hrana (z néjakého vrcholu I).
Pak ale staci zrusit hranu I <+ L a zavést novou hranu
I — X. Tim ztstane pocet pfidanych hran zachovan.
L prestal byt po tomto kroku listem, nicméné objevil
se novy list X, tudiz A i B zustalo a tedy a), resp. b)
stale plati.



) Pfipojujeme-li ho hranou za vrchol stupné alespon
2, pak se nam zvysi B o 1, A zustane stejné. Pokud
B bylo sudé, neni tfeba nic délat. Po tomto pfidani
bude B liché a vrchol X bude konec nezesouvislnéné
cesty. Vzorec b) bude zfejmé platit. Nyni pokud je B
liché, oznacime si list na konci cesty Y. Pokud vrchol
X napojujeme za vrchol, ktery nebyl soucasti cesty,
pak sta¢i pridat hranu X < Y. Pokud napojujeme
X na cestu, pak vezmeme libovolnou pfidanou hranu
I < J, tu z grafu odstranime a pfidame 2 nové I — X
a J — Y. V obou pfipadech stoupne pocet pridanych
hran v do lesa o 1, coZ je v souladu s a).

A je to. Pro sudé B jsme dostali rovnou 2-souvisly graf, pro
liché musime jesté konec cesty napojit na libovolny vrchol,
ktery do téhle cesty nepatii, abychom dostali 2-souvisly
graf. Tim se ale dostaneme na A+(B—1)/2+1= A+[B/2]

hran.

Program je implementaci vyse uvedeného. Pomoci algorit-
mu popsaného v kuchaice 2. série najde v zadaném grafu
mosty a pak v kazdé komponenté 2-souvislosti spocita, kolik
mostd z ni vede. Nakonec spocte hrany, které je tfeba pri-
dat, pomoci (*). Casové i paméfova naro¢nost programu je
O(M + N) (pti kazdém pruchodu do hloubky se algoritmus
z¥ejmé na kazdou hranu podiva dvakrat).

Pavel Cizek

18-2-6 Dominujici komplikatory

Neéktefi fesitelé si prosté ulozili matici relace dominance (te-
dy pole indexované ¢isly blok, v niz na pozici [A4, B] je 1
pokud basic blok A dominuje basic blok B, a 0 jinak). Toto
feseni je nepraktické — na dotaz, zda jeden blok dominuje
druhy, jsme sice schopni odpovédét v konstantnim case, ale
pamétova slozitost je O(N?), kde N je pocet blokt v pro-
gramu, coz casto bude piiliS mnoho. Navic se s touto re-
prezentaci Spatné pracuje, pokud optimalizace zméni CFG,
Casto je jedind moznost celou matici pfepocitat. Dominan-
ce je ovsem velmi specialni relace, kterou lze reprezentovat
mnohem efektivnéji.

Zacneme tim, Ze si zavedeme nasledujici znaceni: budeme
psat A < B, pokud basic blok A dominuje basic blok B.
Samoziejmé se tim snazime naznacit, ze relace dominance
by se mohla chovat jako usporadani. Je asi vhodné si to
zdivodnit:

e Pro kazdy blok A plati, ze A < A, tedy Ze dominuje sdm
sebe.

e Jestlize A < B azaroven B < A, pak A = B: pokud by A
a B byly rtzné bloky, pak si vezméme cestu svivs ... v A
z pocatku do A, kterd neprochézi A (tj. v; # A pro vSech-
na 1 < i < k). Protoze B < A, nékde na této cesté musi
byt blok B, tedy v, = B pro né&jaké t. Pak ale svjvg ... vy
je cesta z poc¢atku do B, kterd neobsahuje A, coz je ve
sporu s tim, ze A < B.

e Jestlize A < B a zaroven B < C, pak A < C: pokud
kazda cesta z pocatku do C obsahuje B a kazda cesta

z poc¢atku do B obsahuje A, pak kazda cesta z pocatku
do C také musi obsahovat A.

Dominance tedy opravdu je uspotradani, ale nemusi to byt
usporadani uplné — vétsinou existuji bloky, které jsou v ni
neporovnatelné, tj. A £ B a B £ A. Tim jsme si tedy
prilis nepomohli, protoze obecné usporadani v lepSim nez
kvadratickém prostoru reprezentovat nelze. PovS§imneme-li
si ovSem jesté nasledujici vlastnosti, situace se znacné zjed-
nodusi: Pokud se omezime na bloky, které dominuji néjaky
pevné zvoleny blok C', pak je usporadani dominanci tplné,
tedy pokud A < C a B < C, pak bud A < B nebo B < A.
Dokazme si toto tvrzeni. Pfedpokladejme, ze A < C, B < C
a A a B jsou pritom neporovnatelné. Zvolme si libovolnou
cestu p = svy ...vC z pocatku do C. Na p se musi vysky-
tovat jak A, tak B. Necht bez jmy na obecnosti p projde
jako posledni A, tj. existuje ¢ tak, ze v; = A a v; # B pro
i > t. Protoze B £ A, existuje cesta ¢ z pocatku do A,
kterd neprochazi pires B. Pak ale cesta ¢, za niz pfipojime
Vg1 - - - 0 C, jde z poc¢atku do C, aniz by prosla ptes B, coz
je spor s tim, ze B < C.

Pro kazdy blok C' kromé pocatku tedy existuje ,nejpozdé;j-
§i“ blok, ktery ho dominuje (budeme mu ¥ikat p#imy do-
mindtor bloku C' a znaéit ho d(C')), tedy takovy, Ze pokud
A< CaA+#C, pak A <d(C). Zfejmé A < C préavé tehdy,
pokud A = d(d(... (d(C))...)). JestliZe si nakreslime orien-
tovany graf, jehoz hrany jsou dvojice (C,d(C)) pro vSechny
bloky C, dostaneme strom, orientovany smérem ke kofeni,
jimZ je pocatek. Plati, ze A < B, pokud vrchol B patii
do podstromu, jehoz kofen je A. Dalsi moznost, jak si rela-
ci dominance reprezentovat, je tedy ulozit si tento strom a
pak pfi dotazu prochazet bud podstrom A, nebo nasledniky
vrcholu B. Pamétova slozitost je O(N) — staci mit ulozen
tento strom. Oba postupy maji ovSsem v nejhorsim piipadé
linearni ¢asovou slozitost.

Tento strom si proto jesté déle zpracujeme. Provedeme je-
ho prohledani do hloubky a budeme si pocitat ¢isla kroki
(tedy budeme mit ¢itaé, ktery si zvysime o 1 pokazdé, kdyz
vstoupime do vrcholu nebo se z néj vracime). Pro kazdy
vrchol C si zapamatujeme ¢isla i(C) a o(C) — &isla kroki,
kdy jsme vstoupili do C' a kdy jsme se z néj vratili. Ziej-
mé A < B pravé tehdy, kdyz do B vstoupime az po A,
ale vratime se z néj predtim, nez se vratime z A, tedy po-
kud i(A) < i(B) azaroveti o(B) < o(A). Pamétova slozitost
zustane linearni, nebot pro kazdy vrchol si potfebujeme pa-
matovat pouze dveé ¢isla. Slozitost dotazu bude konstantni,
sta¢i provést dvé porovnani.

Na zavér poznamenejme, ze vétSina algoritmt pro urceni
dominance pfimo konstruuje strom pfimych dominator,
takze nikdy neni nutné si pamatovat celou matici domi-
nance. Zajimava otazka je, jak popsanou datovou struktu-
ru opravit, pokud nékterd optimalizace zméni CFG. Strom
pfimych dominatord se zméni snadno, nicméné popsané
oCislovani se nam tim pokazi, proto je v praxi nutné po-

vvvvvv

Zdenéek Dvordk

Uloha 18-2-2 — Kvakulator — program

var a,b,z,i:integer;

begin
readln(a,b);
for i:=1 to b do
a:=(10*a) mod b;
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if a=0 then writeln(’perioda delky 0°’)
else begin
z:=a;
i:=0;
repeat
a:=(10*a) mod b;
inc(i);
until a=z;
writeln(’perioda delky ’,i);
end;
end.

Uloha 18-2-3 — Jerabnik EvZen — program

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define MAXN 16384 /* musi byt mocninou dvojky x*/
#define MAX (2xMAXN+1)

static struct seg {
double z, y;
int a;

} seg[ MAX];

static void merge (int )

{
struct seg *l = seg+2xi, xr = [+1;
double a = 2xM_PIxl—>a/360;
seg[i).x = l—>x + r—>zx*cos (a) — r—>yx*sin (a);
seglil.y = l—>y + r—>uzx*sin (a) + r—>yxcos (a);
seg[i].a = (I—>a + r—>a) % 360;

}

int main (void)

{

int 4, 7, k, n0, N;

scanf (“%d”, &n0);

for (N=1; N<n0; N*x=2);

for (i=0; i<n0; i++)
scanf (“%lf”, &seg[N+i].y);

for (i=N-1;i>=1;i——)
merge (1);

while (scanf (“%d%d”, &j, &k) == 2)
{

J=N+j-1;
seglj).-a = (180+k) % 360;
while (j!=1)

merge (j /= 2);
printf (“%.2f %.2(\n”, seg[l].z, seg[l].y);
}

return 0;
}
Uloha 18-2-4 — Stavbyvedouci — program
const MaxN = 1000; { maximalni polet sloupeckid }
var M, N : integer; { podet pozadavki a sloupeckd }
pred, next : array [0..MaxN] of integer; { ptedchiidci a néslednici sloupeckt ve fronté }
p, s : integer; { pravé zpracovavany pozadavek a sloupecek }
begin
read(N, M);
pred[0] := 0; next[0] := O; { nula je sama sobé& predchiidcem i naslednikem }
for s := 1 to N do pred[s] := -1; { ostatni sloupelky jsme jeité nevidéli }
for p := 1 to M do begin
read(s); { dalsi pozadavek }
if pred[s] >= O then begin { pokud uz jsme ho vidé&li, pry¢ s nim z fronty }

next [pred[s]] := next[s];
pred[next[s]] := pred[s];
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end;

next[s] := 0; pred[s] := pred[0]; { a kazdopadné& pfidat na konec fronty }
next [pred[0]] := s; pred[0] := s;
end;
s := next[0]; { vypiSeme koncovy stav fronty }
while s <> 0 do begin
writeln(s);
s := next[s];
end;

end.

Uloha 18-2-5 — Krokobéh — program

#include <stdio.h>
#include <malloc.h>

int Vrcholu, Hran;

struct Hrana {

%

struct Hrana *xHrany;

int VedeDo; /* ¢islo vrcholu (jezirka), kam tahle hrana vede x/
int Most; /* 1, je-li to most, jinak 0 */

struct Hrana *DalsiHrana; /* dalsi hrana vedouci z daného vrcholu x/

struct Hrana xOpacnaHrana; /* hrana opafného sméru x/

int * Navstiveno; /* pro prichod do hloubky =/
int HledejMosty (int Virchol, int Minuly Vrchol, int Hloubka) {

b

/* priichod do hloubky z daného vrcholu, ktery v dané komponenté souvislosti hledd mosty */
struct Hrana xAktualniHrana;

int MinimalniHloubka;

int HloubkaDane Vetve;

Navstiveno[ Vrchol] = Hloubka;
MinimalniHloubka = Hloubka;
for (AktualniHrana = Hrany|Vichol]; AktualniHrana != NULL; AktualniHrana = AktualniHrana—>DalsiHrana)
if (AktualniHrana—> VedeDo = MinulyVrchol) {
if (Navstiveno[AktualniHrana—> VedeDo] == 0) { /* novy vrchol, voldme se rekurzivné /
HloubkaDane Vetve = HledejMosty (AktualniHrana—> VedeDo, Virchol, Hloubka+1);
if (HloubkaDaneVetve > Hloubka) {
AktualniHrana—>Most = 1;
AktualniHrana—> OpacnaHrana—> Most = 1;
b
} else {
HloubkaDaneVetve = Navstiveno[AktualniHrana—> VedeDo];
b
if (HloubkaDaneVetve < MinimalniHloubka) MinimalniHloubka = HloubkaDane Vetve;
};

return MinimalniHloubka;

int SpocitejMosty (int Vrchol) {

b

struct Hrana xAktualniHrana;
int Mostu;

Navstiveno[ Virchol] = 0;
Mostu = 0;
for (AktualniHrana = Hrany|Vrchol]; AktualniHrana '= NULL; AktualniHrana = AktualniHrana—> DalsiHrana)
if (AktualniHrana—>Most) Mostu++;
else if (Navstiveno[AktualniHrana—> VedeDo] != 0)
Mostu+= SpocitejMosty (AktualniHrana—> VedeDo);

return Mostu;

int main () {

int 4, Z, Do;

int Listu, Stupen0;

int VidiMostu;

struct Hrana xNovaHranal, * NovaHrana2;
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scanf (“%d %d”, & Vrcholu, & Hran);
Hrany = malloc ( Vicholu * sizeof (struct Hrana x));
for (i =0; i < Vrcholu; i++) Hrany[i] = NULL;
for (i =0; ¢ < Hran; i++) {
scanf (“%d %d”, &Z, & Do);
Z——; Do——; /* indexujeme 0..Vrcholu-1 x*/
NovaHranal = malloc (sizeof (struct Hrana));
NovaHrana2 = malloc (sizeof (struct Hrana));
NovaHranal —> OpacnaHrana = NovaHrana?2;
NovaHrana2—> OpacnaHrana = NovaHranal;
NovaHranal —> VedeDo = Do;
NovaHranal —> Most = 0;
NovaHranal —>DalsiHrana = Hrany[Z];
Hrany|Z] = NovaHranal;
NovaHrana2—> VedeDo = Z;
NovaHrana2—> Most = 0;
NovaHrana2—>DalsiHrana = Hrany[Dol;
Hrany[Do] = NovaHrana2;
};
Navstiveno = malloc (sizeof (int)* Vicholu);
for (i = 0; ¢ < Vrcholu; i++) Navstiveno[i] = 0;
for (i =0; ¢ < Vrcholu; i++) if (Navstiveno[i] == 0) HledejMosty (i, —1, 1);
Stupen0 = 0; Listu = 0;
for (i =0; i < Vicholu; i++) if (Navstiveno[i] != 0) {
VidiMostu = SpocitejMosty (7);
if (VidiMostu == 0) Stupen0++;
if (VidiMostu == 1) Listu++;

b
printf (“%d\n”, ( (Stupen0 == 1) && (Listu == 0)) ? 0: (Stupen0 + (Listu+1)/2));

return 0;
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Vysledkova listina osmnactého roéniku KSP po druhé sérii
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18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.

48.
49.
50.
51.

53.

56.
57.

.= 17.

—47.

—52.

— 55.

Peter Peresini
Josef Pihera
Miroslav Klimos
Roman Smrz
Pavel Klavik
Jakub Kaplan
Michal Cudrnik
Zbynék Koneény
Michal Pavelcik
Lukas Lansky
Petr Onderka
Jiri Marsik
Tomas Zamecnik
Michal Vaner
Petr Kratochvil
Radim Pechal
Adam Zivner
Daniel Marek
Pavel Vesely

Katerina Bohmova

Tomas Herceg
Kristyna Krejcova
Tereza Klimosova
Cyril Hrubis

Jan Kohout

Josef Spak

Jifi Machalek

Drahoslav Viktoryn

Jan Hrndir
Vojtéch Molda
Richard Jedlicka
Jakub Pavlik jn.
Jan Mikulas
Petr Trnak
Ondrej Bilka
Jifi Cabal
Rudolf Rosa
Ondrej Bouda
Lukas Moravec
David Skorvaga
Martin Kahoun
Matej Kollar
Tomas Ehrlich
Marian Bazalik
Adam Ré&z
Ondrej Mikulas
Jan Musilek

Jan Tichy
Vladimir Munzar
Radim Cajzl
Jakub Balhar
Martin Fojtik
Miroslav Jancarik
Jakub Loucky
Tomas Sykora
Jifi Vaclavik

Jifl Kerestes

skola
GJGTajov
G Strakon
G Bilovec
GOhradni
G Chrudim
GJKTyla
G Holesov
GKptJaros
G UBrod
GJKTyla
G VKlobou
GJKTyla
GJKeplera
G Turnov
G SvétlaNS
SPS Roznov
G UBrod
GZborov

G Strakon
G RozZnov
G Trebic

G Tisnov
G Lanskr
G Bilovec
G Roudnice
GJirovco

G Holesov
G UBrod
GFXSaldy
G Vsetin

G Vlasim
G Kladno
G Lucenec
G UHradi
G Zlin

SPS DvKral
G Kladno
GKptJaros
GSRandyJN
G Kralupy
GJNerudy
G PBystric
G Holesov
G Kogice
GBudégjo

G Lucenec
G NBydzov
GDagicka
SPS Roznov
G NMnMor
GJNerudy
GSRandyJN
G UBrod

G Pisek

G VKlobou
G Dobfis
ZSKostelni

rocnik
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11
7
10
11
11
11
10
8
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10
10
9

9
6
6

suma
45,0
41,7
36,0
36,3
31,0
33,2
26,9
31,3
23,8
29,2
28,1
21,5
30,0
15,0
11,0
21,2
1,6
0,0
27,9
36,2
11,4
0,0
31,0
30,4
25,3
0,0
8,7
0,0
14,0
0,0
9,1
13,1
0,0
10,9
0,0
15,1
4,7
0,0
0,0
0,0
11,2
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
3,4
0,0
0,0
3,5
0,0
0,0
0,0
0,0

celkem

90,2
79,5
74,0
73,7
70,1
63,9
63,7
62,7
62,5
58,7
58,4
57,7
51,6
50,5
43,0
39,6
39,6
38,0
37,2
36,2
32,5
32,1
31,0
30,4
30,0
29,9
29,8
27,5
27,0
26,9
26,5
23,6
21,7
19,3
16,7
15,1
14,9
13,1
12,7
12,4
11,2
10,1
9,8

8,3

7,9

7,3

7,3

6,6

5,8

5,6

4,7

4,7

3,5

3,5

3,5

2,3

0,0



