Mili resitelé a resitelky!

Véanoc¢ni prazdniny jsou za nami. Organizatofi KSP béhem nich nelenili a pilné opravovali Vase feSeni. Nemalou ¢ast volna

zabralo i sepisovani vzorovych feSeni. Zde jsou:

Vzorova feseni druhé série ¢étyfiadvacatého roéniku KSP

24-2-1 Pozarni poplach

Uvedieme tri postupne zlepsujtice sa rieSenia. Prakticky
vSetky rieSenia, ktoré prisli a boli spravne, popisovali je-
den z nizsie uvedenych algoritmov.

Aby sme nezapisali viac, ako je treba, je dobré si vSimn-
at ¢o maja vSetky algoritmy riesiace tuto tlohu spolo¢né.
A sice je nutné zistit, kedy jednotlivé stromy (policka 1 x 1
oznacené bodkou) za¢nt horief. Keby sme tuto informéciu
nemali, tak o lubovolnej ceste lesom zlava doprava nie sme
schopni rozhodntt, ako dlho bude priechodné. Potrebné zis-
time prehladévanim do §irky od poli¢ok, ktoré st oznacené
ako ohne. Casova zlozitost je linedrna k velkosti lesa, teda
O(R-S).

Drevorubadsky algoritmus

Myslienka je pokusif sa po oznaceni nejakého policka (vid
predchéadzajtce odstavce) najst cestu lesom zlava doprava
(napr. opét prehladdvanim do Sirky).

Predstavme si, ze sme nejaké policko oznacili ¢islom ¢ a
nevieme néjst cestu (po neoznacenych polickach — tie éste
nehoria) zlava doprava. To teda znamend, Ze les je prie-
chodny najneskoér v case ¢ — 1.

Algoritmus funguje, avSak mé nepekni ¢asoviu zloZitost.
Oznacenych policok je R-S a pre kazdé takéto policko raz
prehladame do Sirky cely les. Teda celkové casova zlozitost
tohoto algoritmu je O(R-S- R-S) = O(R?- 5?), teda kva-
dratickd k velkosti lesa.

Zlep3ujeme binirnym vyhladavanim

Predpokladajme, Ze les dohorel v ¢ase n (policka méme
oznacené ¢islami 0...n).

Jednoduchym pozorovanim je, ze ak je les v cCase k prie-
chodny, tak je urcite priechodny aj v ¢ase menSom ako k.
Podobne ak je les uz v ¢ase k nepriechodny, tak neskér prie-
chodny uréite nebude. Ked teda zvolime nejaké k a skiisime
najst cestu po polickach oznacdenych é&islom vicsim ako k,
tak podla vysledku (bud sme nasli cestu alebo nenasli) nés
nemusia viac zaujimat policka oznacené ¢islom vicsim (ak
sme cestu nenasli) alebo mensim (ak sme cestu nasli).

Z tohoto pozorovania nds moze napadntf pouzif bindrne
vyhladdvanie. Nech d = 0 a h = n + 1. Opakujeme nasle-
dovné:

pozrieme sa ¢i vieme prejst lesom v Case |(d + h)/2]
ak vieme, tak polozime d = (d + h)/2

inak h = (d+ h)/2

ak h — d =1, tak skonc¢ime, vysledok je d

Nahliadnime e$te, Ze d je hladané ¢islo. Predtym, nez sme
skonéili, sme bud znizili A na d+ 1, alebo zvysili d na h— 1.
V prvom pripade to znamen4d, Ze v ¢ase d + 1 sa prejst ne-
podarilo, ale zaroven vieme, Ze v ¢ase d a mensom prejst
vieme, teda spravna odpoved je d. Druhy pripad si analo-
gicky rozmyslite sami.

Zostéava uz len rozobrat ¢asovi zlozitost. Binarne vyhlada-
vanie zaberie O(logn) krokov, kde n = O(R-S). Kazdy
krok mé casovu zlozitost O(R-S), preto vyslednd casovéd
zlozitost druhého algoritmu je O(R- S -logn).

A konecne linearne rieSenie

Opit predpokladajme, Ze mame oznacené policka Gislami
0...n. Chceme odpozorovat, ¢i je les priechodny v case k,
ale nie len tak bez rozmyslu, pretoze to by sme sa dosta-
li ¢asovt zlozitost O(R-S-n) a boli by sme niekde medzi
dvoma vysSie uvedenymi algoritmami. Budeme chciet na
kazdé policko sttpit O(1)-krat a tym paddom dosiahnut ¢a-
sovt zlozitost O(R - S).

Mozeme to spravit napriklad tak, Ze budeme postupovat
v ¢ase dozadu a prepoditavat, z ktorych policok je dosi-
ahnutelny ciel. Pre éas k pridame policka, ktoré zacali horiet
v Case k. Ak z nejakého pridaného policka existuje cesta na
pravy okraj, tak z tohoto policka prehladame do Sirky cely
les ale len po pridanych polickach. Vsetky policka, na ktoré
pri prehladavani stipime uzavrieme (pri dalSom prehlada-
vani sa uz na ne nedostaneme). Ak sme uzavreli aj nejaké
policko na lavom okraji, tak modZeme skondit.

Poli¢ka budeme oznacovat U — uzavreté, 0 — otvorené a X
budi ostatné. Pre ¢ = n, ..., 1 budeme opakovat:

vSetky poli¢ka oznacené ¢islom ¢ ozna¢ ako O

ak existuje policko P, ktoré je oznacené 0 a susedi s polic-
kom oznacenym U alebo je napravo, tak P ozna¢ U a spusti
z P prehladdvanie do Sirky po poli¢kach oznacenych 0 a
vSetky oznac U

skonéi hned, ako je nejaké policko nalavo oznadené U — vy-
sledok je 4

Nech k je ¢islo, ktoré hladdme. Potom v k-tom st policka
s Cislom k a vicsim oznacené U alebo 0 a nutne musi exis-
tovat cesta po tychto polickach zlava doprava a ndjdeme ju
prehladévanim do Sirky. V ¢ase k+ 1 esSte nemohla, inak by
sme ju nasli uz vtedy.

Kazdé policko najprv oznac¢ime 0 a ak sa k nemu dostaneme
znovu, tak ho oznac¢ime U a potom ho uz viac neuvidime.
Celkova Casova zlozitost teda je O(R-S).

Pamitova zloZitost vSetkych troch popisanych algoritmov
je O(R-S).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-1.d

Martin ,Medvéd“ Mares € Peter Zeman

24-2-2 Centralni sklad

Centralni sklad byl tak jednoduchy, jak jen vypadal. Kdo se
nebal fesit praktickou tlohu, tak mél k plnému poctu bodu
velice blizko.

Nejprve se zamyslime nad definici prumérné vzdalenosti.
Ta pravi, ze prumérna vzdalenost je soucet vzdalenosti ke
vSem vyrobctim vydélend jejich poctem. Pocet vyrobct je
stale stejny, déleni po¢tem vyrobcl tedy neméni vysledek
a muzeme ho zanedbat.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-1.c

Nyni tedy uz pocitame jen soucet vzdalenosti. Pfedstavme
si nyni, Ze bychom chtéli centralni sklad postavit na né-
kterém misté tak, Ze nalevo od néj by byli dva vyrobci a
napravo od néj tfi vyrobci. Vyplati se to? Nevyplati. Pred-
stavme si, Ze ho posuneme o malé ¢islo ¢ doprava. Vzdale-
nost od vyrobct nalevo bude o ¢ vétsi, ¢imz soucet zvétsime
0 2¢, ale zaroven ho o 3¢ snizime diky mensi vzdalenosti od
vyrobct napravo. Tedy jsme si polepsili.

Jak dlouho budeme moci takto zlepSovat? Dokud stéle jesté
na jedné strané bude vic vyrobci, nez na strané druhé. Pro
lichy pocet vyrobcetl je tedy Feseni unikatni — postavit sklad
presné na umisténi prostfedniho vyrobce (medidnu) — a pro
sudy pocet vyrobcl si muzeme vybrat libovolné misto mezi
[n/2]|-tym vyrobcem a [n/2]-tym vyrobcem.

Neméli jste tedy vymyslet nic jiného, nez jak najit medi-
an v nesetfidéné posloupnosti. Optimalni algoritmus pra-
cuje v linedrnim case a je popsan v nasi kuchafce Rozdé€l
a panuj;! my jsme vSak dovolili i nalezeni medidnu pomoci
setfidéni posloupnosti nékterym rychlym algoritmem, jako
napriklad QuickSortem.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-2.py

Martin Bohm

24-2-3 Odcitani

Program funguje korektné v pripadé, kdy je mensitel mensi
nebo roven mensenci a prvni platna cifra mensence je uloze-
na v prvni[0]. Jak funkce od¢ita? Nejdfive si uvédomme,
co se déje v prvni ¢asti algoritmu. Na i-tou pozici v poli
vysledek uklddame rozdil hodnot prvniho a druhého cisla
zvétseny o devét. Nakonec pricitdme k poslednimu prvku
jednicku. Skuteény rozdil je tedy zvétseny o &islo 107 (kde
d je délka pole vysledek). Navic mame tento vysledek ulo-
zeny v upravené desitkové soustaveé, v niz maji jednotlivé
fady vahy 107, ale éislice mohou byt libovolné nezaporné
(ne jen 0-9).

V druhé casti algoritmu pak ¢isla v poli vysledek normali-
zujeme do klasického desitkového zapisu a zaroven se zba-
vujeme prebyteéného 10¢. To se dé&je tak, Ze kontrolujeme,
zda je na i-té pozici v poli ¢islo vétsi nez 10. Pokud ano,
odecteme desitku a predame ji jako jednicku do vyssiho
fadu, ¢imz upravime prvky v poli vysledek tak, abychom
méli v kazdém prvku pole vzdy jen jednociferné ¢islo. VSim-
néme si dale, ze pfi pfedani jednicky doleva u prvku pole
s indexem 0 odéitame od vysledku piebyteéné 10

Nyni ke slozitosti. Pamétova je zjevné linedrni (tfikrat pole
velikosti d a konstantni pocet proménnych k tomu). Casova
je taktéz linearni. V prvni fazi algoritmu provadime d ope-
raci. V druhé ¢asti pti kazdém kroku doleva klesne soucet
vsech ¢islic, zatimco pfi kroku doprava se nezméni. Proto je
celkovy pocet krokt doleva nejvys linearni; krokd doprava
pak je nejvyse o d vic nez kroki doleva, takze také linearné.

Jan Bok

24-2-4 Odboceni vlevo

Kdo uz slySel o teorii grafti, tak si jisté pamatuje, Ze sit
kfizovatek a cest je nejlépe modelovana pravé pomoci gra-
fu — a pro hledani nejkratsi cesty v grafech mame linearni
algoritmus prochazeni do $irky, také zvany BF'S.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a—panui
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
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Kdo o BFS nebo grafech? jesté nic nevi, ten si mfize doplnit
znalosti v naSich kuchatkéch.

Nejsme ale zcela hotovi — musime totiz postavit ze zada-
ni vhodny graf, abychom mohli spustit BFS. Kdybychom
jen prohlasili k¥izovatky za vrcholy a ulice za hrany, nara-
zili bychom, protoze podminka v zadani (miZeme jet jen
rovné nebo doprava) nam ¥ikd, ze nékteré ulice nesmi byt
prujezdné z nékterych krizovatek.

Miuizeme tedy z neorientovanych graft piejit na grafy ori-
entované — takové, kde kazda hrana ma i smér, kterym ji
lze procestovat. BFS funguje stejné dobie i v takovychto
grafech.

Nicméné ani ted jesté nejsme hotovi, protoze ono docela
hodné zalezi na tom, ze kterého sméru ptijizdime. Kdyz
prijizdime na kfizovatku z jihu, mizeme jet rovné na sever
nebo doprava na vychod — jenze kdyz jedeme z vychodu,
muzeme pokracovat rovné na zapad nebo doprava na sever.

Jinymi slovy, kdybychom meéli vrcholy jako kfizovatky, tak
by se hrany musely ménit podle toho, jak do kfizovatky
pfijedeme. Grafy se ale takto ménit nesmi. Zkusme vytvorit
graf jinak.

My si uvédomime, Ze kdyz jedeme ulici v jednom sméru,
uz je naprosto jednoznacné, jaké mame moznosti na dalsi
kifizovatce. Mohli bychom tedy vytvorit graf tak, ze vrcholy
tohoto grafu jsou ulice z naseho zadani a orientované hrany
povedou mezi ulicemi U a V, pokud z ulice U na dalsi
kfizovatce jde odbocit podle pravidel do ulice V.

Na dalsi kfizovatce. .. ale ktera je dalsi? Ulice U je ohra-
ni¢ena dvéma krizovatkami, ale pro kazdou z nich budou
hrany jiné — proto budeme mit dva vrcholy pro kazdou uli-
ci, podle toho, jedeme-li jednim smérem nebo tim opa¢nym.

Jakmile mame danou ulici a smér, uz je jasné, ktera je dalsi
kfizovatka a tedy i kam dal povedou hrany.

Na tento ,graf orientovanych ulic* uz muZeme pustit pro-
chazeni do sitky a najit nejkratsi cestu v linedrnim case.
Jen jesté musime poznamenat, ze nyni umime vyhledat jen
nejkratsi cestu mezi orientovanymi ulicemi, ne kfizovatka-
mi — ale protoze z kazdé kiizovatky vedou jen Ctyfi ulice,
mizeme prosté nas algoritmus zavolat pro kazdou moznou
ulici vedouci ze startu a pro kazdou moznou ulici vedou-
ci do cile. Nejvyse ho tedy mzeme pustit 16krat, a jak
znamo, konstanta nam slozitost algoritmu nijak podstatné
nezhorsi. (Jen konstantné.)

Na zavér ovéfime, ze jsme nasi konstrukci nevytvorili prilis
velky graf. Na zacatku mame N kiizovatek, mezi nimi je
natazeno nejvyse 4-N ulic. My jsme vytvofili méné nez
8- N vrcholtl, za kazdou ulici a smér jeden. Kolik nas graf
ma hran? No, na kazdé kfizovatce mame dokonce uz jen dvé
moznosti, jak jet dal — tedy jich bude mit nejvyse 16- N, a
to je stale jen linedrni zvétSeni.

Prevést vstupni mapu na nas graf lze také udélat v line-
adrnim case (pokud dostaneme vstupni data v rozumném
formatu, coZ jste mohli predpokladat).

Secteno a podtrzeno — vstup zvéts$ime jen konstanta-krat,
pak na néj zavoldme linedrni kuchaikovy algoritmus (nej-
vys 16krat) a naSe casovad i pamétova slozitost tedy bude
linearni.

Martin Bohm


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panuj
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

24-2-5 Logicka formule

Drzme se zasad znamého hesla rozdél a panuj. Budeme vy-
raz postupné rozkladat na stale mensi podvyrazy, dokud je
nedokazeme trivialné spocitat.

Predstavme si, Ze jiz mame dva podvyrazy, u kterych zname
pocty pravdivych uzavorkovani a celkové pocty korektnich
uzavorkovani. PoCty pravdivych uzavorkovani si oznac¢me
P, a P, a celkové pocty uzavorkovani C, a Cy. Celkovy po-
¢et uzavorkovani vyrazu spoc¢teme jednoduse jako C, - Cy,
protoze muzeme skombinovat jakakoliv dvé korektni uza-
vorkovani podvyrazi.

Pokud je mezi podvyrazy operator AND, je pocet pravdi-
vych uzavorkovani celého vyrazu roven P, - P, (protoze cely
vyraz bude pravdivy v pfipadech, kdy budou pravdivé oba
jeho podvyrazy).

Pokud je mezi podvyrazy operator OR, je to jiz zajimavéj-
§1. Cely vyraz bude pravdivy v pripadech, kdy je pravdivy
pouze levy podvyraz, pouze pravy podvyraz nebo kdyz jsou
pravdivé oba.

Kdyz je pravdivy levy podvyraz, mize byt pravy podvy-
raz jakkoliv korektné uzavorkovany, tedy dostavame P, - C
pravdivych uzavorkovani. Obdobné pro pripad, kdy je prav-
divy pravy podvyraz.

Tim jsme ale dvakrat zapocitali i pfipady, kdy jsou pravdivé
oba podvyrazy, musime proto jesté odecist P, - P, (podle
principu inkluze a exkluze). Cely vztah pro operédtor OR je
tedy P,-Cp+ P,-Cy — P, - Py.

Ted, kdyZ uz mame definované skladani podvyrazl, miiZe-
me pristoupit k samotnému pocitani. Zakladnim pristupem
je rozdélit cely vyraz na podvyrazy a podle postupu popsa-
ného vyse spocitat pocet pravdivych uzévorkovani.

Vzdy vezmeme cely vyraz a postupné ho rozdélime ve vSech
logickych operatorech. Pro kazdy operator rekurzivné spo-
¢itame pocty pravdivych a vSech korektnich uzavorkovani
prislusnych podvyrazi a podle vztahii pro AND a OR urc¢ime
pocty uzévorkovani pii rozdéleni v tomto logickém opera-
toru.

Rekurze se zastavi v okamziku, kdy dojde k jednoprvkovym
podvyraziim (v tom okamziku vrati jejich hodnotu). Po
spocteni hodnot ve vsech operatorech vyrazu jenom posci-
tame tyto hodnoty a ziskdme pocty uzévorkovani celého
vyrazu.

Lehce si ale vS§imneme, Ze spoustu véci poc¢itame v rekurzi
stale dokola. Nebylo by lepsi si je pamatovat? Pro tento pri-
stup ve stylu dynamického programovani si tedy zalozime
dvourozmérné pole, ve kterém budeme ukladat vypoctené
hodnoty pro podvyrazy zacinajici a konc¢ici na danych prv-
cich.

Vzdy, kdyz budeme chtit znat pocet pravdivych uzavorko-
vani daného vyrazu, tak se nejdfive podivame do tohoto po-
le a teprve poté pripadné rekurzivné spocitame. A naopak,
vzdy, kdyz vypocéteme pocet pravdivych a vSech korektnich
uzavorkovani u néjakého podvyrazu, ulozime si tyto hod-
noty do pole.

Tim jsme si ¢asové hodné pomohli. Podvyrazi je N2 s tim,
7e vypocet podvyrazl na jedné hladiné (podvyrazi o stej-
né délce) ndm v piipadé znalosti vSech krat$ich podvyrazt
trva O(N). Diky tomu, Ze kazdy podvyraz poéitdme pouze
jednou, je celkové ¢asovd slozitost O(N3).

Paméfova slozitost je kvili pouziti dvourozmeérného pole
O(N?).

Jesté poznadmka na konec: Pocet korektnich uzévorkovani
néjakého vyrazu je n-té Catalanovo ¢islo. To je definovano

jako
2
(n) Vn >0
n

Neudava pouze pocet korektnich uzévorkovani, ale uplat-
néni najde i ve spousté jinych tloh z kombinatoriky. Vice
informaci lze najit napfiklad na Wikipedii.

1
T n+1

n

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-5.4

Jiri Setnicka

24-2-6 Zavorky

Vétsina z vas si spravné uvédomila, ze aby byla posloupnost
spravné uzavorkovana, musi byt pocet levych zavorek vétsi
nebo roven poctu pravych ve vSech prefixech a celkové pocet
levych a pravych zavorek musi byt stejny.

Nechf a je posloupnost zdvorek. Zavedeme si pro ni dvé
proménné: a.potrebujeme bude udavat pocet levych zavo-
rek, ktery je potieba napsat pied posloupnost, aby nikdy
nebylo vice pravych nez levych zavorek. V a.navic je na-
psano o kolik je v a vice levych zavorek nez pravych. Napft.
"()) (".potrebujeme = 1,"()) 0" .navic = —1

Posloupnost zévorek a je spravné uzavorkovana, pravé kdyz
a.potrebujeme = 0 a zarovenl a.navic = 0. Problém se
tedy redukuje na zjisténi téchto dvou proménnych. Ale jak
na né prijit? Pokud bychom znali dvé poloviny posloupnosti
a a b, tak vypocitat proménné pro jejich spojeni ¢ uz je
rychlé.

Jaky je v ¢ rozdil poc¢ti levych a pravych zavorek, se spocita
jednoduse: c.navic = a.navic + b.navic.

Kolik je potfeba doplnit zavorek pted ¢ (c.potrebujeme),
nemusi byt stejné jako a.potrebujeme, napriklad kdyz je a
spravné uzavorkované a b.potrebujeme > 0.

Zacatek posloupnosti b ovliviiuje hodnota a.navic a zavor-
ky, jez se maji pfidat pfed ¢, dokazi ovlivnit obé€ ¢asti ¢, tak-
Ze plati, Ze c.potrebujeme je maximum z a.potrebujeme
a b.potrebujeme — a.navic.

Pro trividlni fetézce je " (".potrebujeme = 0, "(".navic
1, ")".potrebujeme 1, ")".navic = —1. Mizeme
tedy tyto proménné urcit pro trividlni fetézce a spojovanim
se dostat az k Tetézci délky V.

Ted pfijde trik: vétSina proménnych je po otoceni stejnéd
jako pred nim, a tak neni potreba pocitat vidy vsSechny.
Kdyz si nad fetézcem postavime binarni strom, tak bude
stacit zménit jen vrcholy nad pozici, kde se otacela zavor-
ka. Cili bude potieba O(log(NN)) prepoéitani proménnych
a poté se podivat do kofene, jestli je posloupnost spravné
uzéavorkovana.

Na zacdtku potfebujeme O(N) ¢asu na vytvofeni toho bi-
narnfho stromu, poté ndm na dotaz staéi O(log N) ¢asu.
Pamétova slozitost je O(N) kviili uloZeni stromu.

Jitka Novotnd


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-5.c

24-2-7 Stdtcovani

Tato Gloha se projevila jako dosti zradna. Vétsinou jste ji
resili tak, Ze jste si nasli vSechny vodorovné a svislé vybar-
vené useky, z jejich délek vybrali minimum a to prohlasili za
vysledek. Bohuzel toto feSeni nefunguje naptiklad na tomto
vstupu:

11000

11100

00111

00011

Minimalni souvisly vodorovny/svisly tsek m4 velikost dva,
zatimco obrazek dokazeme nakreslit pouze stétcem velkym
jedna.

Kdyz jsem mluvil o zradnosti tlohy, tak jsem to myslel
véazné. Nikdo tlohu nevytesil uplné spravné a i ja jsem mél
ve svém puvodnim feSeni chybu. Jak to tedy mélo byt?
Ukéazeme si jedno Feseni pomoci binarniho vyhledévani a
jedno linearni fesSeni.

Vsimneme si, ze pokud obrazek umime vybarvit Stétcem
velkym K, tak jej umime vybarvit i libovolnym mensim
stétcem. Kdyz tedy zvladneme v rozumném Case ovérit, zda
Ize obrazek vybarvit danym Stétcem, mizeme spravnou ve-
likost binarné vyhledat.

Nejdiive si pro kazdé policko spocitame, kolik je ve sloup-
ci pod nim éernych policek. To zvlddneme v ¢ase O(R- S).
Déle si béhem vypocétu budeme pro kazdé policko udrzovat
hodnotu H, jestli jsme toto policko jiz vybarvili. Nyni poje-
deme postupné po fadcich (budeme pfikladat horni stranu
Stétce) a vzdy, kdyz budeme na misté, kde mtizeme barvit,
tak obarvime vSechna zatim neobarvena policka a oznadi-
me je v H. Detaily vypoctu a jak postupovat pii barveni,
abychom si nepokazili ¢asovou slozitost, si mizete rozmys-
let sami jako cviceni.

Kazdé policko jsme obarvili maximalné jednou a zkusili
jsme O(R-S) pozic §tétce, tedy tento krok zvlddneme do-
hromady v O(R - S). Spoleéné s bindrnim vyhledévanim do-
staneme Casovou slozitost O(R - S -logmin(R, 5)).

Nyni k linedrnimu feSeni. My vlastné pro kazdé policko
chceme zjistit, v jakém nejvétsim cCtverci lezi. Pak z téch-
to hodnot vybereme minimum a dostaneme spravné feseni.
Jak na to? Nejdfive pfedvedu algoritmus, ktery tlohu fesi,
a pak dokazu, ze odpovida spravné.

Odted budeme ¢ernéd policka nazyvat jednickami a bil4 po-
licka nulami. Spocitame, v jakém nejvétsim ctverci jedni-
éek se jednic¢ky nachézi. OvSem maximalni ¢tverce budeme
hledat jen pro ty jednicky, které maji vedle sebe alespon
jednu nulu. (Kraj povazujeme za nulu.) U takovych jedni-
¢ek totiz dokazeme jednoduse urcit, kterym smérem jejich
Ctverec povede.

Nyni bychom u kazdé jednicky chtéli znat, jak dlouhy sou-
visly tsek jednicek z ni vede smérem doprava, doleva, naho-
ru i dolt. To vSe si dokdZzeme predpoéitat v ¢ase O(R-S).
Pak pro danou krajni jednicku pouzijeme nasledujici po-
stup:

Jednicka mé alespoii z jedné strany nulu, BUNO* vlevo.
Nyni se od této jednicky vyddme smérem doprava, budeme
se koukat na délky hornich a spodnich tseku jednicek a udr-
zovat jejich minima H,,;n, & Dypyin. Plijdeme smérem dopra-
va, dokud nenarazime na nulu a dokud H,in + Do — 1 >

* BUNO = bez tjmy na obecnosti

K, kde K je pocet krokti, které jsme udélali. Jinymi slovy
zvétSujeme nas ctverec tak dlouho, dokud to jde.

Neni tézké nahlédnout, Ze jsme nasli nejvétsi Ctverec, ve
kterém nase jednicka lezi. Pokud tento postup udélame pro
vSechny krajni jednicky a z vysledkil vybereme minimum,
tak dostaneme maximalni velikost Stétce. Tento postup ma
Casovou slozitost O(R - S), protoZe jsme na kazdou jednicku
obrazku pfisli maximéalné ze ¢tyr smért.

Zbyva jen nahlédnout, Zze nam vysledek nemuze pokazit
zadna jednicka, kterd mé za sousedy jen jednicky.

Pro takovou jednicku j uvazme nejvétsi ¢tverec, ve kterém
lezi. Takovy ¢tverec ur¢ité musi dvéma protéjSimi stranami
sousedit s nulou, protoze jinak bychom jej mohli zvétsit.
Nyni se podivame, jak se algoritmus choval u jednicek, které
jsou ve Ctverci vedle jedné z téchto dvou nul.

Pokud alespon u jedné z nich najdeme pravé takto velky
¢tverec, tak jsme vyhrali. Pokud ne, tak bud v jednom
z téchto Ctverci lezi jednicka j, nebo jeden z nich mize-
me poSoupnout tak, aby v ném jednicka j lezela. V obou
pfipadech dostdvame spor s tim, Ze jsme na zacatku méli
nejvétsi mozny ¢tverec pro jednicku j.

Tim je feseni hotové. Vzorova implementace:

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-7.cpp

Karel Tesar

24-2-8 Alfa-beta ofezavani a piskvorky

Ukol 1: &étyfi v Fadé

Nebylo tézké si tipnout, ze v pisSkvorkach, kde vyhrava rada
CtyT znacek, na neomezeném hracim planu vyhrava zacina-
jici hréé (kiizek). Dtikaz rozborem piipad neni ani moc
dlouhy, bylo vSak tfeba dat si pozor a nezkratit ho moc.

Nejvétsim chytakem tkolu bylo, ze druhy hra¢ pri obrané
miZe vytvorit vlastni fadu dvou znacek (tzv. dvojici) a pak
se bude muset i prvni branit, coz néktefi resitelé opomnéli
zohlednit.

Pojdme tedy na rozbor piipadii, ktery se pokusime co nej-
vice zkratit, aniz bychom néco zanedbali.

Klasickym trikem, jak v teorii her zredukovat pocet pro-
biranych pfipadit, jsou symetrie. Kdyz lze néjakou pozici
ziskat z jiné pozice napiiklad otocenim herniho planu nebo
zrcadlenim pies libovolnou osu a otoceni ¢i zrcadleni nemé
v dané hte vliv na strategii hrac¢i, mtzeme zkoumat obé
pozice soucasné.

Jelikoz hra je vyhranéd pro prvniho hrace, pro ovéfeni je-
ho vyhry si sta¢i pro tohoto hrace vzdy vybrat néjaky tah,
diky éemuz lze strom hry opét zmensit (v trovnich prv-
niho hréacée). Je vSak t¥eba prozkoumat vSechny protitahy
soupere.

Snadno si Ize vSimnout, ze kdo udéla t¥i piskvorky v fadé
s volnymi policky na obou koncich, vyhral, neméa-li zrov-
na soupef podobnou fadu. Taktéz vyhraje ten, kdo udé-
14 najednou dvé dvojice, které obé maji volna policka na
koncich — za predpokladu, Ze soupef nemiize dalsim tahem
udélat trojici s volnymi konci.

Kiizek tahne libovolné a kolecko méa nasledné az na otoceni
herni plochy tii moZnosti: zahrat vpravo od kfizku (dotyka


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-2-7.cpp

se ho hranou), nebo vpravo nahofe (dotyka se rohem) anebo
nékam mimo (tak, aby se kole¢ko nedotykalo kiizku).

N

Zahraje-li koleCko mimo krizek, udéla prvni hrac¢ dvojici
nedotykajici se kolecka. Druhy pak musi dvojici blokovat a
v nékterych pripadech jesté mtze zahrozit, ze vytvori trojici
s volnymi konci:

O,

X[ X, O,

Kiizek v8ak takovou hrozbu dokdze odvratit (coZ si neni
t8zké rozmyslet) a navic vidy udéld najednou dvé dvojice
s volnymi konci, ¢imz vyhrava.

Zahraje-li kolecko vpravo od k¥izku, prvni hra¢ umisti dalsi
znacku pod kolecko. Nyni druhy musi blokovat dvojici, aniz
by si mohl vytvofit vlastni dvojici (viz obrazek). Kiizek
dalsim tahem vytvori dvé dvojice s volnymi konci a opét
vyhrava.

X0,

X

2

O,

Posledni pripad, v némz prvni kolecko sousedi rohem s k¥iz-
kem, je zajimavy tim, Ze pro kfizek je pak vyhodnéjsi zahrat
tah nesousedici s prvnim kiizkem do situace na obréazku:

X,

Al O

X,

Kolecko musi néjak blokovat vznik trojice s volnymi konci,
pri¢emZ mé t¥i moznosti: nad ni, doprostied (tim vytvoii
vlastni dvojici) a pod ni.

V kazdém piipadé mize kiizek zahrat na policko A, udélat
dvé dvojice s volnymi konci (pfipadné jesté blokovat dvojici
koleéek), diky ¢emuz nésledné vyhraje.

Rozbor pripadt je hotov, takze nyni vite, jak za prvniho
hrace vyhrat, at uz bude soupef vyvadét cokoliv (samoziej-
mé v ramci pravidel).

Ukol 2: devét v Fads

Zdivodneéni, pro¢ ma druhy neprohravajici strategii ve hie
devét v fadé na neomezeném planu, si skuteéné zaslouzilo
svych 9 bodt i s ndpovédou — spravné ho mél jen jeden
tesitel. Ukazme si tedy, jak bylo mozné se s illohou poprat.

Népovéda byla rozdéleni part (dvojic), cemuz se ¥ikd pd-
rovdni. Spravnym fesenim bylo vytvorit je tak, aby kazda
mozné fada deviti znacek obsahovala néjakou dvojici a kaz-
dé poli¢ko bylo maximélné v jedné dvojici (v nasem FeSeni
bude kazdé policko pfesné v jedné dvojici).

Nez si ukazeme vytvoreni onéch dvojic, popiseme tzv. pdro-
vact strategii pro druhého hrace, diky niz neprohraje. Dru-
hy vzdy reaguje na predchozi tah prvniho hrace tak, ze za-
hraje do druhého policka dvojice, do niz zahral prvni hrac.

Tak je zajisténo, ze po tahu druhého hrace bude kazda dvo-
jice z parovani bud prazdnd, nebo v ni bude kolecko a kii-
zek. Diky tomu se nikdy nestane, ze by v néjaké dvojici by-
ly dvé stejné znacky, takze nikdo nemize dosadhnout rady
deviti znacek, jelikoz kazda takova fada obsahuje néjakou
dvojici.

Jako rozdéleni do dvojic si pfedvedeme Hales-Jewettovo pd-
rovani. Obrazek vyda za tisic slov, coz v tomto pfipadé plati
dvojnasob — viz posledni stranu letaku.

Tento vzor se porad opakuje, takze kazdé policko herniho
planu je v néjaké dvojici. Snadno lze ovéftit, ze kazda mozna
fada deviti policek obsahuje néjaky par.

Mimochodem, bylo mozné si vS§imnout, ze pokud je remizo-
vé varianta piskvorek, v niz vyhrava osm v fadé, musi byt
remiza i devét v fad€. Jenze o osmi v fad€ jsme se jen letmo
zminili, bylo tedy tfeba dokazat, Zze osm v fadé je remiza,
coz neni vubec, ale vibec jednoduché.

Pokud vés piskvorky zajimaji, mtzete se na rizné varianty
a jejich vysledek podivat na internet.’

Pavel ,Paulie“ Vesely

3 http://www.weijima.com/index.php?option=com_content&view=article&id=11&Itemid=1§
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