nemoZeme pouzit obycajné prehladavanie do sirky, kedZe to
nefunguje na grafe so zdpornymi hranami. Budeme musiet
pouzit napr. Bellman-Fordov algoritmus, ktory si poradi aj
so zapornymi hranami. Opif budeme potrebovat spravit
dve iteracie F-F algoritmu, ale s upravou hladania zlep-
Sujticej cesty. Casova zlozitost Bellman-Forda je linedrna
od stéinu po¢tu hran a vrcholov, ¢o je aj vysledna zlozitost
celého algoritmu.

Nie je to ale optiméalne riesenie. Brzdi nas prave hladanie
najkratsej cesty, kde ohodnotenie hran moze byt zaporne.
Existuje ale sposob ako sa tomu vyhnut. Trik spoéiva vo
vhodnom ohodnoteni hran pri hladani zlepSujicej cesty. Je
to uz ale nad ramec nasho riesenia.

Pavol ,Pali“ Rohdr

25-5-8 Boxy, z TEXu ven!

Prvni tkol nebylo tézké vymyslet. Stacilo v upravené vy-
stupni rutiné vyprazdnit box 255 tak, aby se nikam ne-
vypsal. Napriklad jste mohli pouzit \setbox0{\box255}.
Tedy, to bylo jadro tkolu, pak bylo potieba zajistit, abyste
tim nic nerozbili.

. Vysypani diive vypsaného materialu. Bylo potieba vlozit
na prislusné misto \vfilleject. D4 se i napsat cyklus,
kdyby po vysypani posledni strany jesté néco zbylo, ale
nebylo to nutné. Makro \stopoutput se tedy smi volat jen
na takovém misté, kde se smi objevit konec strany.

. Ulozeni ptivodni vystupni rutiny. Zde bylo potieba napii-
klad zakazat vnofeni, nebo néjak chytfe vynutit, aby se
makra \stopoutput a \startoutput chovala jako tfeti typ
zavorek.

. Bylo tfeba nulovat proménnou \deadcycles, aby si TEX
nemyslel, ze se mu vystupni rutina zacyklila.

. Vysypéani vysdzeného materialu pred \startoutput, tedy
vlozit i tam \eject.

Nebo jste mohli pfedefinovat \shipout, aby misto vypi-
sovani boxt sviij material zahazoval. Zde je jenom potie-
ba védét, ze nékteré zbésilejsi pluginy také predefinovéavaji
\shipout a dat si pozor na kolize. Taktéz je potieba na
spravnych mistech vlozit \eject.
\let\primitiveshipout\shipout
\newbox\stopoutputbox
\def\stopoutput{%

\vfilleject

\def\shipout{Y%

\deadcycles=0\setbox\stopoutputbox

Y
¥
\def\startoutput{%

\vfilleject

\let\shipout\primitiveshipout
}

Jesté jednodussi verze, le¢ také funkéni (v béznych piipa-

dech), vypadala takto:

\newbox\stopoutputbox

\def\stopoutput{%
\setbox\stopoutputbox\vbox\bgroup

}

\let\startoutput\egroup

Kazdy pristup ma své ply a miny, zalezi na tom, co si od
maker slibujete. Pfesnd sémantika tmyslné nebyla zadana,

abyste si mohli vybrat. Kdyz jsem pfed ¢asem psal podobné
makro pro ucely extrakce vzorcti pro web, pouzil jsem prvni
variantu s par dalsimi specifiky pro naSe letédky, a kazdy
extrahovany vzorec pak je samostatnou strankou, se kterou
se pracuje dal.

Zlaty hiebicek posledniho dilu serialu v ikolu 2 jste tispésné
zatloukli. Jak sézet do vice sloupca?

. Otevfeme skupinu (\begingroup), aby viechny zmény, kte-

ré napachame, zustaly lokalni.

. Pfedefinujeme vystupni rutinu tak, aby sviij vystup odlozila

do specidlniho boxu. Pak ukon¢ime stranku, ¢imz si dosud
nevysazeny material ulozime stranou.

. Pfedefinujeme rozméry stranky, aby odpovidaly situaci, kdy

se pod sebe naskladaji vSechny sloupce, které se maji na
strané objevit. Upravime vystupni rutinu, viz nasledujici
body.

. Kdyz je ve vystupnim seznamu dostatek materidlu, spusti

se vystupni rutina, kterd sloupce nakraji na spravnou vysku
a naséazi vedle sebe. Zbytek se vraci do zpracovani v dal-
$im cyklu. Je potfeba nezapomenout na vraceni odlozeného
materidlu na spravné misto.

. Na konci vicesloupcové sazby je nakonec potieba osetfit

piipady, kdy cela sekce vyjde na jednu stranu, nebo by se
vesla, ale musi se rozdélit mezi dvé strany.

. Drobna vyhybka na zac¢atku \multicolumn za pomoci pod-

minky \ifinner vybird mezi vnitini verzi (jako v minulé
sérii) a vnéjsi, kterd mize byt pfes vice stran.

. Zavieme skupinu, aby vSechny napachané zmény ztstaly

lokalni. Tim jsme si zajistili, aby se nam to pii vnofovéani
nerozbilo Uplné.

Co se tyce vnofovani, uplné stacilo, kdyz jste vnitini vice-
sloupcovou ¢ast vysazeli bez déleni, jako podle minulé série.
Hlavné slo o to, aby se to timto vnofenim celé nerozbilo.

V feSeni se nakonec proti ptivodnimu planu objevilo pri-
mitivum \pagetotal. To fika, kolik materidlu se uz na-
shromazdilo k vysypani do tisku. Obcas se to mize hodit,
napiiklad ve chvili, kdy je pot¥eba na konci vicesloupcové
sekce zjistit, jestli se cely vysledek vejde na stranku, nebo
je potifeba lamat.

Zdrojovy text maker:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-8.tex

Reseni tikolu 3 pak bylo piimodaré. Takova oddychovka.

\def\defrgbcolor#1#2{%
\def#1{\pdfliteral{#2 rg #2 RG}}%

}

\def\defcmykcolor#1#2{Y
\def#1{\pdfliteral{#2 k #2 K}1}J

}

\def\defgrayscalecolor#1#2{J,
\def#1{\pdfliteral{#2 g #2 G}}V%

}

A to je, mili pfételé, pro letosek vSechno. Doufam, Ze jste se
TEXu nezalekli a piisti rok budou vase feseni (nejen) KSP
Cisté a tthledné vysézena vasim vlastnim makrobalikem.
Prigel ¢as se s vami, mili Tesitelé, rozloucit. Napresrok uz
organizovat nebudu, misto meé bude jiny, mladsi, ale to bude
sekdc . .. Dékuju vam za krdsna TeSent, rad jsem s vami usel
kus vasi cesty ku védéni a k uméni programovdni. Mnoho
Stésti a hezk€é prazdniny vam preje autor seridlu

Jan ,Moskyto“ Matéjka

Mili Tesitelé, Tesitelky a tesitelcata!

Hop hej! Vam skonéila skola, matfyzdkim zkouskové obdobi a ndm vSem 25. ro¢nik
naseho seminafe. Na zavér vam piinasime vzorova feSeni posledni série, celkovou vy-
sledkovou listinu a tém nejlepsim i pozvanku na podzimni soustiedéni.

Doufame, Ze se vam uplynuly ro¢nik libil, a téSime se, Ze se s vami zase nékdy potkame.
Tteba pfi Feseni nédsledujiciho roéniku — lohy prvni série se ostatné objevi na webu uz
v pribéhu prazdnin. A pokud jste uz odmaturovali, mizete se pridat k organizovani.
Pékné prazdniny preji

Vasi organizatori

Vysledkova listina dvacatého patého roéniku KSP

fesitel Skola roénik sérii | 2551 2552 2558 2554 2555
0. 11 9 1 11 9
1. Rastislav Rabatin GJHroncaBA 4 8 11 9 11 11
2. Dominik Machacek GLangkroun 4 10 45 11 7 1
3. Martin Raszyk G_Karvina 3 15 9 11 9
4. Michal Punc¢ochaf GJiroveCB 3 10 | 10,5 8
5. Richard Hladik GOAMarLaz 0 5 9 11 11
6.  Jakub Marousek G_Pisek 3 5 6 11
7. Stépan Hojdar GJiroveCB 3 5 0 25 1 4
8.  Dalimil Hajek GKepleraPH 2 10 9 5 11 4
9. Jakub Safin GHorMichal 4 5
10. Petr Houska GlJiroveCB 3 [§ 1 8 11 11
11.  Jakub Svoboda GKomHaviF 3 5 9 2 9 6
12. Ondfej Micka GJiroveCB 4 18 9 11 11
13. Martin Spanél ArcibisGPH 4 7
14. Matej Lieskovsky GOmskPha 3 10 5 11 6 7
15. Martin Cerny G_Sokolov 3 4 9 11 11
16. Martin Sery GJiroveCB 3 [§ 3,5 11 [§ 1
17. Marek Dobransky GHorMichal 3 5 9 8 8
18. Vojtéch Hlavka GSlapanice 4 20
19. Jan Mikel G_RoznovPR 4 4 10 11 7
20. Mikulas Hrdlicka MensaG 2 5 35 4 8
21. Lukas Ondracek GVolgogrOS 4 9 11 8
22. Jan-Sebastian Fabik  GJaroseBO 3 8 13 9 11 11
23.  Mark Karpilovskij GJaroseBO 4 10
24. Ondrej Hlavaty GlJirsikaCB 4 2
25. Petra Pelikanova GJaroseBO 4 5
26. Vojtéch Sejkora SPSE_Pard 4 13
27. Katefina Zdkravskd ~ GJar 4 5
28.  Vladan Gloncak GLStaraTN 4 4
29. Vojtéch Vasek GHIi 4 8
30. Sabina Franova GDubNVahom 4 4
31. Stépan Treka GSlavi¢in 2 7 2 8 0,5
32. Anna Zikravska Glar 4 5
33.  Jan Knizek G_Strakon 2 9
34. Aneta Stastna GOmskPha 3 6
35. Jonatan Matéjka SSP_CB 3 14 9
36. Stépan Simsa GJungmanLT 4 15 9 11 11 8
37. Vaclav Rozhon GlJirsikaCB 2 1 6 9 11 2 8
38. Jan Pokorny G _Bucovice 1 1
39. Alexander Mansurov ~GNVPlaniPH 4 11
40. Jitka Fiirbacherova GKlatovy 4 10
41. Jan Lejnar GKlatovy 3 3
42. Dominik Smrz GOhradniPH 3 10 9 11 11
43. Tomas Velecky GBezru¢eFM 2 5
44. Tomas§ Svitil AES NewDelhi 4 2
45. Radovan Svarc G_CTtebova 2 2
46. Milan Sorf GNeumannZR 3 3
47. Ondfej Cifka GNAlejiPH 4 9
48. Vaclav Volhejn GKepleraPH 0 5 7
49. Rachel Sgallova GZborovPH 3 2 9 8
50. Ondiej Theiner GJiroveCB 3 1 1 25 6 7
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40,9
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51. Ondfej Hiibsch GArabskaPH 3 18
52.  Jozef Kascak G_Svidnik 4 1
53. Tereza Hulcova GKlatovy 4 8
54.  Michal Staruch GOA _Vrchla 4 2
55. Marek Dédi¢ GBNémcovHK 3 1
56. Veronika Klapova GMHorPH 4 1
57.  Michal Kuzela GSlavi¢in 1 3
58. Pavel Salva VOSSumperk 3 4
59. Tadeas Friedrich GOhradniPH 3 1
60. Tomas Zahradnik GOPavla PH 3 1
61. Jan HoreSovsky GMél 3 1
62. Dominik Rohécek SPSLegioJl 3 1
63. Vojta Stanck PORGPha -1 1
64. Ptemysl Stastny GZamberk -1 1
65. Dominika Machécova GSered 3 1
66. Martin Vzorek SSStarTura 2 1
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Vzorova FeSeni paté série dvacatého patého roéniku KSP

25-5-1 Cesta autobusem

Ukazeme si mirné inzenyrské feseni. Vezmeme velmi zjedno-
dusenou tlohu a budeme ji postupné opravovat, abychom se
dostali k té slozité (spravny inzenyr by zacal od prazdného
programu, ale nemusime to piehanét).

Takze tedy od lesa. Co kdybychom nejezdili autobusem, ale
chodili pésky? To bychom nemuseli fesit, jakym smérem
jsme otoceni, takze by tloha byla jen obyéejny prichod do
siiky, jak je popsany napiiklad v grafové kuchaice.! Jak
znamo, to stihneme v O(n), kde n je pocet poli¢ek planu
mésta.

Tak si tlozku malinko ztizime. Budeme jezdit mikrobusem —
to bude autobus délky 1. Uz musime Fesit otaceni, ale mize-
me se otocit kdekoliv. A na vyfeSeni otdc¢eni udélame ma-
ly trik. Udélame si dvé kopie pldnu mésta a umistime je
na sebe — takze budeme mit jakysi trojrozmérny prostor.
V dolnim patfe budou sousedit polic¢ka jen ve vodorovném
sméru, v hornim patfe jen ve svislém. A policka nad sebou
budou sousedni vzdy.

Vsimnéme si, ze patra planu odpovidaji otoceni autobusu.
V dolnim patfe je autobus otoceny vodorovné, v hornim
svisle. Pfesun mezi patry odpovidé jeho otoéeni 0 90 ° (nebo
/2, pokud méate tyto jednotky radsi).

V tomto dvoupatrovém bludisti tedy opét nalezneme cestu
ze startu do cile (nebo cilt — je jedno, jak budeme natodeni
v cili, proto jsou obé policka nad sebou cilovd). Protoze
jsme zvétsili plan jen dvakrat, casovd i pamétova slozitost
je stale O(n).

A uz se dostavame k leh¢i varianté lohy ze zadani. Budeme
jezdit klasickym autobusem délky k. Pozici autobusu si bu-
deme reprezentovat pozici jeho levého horniho konce. Z to-
ho, ve kterém se nachazime patfe, pozname, jestli autobus
vede doli nebo doprava. Tak to by byla témér stejna tlo-
ha jako minule. AZ na to, Ze ne vSechna policka nad sebou
sousedi (a obcas sousedi néktera policka, ktera nejsou nad
sebou — viz napf. obréazek v zaddni, kde se otoc¢enim zméni
levy horni roh autobusu). Kdybychom ale védéli, jestli sto-
jime v rohu volného ¢tverce velikosti alespon k x k, neméli
bychom nejmensi problém urcit, jestli se zde oto¢it umime,
¢i nikoliv. Hledani ¢tvercii ale odlozme az na konec feSeni.

! http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Tak tedy, zlaty hieb ulohy. Potfebujeme si v pribéhu pro-
hledavani pamatovat jesté posledni navstivenou zastavku
(protoze do ni nesmime hned vjet znovu) a aktualni dél-
ku autobusu. No, pro pamatovani tohoto si vytvorime dalsi
wpatra® bludisté. Nase dvé patra z lehéi varianty zkopiru-
jeme tolikrat, kolik je zastavek, a v kazdé zastavce se tele-
portujeme do stejného policka v kopii pro danou zastavku.
V této kopii se do ni jiz nesmi vjet (ale vyjet ano — jiz
méame orientovany graf). Obdobny trik udélame pro délky
autobust — celé skupinky pater z minulého kopirovani nako-
pirujeme pro kazdou délku autobusu a budeme teleportovat
mezi nimi pfi kazdé zméné délky.

To je celé hrozné hezké, ale udélat vSechny ty kopie by trva-
lo hrozné dlouho a zabralo zbyteéné mnoho paméti — vzdyt
my z téch kopii vétsinu ani nikdy nepouzijeme. Proto si
budeme jen ,pfedstavovat®, ze mame vSechny tyhle kopie.
Pozice autobusu v celé té nasi struktute bude reprezentova-
na ¢tvefici informaci — pozici na planu, otoc¢enim, posled-
ni navstivenou zastavkou a délkou. Ale plan budeme mit
jen jeden. Jen to, ktera policka v naSem mnoharozmérném
prostoru jsou sousedni, budeme pocitat podle celé ¢tverice
pokazdé, kdyz budeme potiebovat sousedni policka nékteré
pozice.

Tak a ted ty ¢tverce. Hodilo by se ndm umét spocitat, ja-
ky nejvétsi ctverec vede z kazdého policka doleva nahoru
(pro zbylé 3 sméry to bude obdobné, prosté stejny algorit-
mus pustime vicekrat v riznych smérech). To je ale pouze

drobné cviéeni na dynamické programovani.?

Chceme spocitat velikost étverce pro pozici (z,y). Pokud
mame spocitané velikosti maximalnich ¢tverct pro pozice
(z—1,y), (z,y — 1) a (z — 1,y — 1), pak z té&chto hodnot
jednoduse spoéitame velikost naseho ¢tverce (vezmeme mi-
nimum z téch tii a pficteme jednic¢ku — kdo nevéii, ten si
to nakresli). A abychom tyto pozice méli jiz spocitané, tak
ptjdeme po Fadcich shora zleva.

A jak je to se slozitostmi? Uréité potfebujeme Q(n) Casu
i paméti na nacteni a ulozeni mapy a spocitani velikosti
¢tverct. Horni odhad je ale trochu horsi. Urcité ale nepo-
tiebujeme navstivit zadny stav dvakrat (tedy, kazda ctve-
Fice se ve fronté vyskytne maximélné jednou). Poli¢ek je n,
moznych délek autobusit O(n) a zastévek necht je z (kde

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
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algoritmus si normalne s kapacitami vo vrcholoch neporadi,
a preto je najprv potreba graf upravit a previest kapacity
z vrcholov na hrany.

Ale poporiadku. Najprv sa pozrieme, ako sa dala vyriesit la-
hsia varianta. Ulohou bolo zistit, ¢i sa d4 v neohodnotenom
neorientovanom grafe zo startu (vrchol A) dostat do ciela
(vrchol C) cez sklad (vrchol B) s tym, Ze niektoré vrcholy
mozeme navstivit iba raz (tie, na ktorych je policia).
Hned na zacdiatok si moézeme vSimnuft, Ze nema vyznam lu-
bovolnym vrcholom prechédzat viac ako dva kréat (ak je to
mozné). Ak sme navstivili nejaky vrchol treti krat, zname-
na to, ze sled, ktorym prechadza ten vrchol, ma dve slucky.
Vrchol B potrebujeme navstivit iba raz, a teda jedna z tych
sluciek bude urcite zbyto¢na. Mozeme ju zo sledu vyhodit a
vrchol navstivime uz iba dva krat. Z toho vyplyva, ze kazdy
vrchol ndm stac¢i navstivit maximalne dva krat a neprideme
tym o ziadne rieSenie.

KedZe nasim cielom je na tato tlohu pouzit F-F algorit-
mus, musime sa najprv vysporiadat s policajtmi vo vrcho-
loch. Vrcholy podrozdelime. Kazdy takyto vrchol nahradi-
me dvojicou novych. Do prvého nového vrcholu budu viest
vSetky hrany, ¢o viedli do povodného vrcholu, z druhého
nového vrcholu budi viest hrany, ktoré viedli z povodného
vrcholu. Tieto dva nové vrcholy spojime hranou.

Tym sa naSa tloha nezmenila, iba sme obmedzenie na na-
vstivenie vrcholov presunuli na hrany. Pocet hran sa zvysil
maximélne o pocet vrcholov, ¢o ndm ni¢ nezhorsi. Kedze
graf v zadani bol neorientovany a F-F algoritmus pracu-
je s orientovanymi hranami, kazda (neorientovantl) hranu
nahradime dvojicou orientovanych.

Dalej si vytvorime novy vrchol (oznaéme D) a spojme ho
s A a C. Na obe hrany, ktoré z vrcholu D vedu, postavi-
me policajtov. Potom mézeme nasu tlohu preformulovat na
najdenie dvoch ciest z vrcholu B do D s tym, Ze mozeme
prejst kazdou hranou, na ktorej je policajt, maximdalne raz.
KedZe na hranach C-D a A-D st policajti, nie je mozné,
aby obe cesty viedli po spolo¢nej jednej hrane do D.

Teraz uz mozeme pouzit F-F algoritmus. Kapacita hrany
nam bude udavat, kolko krét cez 1iu mozeme prejst. Hrany,
na ktorych st policajti, budi mat kapacitu 1. Kedze hla-
nema vyznam (aj z toho dovodu, Ze kazdy vrchol ndm staci
navstivit max. dva krét). Za zdroj zoberieme vrchol B, za
stok vrchol D.

Spustime F-F algoritmus a ten ndm vrati maximalny tok
v tom grafe. Ak bude tok nulovy, znamena to, Ze neexistuje
ziadna (zlepSujica) cesta z B do D, a teda z B sa nevieme
dostat ani do A a ani do C. V tom pripade uloha nema4 rie-
genie. Ak tok bude velkosti jedna, znamend to, Ze existuje
nejakd cesta z B do D, ale neexistuju tie cesty dve, ktoré
by spliiali podmienku policajtov. Teda z B sme sa nevede-
li dostat bud do A, alebo do C, kedze na oboch hrandch
pred vrcholom D su policajti. Ani v tomto pripade rieSenie
zjavne neexistuje.

A posledny pripad, ktory moze nastat, je tok velkosti 2.
Vicsi uz byt nemoze, lebo sucet kapacit hran, ktoré ved
do stoku, je 2. Ak ndm F-F nasiel tok velkosti 2, znamena
to, ze kazdou hranou, na ktorej je policajt, prechddzame
maximélne raz a mame dva sledy z B do D, ktoré su dis-
junktné na hranach s policajtmi. Teda nutne existuje sled
z A do B a aj sled z B do C a pritom plati, Ze kazda
hrana, na ktorej su policajti, sa vyskytne v sledoch A-B

a B-C' maximalne raz. Teda v tomto pripade, ked existuje
tok o velkosti 2, iloha ma rieSenie.

Ak tieto dva sledy chceme vypisat, moézeme pouzit rovna-
ky algoritmus ako na vypisanie hranovo disjunktnych ciest,
ktory je popisany v kucharke.

Uloha sa d& aj priamo previest na hladanie hranovo dis-
junktnych ciest. Zdroj a stok zoberieme rovnaky ako vyssie
a podrozdelime tentokrat kazdy jeden vrchol, ¢im opét pre-
sunieme policiu na hrany. Hrany, na ktorych policia nestoji,
zdvojime a potom postavime policiu na kazda jednt hranu.
Zdvojenim sme zabezpe¢ili, Ze sa medzi vrcholmi dé prejst
aj dva krat a teda pridanim policie na kazda hranu ni¢ ne-
pokazime. A teraz, ked uz buda mat vsetky hrany svojho
policajta, mdzeme im nastavit kapacitu 1 a pouzit kuchar-
kovy algoritmus na hladanie hranovo disjunktngch ciest.
V tomto pripade potrebujeme dve hranovo disjunktné ces-
ty zo zdroju do stoku, ¢o bude ekvivalentné s existenciou
rieSenia lahsej varianty tlohy.

Pozrime sa eSte na Casovt zlozitost. Treba ndm najst tok
o velkosti 2. To znamen4, ze potrebujeme spravif max. dve
iterdcie F-F algoritmu. Teda ndjst max. dve zlepSujtce ces-
ty. Najst zlepsujiicu cestu vieme prehladanim do irky. Teda
casova zlozitost celého algoritmu bude rovnaka ako jedna
iteracia F-F a bude to linedrne od po¢tu hréan a vrcholov.
Pamitova zlozitost taktiez.

Podme sa teraz pozriet na taz$iu variantu tohto prikladu.
V nej bolo potrebné zo vSetkych ciest z A do C cez B
najst ti najkrat$iu, ktora by spliiovala podmienku poli-
cajtov. Ako prvé by nds mohlo napadnaf pouzif rovnaky
algoritmus ako pri lahSej variante a upravit hladanie zlep-
Sujucich ciest tak, aby sme vyberali vzdy ta najkratsiu.

Vyzerd, ze by to mohlo fungovat, ale je v tom hacik. Nie-
kedy pri hladani zlepsujtcej cesty sa ndm oplati tlacit tok
po nejakej hrane spat. A teda nemoZeme hladat zlepsujicu
cestu, ktora bude najkratsia v pocte hran. Moze existovat
nejaka zlepsujica cesta s vi¢sim poctom hran, ktora bude
na velkom pocte hrandch tlacit tok spat. Po pridani takej-
to zlepSujicej cesty uz nebude po tych hranach ni¢ tiect,
a teda tie hrany, po ktorych sme tladili tok spiif, nechce-
me zapoéitat do dlzky vyslednej cesty medzi A-C' (pretoze
po nich nakoniec nepdjdeme). Ba naopak potrebujeme ich
odpocitat, lebo v nejakej predchadzajucej iteracii hladania
zlepSujiicej ceste sme ich do dlzky cesty pripoéitali a teraz
uZ po nich ni¢ netecie. Teda v jednej F-F iteracii z pomedzi
vSetkych zlepsujucich ciest potrebujeme vybrat taku, ktora

bude mat stcet ohodnoteni hran najnizsi.

V prvej iteracii za¢iname s nulovym tokom, a teda tu ndm
sta¢i najst najkratSiu zlepSujicu cestu (po Ziadnej hrane
nebudeme tlacit tok spit, kedZe je nulovy). Pred zac¢iatkom
druhej iteracie, bude po vSetkych hranach tiect tok bud 0,
alebo 1. V pripade, ze budeme chciet ist v druhej iteracii
po hrane, po ktorej zatial ni¢ netecie, ohodnotenie hrany
bude nadalej 1. V pripade, Ze budeme chcief ist po hrane
po smere toku (velkosti 1), potom ohodnotenie hrany bude
tiez 1. V pripade, ze budeme chcief ist po hrane proti smeru
toku (velkosti 1), tak ohodnotenie takejto hrany bude —1.
Tym docielime, Ze ak po hrane budeme tok tlacit spit, tak
sa nam naozaj zniz aj dlzka cesty A-C presne o tok, ¢o pred
tym po tej hrane tiekol. A teda ohodnotenie hrdn ndm bude
udévat dlzku cesty medzi A-C.

Néjdenie zlepsujicej cesty bude spocivat v néjdeni naj-
kratSej cesty s nasim novym ohodnotenim hran. Na to ale




balikt s ¢islem vétsim nez k — ty jsou vybirdny pozdéji a
nezavisle. Pozice prvnich par balikt se urcité zméni, le¢ néas
nezajimaji pfesné — zajima nas jen to, které z nich zista-
nou na prvnich k mistech (bez ohledu na to, kde konkrét-
né). I to se pochopitelné zméni: napf. pro k = 2, N = 3,
pokud jsme piivodné po k-tém kroku méli permutaci (2, 1)
a posledni balik nahradime tfetim, dostaneme na konci k-
tici {2, 3}, kdezto pokud ji nahradime setfidénym pofadim
(1,2), skonéime na konci s {1,3}. Podivejme se ale na to,
jak postupné nahrazujeme baliky {1,...,k} v poditecnim
tseku jinymi. P¥i kazdé upravé permutace maji vSechny
,Drezivsi“ z prvnich k baliki stejnou pravdépodobnost byt
odsunuty na konec — jinymi slovy, permutac¢ni algoritmus
balik k vyfazeni vybirad ndhodné. A pokud na zac¢atku prv-
nich k& balikii néjak jednorazové preusporadame, nebudou
tyto vybéry o nic méné ndhodné (spise k intuitivnimu na-
hlédnuti, poctivy dikaz by dal trochu prace, klicovym je
fakt, Ze naSe preuspofddéani a tyto ndhodné vybéry jsou
nezdvislé).

Pokud z permuta¢niho algoritmu odstranime prvnich k kro-
ki a za¢neme (k+1)-nim s permutaci (1,2,. .., k), ze vech
prohozeni uz se stanou piifazeni (vzdy bude alespoii jeden
prvek lezet mimo prvnich k) a dostavédme algoritmus na-
prosto identicky s ptvodnim k-ticovym. Jen jsme k nému
prisli tak trochu z jiné strany.

Poznamky

1) Vsichni fesitelé az na jednoho povazovali za dostatecné
dokéazat, ze kazdy balik mé stejnou pravdépodobnost obje-
vit se na vystupu. To ale jesté viitbec neznamend, ze kazda
k-tice bude mit stejnou pravdépodobnost. Napt. pro k = 2
a N = 4 a algoritmus, ktery vraci se stejnou pravdépodob-
nosti dvojice {1,2} a {3,4} se kazdy balik vyskytuje pravé
v jedné ze dvou moznych dvojic, objevi se tedy na vystupu
se stejnou pravdépodobnosti 1/2 (dokonce ,tou spravnou®,
neb k/N = 1/2). OvSem urcité neni pravda, Ze by vSech-
ny dvojice ze ¢tyfech baliki mély stejnou pravdépodobnost
byt vystupem. Ba co vic, vétsinu (4) jich algoritmus viibec
vygenerovat neumi! Misto Sesti dvojic se stejnou pravdépo-
dobnosti 1/6 generuje dvé s pravdépodobnosti 1/2 a ¢tyfi
s nulovou! A jedno takové FeSeni ndm opravdu pfislo. Samo-
zFejmé chapeme, Ze to s teorii pravdépodobnosti na st¥ed-
nich skolach nebude nikterak slavné, procez jsme feSenim,
kterd generovala k-tice rovnomérné, ale poradné to o sobé
nedokazala (vétSina doslych), strhavali jen jeden bod.

2) Nektefi Tesitelé pouzivali ke generovani nahodnych &i-
sel z rozsahu 0...m — 1 ve svych zdrojacich konstrukci
rand() % m, kde rand() je funkce vracejici ndhodné &is-
la z néjakého fixniho velkého rozsahu 0... M — 1, typicky
daného maximalnim rozsahem celo¢iselného datového typu
(M je 23! & 253 pro Cétkovy int), a % operator modula.
Pro m nesoudélné s M nebude vysledek takovéhoto vyra-
zu Gplné rovnomérné ndhodny, jak naznacuje pro piiklad
M =10, m = 4 obrazek nize:

rand() 0 4 89 )
rand()%4 (0123|0123 [01p3

Vidime, ze ¢isla 0 a 1 maji vétsi pravdépodobnost (3/10)
nez ostatni (2/10), nebot kdyZz rozdélime interval 0...9 na
useky délky 4, objevi se i v poslednim netiplném. Obecné
maji ¢isla mensi nez M mod n pravdépodobnost [M/m] a
ostatni | M/m]. Tyto pravdépodobnosti budou stejné pra-
vé tehdy, kdyz M /m je celoéiselné. Obecné to, jak moc vel-

ka nerovnomeérnost bude, zalezi na poméru (M mod m)/M.
Za tuto technickou drobnost jsme pochopitelné nestrhava-
li zAdné body, ale pokud nékdy budete programovat néco
hodné zéavislého na rovnomérné nahodnych ¢islech, je dobré
mit to na paméti.

Dalo by se to obejit tak, ze pokud nam ,padne“ 8 nebo 9,
tento vysledek zahodime a zkusime to znovu (i opakovang).
Ale to neni pfedmétem této tlohy. Bylo naprosto opravnéné
predpokladat, Zze umime generovat ndhodné ¢isla z dané-
ho rozsahu v konstantnim case. Pokud na to vas oblibeny
jazyk nema zadnou funkci, muzete si néjakou vymyslet a
v kédu tento fakt okomentovat (programy jen ¢teme, ob-
vykle se je nesnazime spoustét). V piipadé této tlohy by
bylo asi nejjednodussi prosté misto zdrojaku poslat pseu-
dokdd.

Martin Mares & Filip Stédronsky

25-5-6 Déleni dortu

Piimocarym fesenim je vyzkouSet vSechny mozné priubéhy
hry a z nich vybrat ten nejlepsi. V prvnim tahu je na vybér
N zpisobt jak tahnout, v nasledujicich N — 2 tazich jsou
zptisoby pravé dva. Celkem tedy mame N2Y~2 moznjch

scénaru hry. Ziskali bychom tedy fesSeni s exponencialni ¢a-
sovou slozitosti.

Chceme-li se zbavit exponencialy, stoji za zamysleni otazka,
zda néco nepocitame zbytecné. Opravdu nés pro ziskani
vysledku zajimaji vSechny mozné priibéhy hry?
Povsimnéme si nésledujiciho — jedinou informaci o pozici
hry, kterd ma vliv na volbu dalsiho tahu je aktualni nesné-
deny tusek dortu. Pro kazdy usek délky 1 az N — 1 existuje
N pozic, kde tento tsek zacina. Usek reprezentujici cely
dort je pouze jeden, ale bude se ndm pro nase feseni hodit
uvazovat jej jako N rtznych tsekt podle toho, kde pomy-
slné zaéina. Uvazujeme tedy N? tsekd.

Pro kazdy tsek zjistime, kolik nejvyse mize hrac ziskat, po-
kud na tomto dilku tahne jako prvni, a kolik, pokud tahne
jako druhy.

Pro tseky délky 1 ukofisti prvni hrac¢ dilek odpovidajici
tomuto useku a druhy nic. Pro tsek délky ¢ zacinajici na
dilku ¢ a konéici na dilku j ma hra¢ na tahu 2 moznosti —
snist dilek na pozici 7, nebo j. V prvnim ptipadé bude zisk s;
(velikost i-tého dilku) plus zisk druhého hréce na useku
délky £—1 konéicim na pozici j, v druhém pfipadé bude zisk
s; plus zisk prvniho hrace na tseku délky ¢ — 1 zacinajicim
na pozici 4.

Resenim tlohy pak bude nejvétsi hodnota z moznych zis-
ki na dilcich délky N. Hodnoty ziskii pro jeden dilek na-
znacenym zpusobem spo¢teme v konstantnim case, ¢asova
slozitost postupu tak bude O(N?). Vimnéme si, ze si staci
v pribéhu Feseni pamatovat pouze zisky pro useky délky
{—1 a ¢, pak ziskdme pamétovou slozitost O(V).

Lukd$ Folwarczny

25-5-7 Policejni koridor

K zadaniu tejto tlohy bola priloZzena kucharka o tokoch
v siefach. Malo vam to napomdct, Ze tilohu treba riesit po-
mocou tokov. Toho ste sa skoro vSetci chytili a pouzili ku-
chérkovy Ford-Fulkersonov (F-F) algoritmus na vyrieSenie
Tahsej varianty. Viaceri z Vas ste ale vo svojich rieseniach
zabudli napisat alebo ste nedosledne ¢itali, ze F-F algorit-
mus dostane kapacity na hranach a nie vo vrcholoch. F-F

z je O(n)). Orientace autobusu jsou jen dvé. TakZe mame
O(n? - z) moznych stavii.

Navic, protoze jsme si nevytvorili vSechny kopie mapy, mu-
sime si néjak pamatovat, které stavy jsme uz navstivili.
Pokud to udélame napf. ve stromu, zaplatime za to jesté
logaritmickym zpomalenim, takze ¢asova slozitost by byla
O(n?-z-logn). Také bychom mohli misto stromu pouzit
hesovéni a dostat slozitost O(n? - z) v priméru.

Lze ocekavat, ze na ,slusné vychovanych* mapach do tako-
vych extrémt nebudeme muset jit, ale jdou vytvorit i ,ne-
slusné“ mapy — napiiklad za¢neme s dlouhym autobusem
a na jeho zkraceni o 1 je potfeba projet fadové n policek.
A do cile povede klikaté cesta, kterou projede jen kraticky
autobus.

Taktéz, pokud bychom si vytvorili vSechny ty kopie na za-
éatku, zbavili bychom se onoho logaritmu. Ale za cenu to-
ho, 7e by nam to vidy trvalo Q(n?-z). Tedy, musime si
rozmyslet, jestli ¢ekdme spiSe slusné vychované mapy, nebo
ty neslusné vychované.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-1.py

Michal ,,Vorner“ Vaner

25-5-2 Telefonni astfedna

Uloha byla pomérné jednoduchou aplikaci principu dyna-
mického programovani.? Pokud tento pojem slysite poprvé,
doporucuji precist si nasi kuchaiku.

Kromeé poli pro zaznam a hovor si pofidime jesté pole stavy
o délce s (tedy stejné dlouhé jako hovor). Do négj si na i-tou
pozici budeme uklddat zatim objeveny pocet prefixi hovoru
délky i.

Postupné tedy prochazime pole zaznamu odzadu. V kazdém
kroku tohoto prichodu za¢neme prochazet od zacatku celé
pole hovoru a vzdy porovname bity. Pokud se j-ty bit ho-
voru shoduje s pfislusnym bitem zéznamu, znamena to, ze
muzeme prodlouzit vSechny dosud nalezené prefixy hovoru
délky j — 1. To odpovida pficteni proménné stavy[j-1]
k stavy[j] v pfipadé, ze j > 1, a pricteni jednicky v pii-
padé, ze j = 1.

Kyzeny vysledek, tedy pocet zpisobi, jak z biti zdznamu
vybrat podposloupnost odpovidajici hovoru, se nachazi na
konci algoritmu ve stavy[s].

Rozmysleme si jesté, ze pole zaznamu potiebujeme procha-
zet odzadu. Paklize tak neucinime a j-ty a (j — 1)-ty bit

hovoru bude stejny, zvysime nejdiive stavy[j-1] o k > 0
a pak stavy[j] o k vic, nez bychom méli.

Pokud bychom za kazdou cenu chtéli hovor prochézet od-
predu, museli bychom pouzit jesté jedno pomocné pole, kam
bychom si zmény ukladali a vzdy az na konci zpracovani in-
dexu zaznamu tyto zmény k poli stavy pficetli.

Nakonec ke slozitostem. Paméfova je o¢ividné linearni k dél-
ce zéznamu a hovoru, tedy O(n + s). Ohledné ¢asové pak
vidime, Ze pro kazdy bit zdznamu prochézime cely hovor,
tedy vysledna ¢asova slozitost je O(ns).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-2.cpp

Jan Bok
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25-5-3 Spagety

Uloha se $pagetami vés o&ividné zaujala, pfislo na ni skoro
nejvice feSeni paté série (jen o jedno FeSeni méné, nez kolik
méla ,nejoblibenégjsi“ tloha série 25-5-2).

Ve vasich FeSenich se objevovaly dva pfistupy, které nakonec
vedly skoro k tomu samému. Jednim z nich bylo vytvorit si
ze Spaget graf. Z podlouhlych Spaget se ndm stanou vrcholy
(z kazdé $pagety jeden) a orientované hrany v tomto grafu
natédhneme tam, kde jedna Spageta lezi pfimo na druhé (te-
dy pokud ve sméru gravita¢ni osy jsou dilky Spaget pfimo
nad sebou, nebo je mezi nimi jen prazdné misto).

Pokud do néjaké spagety jesté povedou vstupni hrany, zna-
mena to, ze nad ni jeSté néco lezi a nemizeme ji tedy ode-
brat. Navic si uvédomme, Ze nam staci tyto hrany natéh-
nout vzdy jen mezi pfimo sousedicimi Spagetami. Pokud
nad sebou totiz lezi vice $paget, tak nejspodnéjsi Spagetu
zajima jen Spageta tésné nad ni a je ji jedno, jestli je to
jedina Spageta, ktera ji blokuje, nebo je jich nad ni vice.
Pak jiz jen miizeme najit $pagety, které nejsou pokryté zad-
nou hranou (maji vstupni stupeni nula) a postupné vsechny
odebereme. Béhem odebirani kazdé ze $paget zrusime i p¥i-
slusné hrany a souCasné se divame, jestli jsme neziskali no-
vou volnou $pagetu. Pokud ano, vlozime ji do pomocného
zasobniku. To je jeden krok.

V dalsim kroku vezmeme pomocny zasobnik a odebereme
vSechny Spagety, které jsou v ném. Tim nam opét vznik-
nou nové volné Spagety a takto budeme pokracovat, dokud
nevyprazdnime talif, nebo dokud to dal nepujde.

Druhym pfistupem, ktery v disledku vede na stejnou struk-
turu, jen je v ném graf vice schovany, je prochézet talif
Spaget postupné po sloupcich a k oindexovanym Spagetam
si ukladat pocet Spaget, kterymi je tato $pageta pfimo za-
kryta. Pfi odebirani se pak tento ¢ita¢ snizuje a feseni tak
funguje stejné, jako vySe popsané.

K vypocitani slozitosti si ozna¢me jako N pocet Spaget, jako
M pocet hran mezi nimi a jako V' objem talife. Je jasné, ze
N,M < V, protoze maximalné mizeme mit jednotkovou
Spagetu na kazdém policku talife. Mtuze nam také nastat
situace, kdy bude hran fadové N2 (piedstavte si v jedné
vrstvé N/2 rovnobéznych $paget a pod nimi stejnou vrstvu,
jen zrotovanou). Pamétova sloZitost je tedy O(N + M), ale
jelikoz N a M nevime na vstupu, je asi korektnéjsi odhad
udeélat jako O(V).

Casova slozitost je pak stejna, protoze na kazdou Spagetu
se podivame pfi vypoctu maximalné jednou a po kazdé hra-
né se vydame také jen jednou, coz je zase O(N + M) na
vypocet. Na vytvoreni grafu ale urcité potfebujeme projit
cely talif (navic ho musime i nacist), tedy Casova slozitost
je také O(V).

Hodné $tésti i pii dalsich pokusech nepokecat se §pagetami!
Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-3.c

Jirka Setnicka

25-5-4 Vyslechy

Niektori z vés si spravne vSimli ako tlohu previest na gra-
fovi. Predstavme si, Ze na vstupe dostaneme vyrok typu
LA tvrdi, Ze B je mafian“. Co vSetko vieme povedat o A a
B? Ak A je zamestnanec (budem znadit A;), tak B bude

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani



uréite mafian. Ak je zas B mafian, tak A musi byt zamest-
nanec (mafidn by klamal a netvrdil, Ze B je mafidn). Je
jednoduché podobne odvodit, ze ak A je mafidn (znacim
Ap), tak B je zamestnanec a ak B je zamestnanec, tak A
je mafidn. Inymi slovami, pri tomto vyroku plati
Ay & By, Ay By

V pripade vyroku typu ,A tvrdi, Zze B nie je mafiin“ rov-
nakym postupom odvodime, ze plati

Ay & By, Ay < By.

Zo vstupu teda moZzeme vyrobit graf. Za kazda novi oso-
bu X pridame do grafu dva vrcholy, a to X; a Xo. Je asi
zrejmé, ako budu vyzerat hrany v tomto grafe. V pripade
vyroku ,A tvrdi, Ze B je mafidn“ spojime hranou vrcholy
Ay, By a vrcholy Ag a B;. Podobne pri vyroku ,A tvrdi, Ze
B nie je mafian“ spojime hranou vrcholy Ay, B; a vrcholy
\w:q By.

K ¢omu ndm pomoze takyto graf? Je vidief, ze ak nasta-
ne situdcia, ze existuje vrchol Xy, ktory je spojeny nejakou
cestou s vrcholom X7, tak prave vtedy si musel niekto pro-
tirecit a podet moznosti je 0. Ak totiz vyjdeme z nejakého
vrcholu a dostaneme sa do iného, tak to znamena, ze z vy-
povedi ¢loveka A dokdzeme vyvodit, Ze ¢i X je mafidn alebo
nie podla toho, ¢ sme vo vrchole X; alebo Xj.

Ak situdcia z predchadzajiceho odstavca nenastane, tak
pocet moznosti je 2¥/2, kde k je pocet komponent sivislos-
ti grafu. VSimnime si, ze pre kazdi komponentu je navyse
v grafe eSte aj jej negdcia. Komponenta stvislosti v na-
Som grafe ndm vlastne hovori nasledovné. Predstavme si,
ze v nejakej komponente sa nachddza vrchol X;. Ak po-
viem, ze X je zamestnanec, tak som rozhodol o vsetkych
vrcholoch v komponente, Ze ¢i st zamestnanci alebo mafi-
ani. Negdcia komponenty ndm déva druht moznost.

Ak by sme rieSenie chceli naprogramovat, tak po skonstru-
ovani grafu najdeme prehladdvanim do hibky (alebo do 3ir-
ky) komponenty grafu a pocas prehladavania mézme kont-
rolovat, Ze ¢i sa Xo a X; nenachddza v tej istej komponente,
pre kazdé X. Casova zlozitost je O(n+m), kde 2n je podet
vrcholov grafu a m je pocet hran grafu. Pri tomto odhade
predpokladam, Ze nésobenie mé zlozitost O(1). Vsimnite
si, Zze pocet moznosti je v najhorSom pripade exponencil-
ny, napriklad ked nedostaneme na vstupe ziadne vyroky.

Peter Zeman

25-5-5 Uklid travniku

Ozna¢me si celkovy pocet balikit N (pro tcely teoretické-
ho rozboru, toto ¢islo pochopitelné nesmime v algoritmu
pouzit), jednotlivé baliky 1,..., N a k velikost vybiraného
vzorku. Budeme pfedpokladat, ze umime generovat nahod-
na celd ¢isla z rozsahu 1,...,m v konstantnim ¢ase pro
libovolné m < N. Déle pfedpoklddame, ze N > k (jinak by
tloha viibec neméla smysl).

Reseni pro k =1

Zafidime si odkladisté (celo¢iselnou proménnou), na kte-
rém si budeme uchovavat jeden jakysi ,prozatimné vybra-
ny* balik z dosud zpracované ¢asti vstupu. Algoritmus po-
tom bude pracovat takto: na zac¢atku umisti do odkladisté
prvni vstupni balik a poté postupné prochazi vSechny dalsi
v poradi, v jakém prichazeji na vstupu. U kazdého se bude
muset rozhodnout, zdali jej umistit do odkladisté (a tedy

jim pivodni vybrany balik nendvratné nahradit), nebo za-
hodit. Balik, ktery v odkladisti ztistane po zpracovani celé-
ho vstupu, oznac¢ime za hledany vzorek.

Budeme postupovat induktivné: chceme, aby na konci kaz-
dého kroku mély vSechny zatim zpracované baliky stejnou
pravdépodobnost nachéazet se v odkladisti. Pokud toto za-
jistime, pak uz urcité na konci budou mit vSechny baliky
stejnou pravdépodobnost vybéru.

Na zacatku to urcité plati — mame jediny balik, ktery se
v odkladi$ti nachézi s pravdépodobnosti 1. Nyni pfedpo-
kladejme, Ze uz mame prvnich n — 1 baliki zpracovanych
(n > 2) a dle indukéniho pfedpokladu se kaZzdy z nich na-
chézi v odkladisti s pravdépodobnosti 1/(n — 1). Na konci
kroku by se mél kazdy, tedy i nové pfidany, balik objevit na
odkladisti s pravdépodobnosti 1/n. Nezbyva nam tudiz nic
jiného, nez tam novy balik s pravdépodobnosti 1/n umis-
tit. Zbyva ovéfit, ze dostaneme spravnou pravdépodobnost
iu ostatnich balikt (1 az n—1). Kazdy z nich ma pravdépo-
dobnost —L; - "=1 = 1/n obsazovat na konci n-tého kroku
odkladisté (musel se tam nachazet v pfedchozim kroku a
museli jsme se rozhodnout nenahradit jej n-tym).

Obecné k

Pro obecné k budeme postupovat obdobné, jen na odkla-
disti (nyni poli délky k) budeme skladovat prozatimné vy-
branou k-tici baliki. A pochopitelné budeme chtit, aby na
konci n-tého kroku mély vSechny mozné k-tice ze zatim
nactenych baliki stejnou pravdépodobnost obsazovat od-
kladisté.

Indukci zaéneme az od k-tého baliku, kdy umistime do od-
kladisté rovnou vSechny baliky 1 az k — mezi nimi existuje
jedind k-tice s pravdépodobnosti 1, takze nase podminka
je urcité splnéna. Nyni pfedpokladejme, ze uz mame prv-
nich n — 1 balikit (n > k + 1) zpracovanych a dle induké-
niho predpokladu se v odkladisti nachdzi ndhodna k-tice
z{1l,...,n—1}.

Nyni zpracovavame n-ty balik a chtéli bychom ziskat na-
hodnou k-tici z {1,...,n}. Libovolna k-tice z {1,...,n}:
Bud obsahuje n. Pak je tvofena (k—1)-tici z {1,...,n—1}
rozsifenou o n. Kazdé takové (k — 1)-tici odpovida pravé
jedna k-tice obsahujici n a naopak, coz ma dva prijemné
déisledky: (1) celkem jich je stejné, (~1), a (2) nahodnou
k-tici obsahujici n si mizeme poridit tak, ze vezmeme na-
hodnou (k — 1)-tici z {1,...,n — 1} a pfidame k ni balik n.
Predkladdme k intuitivnimu uvéfeni, Ze ndhodnou (k — 1)-
tici ziskdme z ndhodné k-tice z {1,...,n—1} (kterou mame
z indukéniho predpokladu) zahozenim nahodného prvku.
Anebo neobsahuje n. Pak ale neni ni¢im jinym nez k-tici
z {1,...,n — 1}. Tedy i ndhodné k-tice neobsahujici n je
prosté jen ndhodnd k-tice z {1,...,n — 1}. A hle, jednu
takovou mame z predchoziho kroku!

Uz umime vygenerovat nahodnou k-tici obsahujici a neob-
sahujici n, ted bychom chtéli tyto vysledky dat dohroma-
dy. Pravdépodobnost, Ze ndhodné (libovolnd) k-tice obsa-
huje n, je rovna

pocet k-tic obsahujicich n

pocet vSech k-tic

Tedy nés algoritmus by mél s pravdépodobnosti k/n vyge-
nerovat ndhodnou k-tici obsahujici n a s pravdépodobnosti
(n — k)/n ndhodnou k-tici neobsahujici n.

=

=

Tim jsme tedy vlastné (pfinejmensim neformalné) dokazali
spravnost nasledujiciho postupu v n-tém kroku:
1. Vygenerujeme nédhodné ¢&islo r € {1,...,n}.
2. Pokud r < k (nastane s pravdépodobnosti k/n):
3. Vygenerujeme nadhodné é&islo a € {1,...,k}
4. Nahradime a-ty (tedy ndhodny) balik na odkla-
disti balikem n (vygeneruje ndhodnou k-tici obsa-
hujici n).
5. Jinak (s pravdépodobnosti (n — k)/n):
Ponechame odkladisté beze zmeény a n-ty balik za-
hodime (a mame ndhodnou k-tici neobsahujici n).

&

Nyni si vS§imnéme, Ze 3. bod viibec neni potfeba. V nahra-
zovac{ vétvi mame zaruceno, ze r € {1,...,k} a vSechny
tyto hodnoty maji stejnou pravdépodobnost (r jsme gene-
rovali rovnomérné ndhodné). Tedy muzeme prosté vyhodit
z odkladisté r-ty balik.

Tato na prvni pohled technicka drobnost ndm umozni se
na feSeni podivat jesté Gplné jinak. Ale o tom aZ za chvili,
nejprve se podivame na program a predvedeme formalni
diikaz spravnosti naseho algoritmu.

from random import randint

def vyber(baliky, k):
buf = []
n=20
for balik in baliky:
n+=1
if n <= k:
buf . append (balik)
else:
nahrad = randint(1, n)
if nahrad <= k:
buf [nahrad - 1] = balik
return buf

Formalni dukaz

Ukézeme si jen indukéni krok, zbytek je stejny jako u nefor-
malniho ditkazu. Uvazujme libovolnou k-tici Pz {1,...,n}.
Chceme ukézat, ze se na odkladisti bude po n-tém kroku
nachézet s pravdépodobnosti 1/ Qv Rozebereme dva pii-
pady:

n ¢ P. Pak P pochézi z pfedchoziho kroku, kde se vyskyt-
la s pravdépodobnosti H\A:MHV (z indukéniho predpokladu),
a aktualni krok piezila s pravdépodobnosti (n — k)/n (roz-
hodli jsme se n-ty balik zahodit). Tedy pravdépodobnost
vyskytu P po n-tém kroku je

1 n—k 1 1

) T == R (Y

k
coz jsme presné chtéli.
n € P. Pak P vznikla z néjaké k-tice () nahrazenim néja-
kého baliku z za n, tedy P = Q \ {2} U {n} pro libovolnou
zn—1—(k—1) = n—k moZnych voleb z. Pravdépodobnost,
ze z daného @ vznikne P, je ww (musime se rozhodnout
nahrazovat a vybrat k nahrazeni pravé x). A pravdépodob-
nost, ze jsme v minulém kroku skoncili s jednim z n — k
moznych @, je (n— \&\A:MJ. Celkové pravdépodobnost, ze
po tomto kroku dostaneme P, je tedy

n—k k 1 1 1

() n k) )

A tim je dikaz spravnosti hotov. Na konci algoritmu pak
budou mit vSechny k-tice stejnou pravdépodobnost 1/ va
a mame pozadovany vystup. Casova slozitost algoritmu je
O(N) a pamétova O(k).

Alternativni FeSeni

Néhodnou k-tici mizeme vygenerovat také tak, ze vygene-
rujeme ndhodnou permutaci baliki a z ni vezmeme prv-
nich k prvkia. To zni trochu zblatadolouznicky — kdyz ne-
muZeme pouzit ani samotné N, kde bychom pfisli k takové
permutaci? Inu, opét inkrementalné. Budeme chtit na kon-
ci n-tého kroku drzet v ruce ndhodnou permutaci prvku
{1,...,n}. Zacneme s trividlni permutaci obsahujici pouze
prvni balik a v kazdém kroku ji budeme chtit rozsifit o je-
den prvek. Nyni pfedpokladejme, Ze uz mame nahodnou
permutaci prvka {1,...,n — 1}.

Chceme vygenerovat ndhodnou permutaci na {1,...,n}.
Vsimneme si, Ze prvek n se miize vyskytovat stejné pravdé-
podobné na vsech pozicich a ze pokud ho prohodime s prv-
kem na n-té pozici, dostaneme na konci n a pfed nim nahod-
nou permutaci na {1,...,n—1}. Lze to ale udélat i opacné:
vzit ndhodnou permutaci na {1,...,n — 1}, na konec pfi-
dat n a pak ho prohodit s ndhodné vybranym prvkem.

Tedy nahodné permutace vyrabét umime. Ted nam jesté
zivot komplikuje fakt, Ze bychom na ulozeni takovéto per-
mutace potiebovali O(N) paméti, coz si ur¢ité nemizeme
dovolit (kdybychom mohli, prosté si do ni nacteme cely
vstup, spo¢itdme délku a vzorky vybereme piimo). My si
ovsSem celou permutaci pamatovat nepotiebujeme — zajima
nas jen prvnich &k prvkd a vSimneme si, ze pfi zadné z aprav
neprenasime informaci z jednoho mista permutace na jiné.
K tomu, abychom ur¢ili, jak se zméni poc¢atecéni tisek permu-
tace, nam staci znat ten a nové pridavany prvek. VSechny
zésahy do prvki od (k + 1) dal mizeme prosté z programu
vyhézet. Zbude algoritmus ndpadné podobny piedchozimu:

from random import randint

def vyber(baliky, k):
buf = [-1] * k
n=20
for balik in baliky:
n+=1
# Zvolime misto pro pridavany prvek
r = randint(1, n)
if r <= k:
# Prohozeni popisované v fesSeni:
# provedeme jen ty Casti, které
# zasdhnou prvnich k prvki.
if n <= k:
buf [n] = buf [r]
buf[r] = balik

Ulozeny zacatek permutace odpovida nasemu odkladisti,
a ndhodnd mista, na kterd prohazujeme nové pfidané prv-
ky, jsou presné nahodna r € {1,...,n}, kterd generuje-
me v k-ticovém algoritmu. Tato verze se lisi vlastné jen
tim, Ze v k-tém kroku zac¢inad s ndhodnou permutaci balikt
{1,...,k} namisto usporadaného poradi. Ukazeme, Ze je to
Gplné jedno.

Predstavme si, ze permutac¢nimu algoritmu v k-tém kro-
ku prosté ,pod rukama“ nahradime nahodnou k-prvkovou
permutaci za (1,2,...,k) a zajima nés, jaky to bude mit
vliv na jeho dalsi pribéh. Urcité to nijak nezméni pozice




