Mili resitelé, resitelky a resitelcatal

Na tomto misté mél byt tivodnik velebici konec skolniho roku, ale uznejte, ze koncem
cervence by uz vypadal ponékud povadle. Prazdniny jsou v plném proudu, hrosi rodinky
se povaluji na hladinach rybnickt a povidaji si matfyzacké pohadky o bajném KSPcku.
A7 se za nimi pujdete podivat, miZete si na cestu vzit tento letacek se vzorovymi
feSenimi paté série ted uz minulého ro¢niku. A pokud jste z kazdé série dostali aspoii 5
bodd, posildme vam k tomu propisku, blok a tuzku, jak jsme slibili kdysi davno v zari.

Prejeme vam aktudlné nekonecéné prazdniny

Vasi organizdtor:
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Vzorova FeSeni paté série dvacatého Sestého ro¢éniku KSP

26-5-1 Made in China

Prvni dloha byla trochu netradiéni tim, ze spravné fese-
ni mé ¢asovou i pamétovou slozitost konstantni. Cislo relé
totiz dostaneme tak, Zze spocitame bitovy XOR obou sou-
fadnic (poéitame-li od nuly).

Pro jistotu si zopakujme, jak takovy XOR funguje: Obé cis-
la zapiSeme pod sebe ve dvojkové soustavé a kdekoliv se
pod sebou objevily dvé rtzné Cislice, pisSeme do vysledku
jednicku, vSude jinde nulu. Takze tieba

27 XOR 17 = 11011 XOR 10001 = 01010 = 10.

Zajimavéjsi je, jak se na takovou véc pfijde. Pokusime se
zde jeden z moznych myslenkovych postupil nastinit.

Podivejme se na jednotlivé fadky trochu zvétsené tabulky
ze zadani:
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Nulty fadek odpovida usporadanym ¢islim. Na prvnim jsou
sousedni ¢isla prohozena. Druhy prohazuje celé dvojice do-
hromady. Tteti kombinuje prohazovani prvniho a druhého
fadku. Ctvrty vyméiuje celé étvefice cisel. A tak dal.

Cislo fadku nam tedy pifmo udava, jaky je vztah mezi ¢is-
lem sloupce a samotnym relé. Nejsnazsi je se na ¢islo fadku
podivat ve dvojkové soustave. Kazda jednicka predstavu-
je jedno prohazovani po blocich velikosti odpovidajici pii-
slusné mocniné dvojky. Naptiklad paty fadek (ve dvojkové
soustavé 101) prohazuje po blocich velikosti 4 a 1. VSechna
¢isla tedy budou posunuta nejdfive o 4 a nasledné o 1.

Chceme-li ur¢it hodnotu na pozici [r, s], stadi zjistit, na jaké
pozici je stejné ¢islo na nultém Fadku. Z poradi radku jiz
vime, o kolik budeme posouvat. Smér pozname po celocisel-
ném vydéleni ¢isla s danym posunem. Licha ¢isla posuneme
doleva, suda doprava.

Kdyz se trochu zamyslime nad uvedenym délenim, zjistime,
7e se jen divame na hodnotu jednoho bitu v ¢isle s. Protoze
posouvdme o mocniny dvojky, tak tim vzdy ménime hod-
notu jenom jediného bitu. Kazdému bitu z ¢isla s zménime
hodnotu praveé tehdy, kdyz je dany bit jednickovy i v ¢isle r.
Dostali jsme tak pfimo slibovany bitovy XOR.

Jenda Hadrava
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Kdyby vam uvedeny postup piisel nedostatecné formal-
@ ni a chtéli jste dikladny dikaz, mate ho mit. Budeme
postupovat indukci a v i-tém kroku indukce dokaZeme, ze
tabulka velikosti 2¢ x 2! popisuje operaci XOR.

Pro ¢ = 0, tedy tabulku 1 x 1, tvrzeni evidentné plati.

Nyni krok od i k i + 1. Tabulku 2¢*1 x 2i*1 rozdélime na
¢tyii podtabulky velikosti 2¢ x 2¢. Budeme jim fikat LH,
PH, LD, PD (levé horni atd.).

LH nezévisi na ostatnich podtabulkach, takze podle induké-
niho prepokladu odpovidd xORu. Navic si vSimneme, Ze
v kazdém tadku i kazdém sloupecku této podtabulky le-
71 viechna ¢isla od 0 do 2¢ — 1. (Xorovan{ ¢isel 0 az 2¢ — 1
libovolnou konstantou z téhoz rozsahu musi tato ¢isla jenom
prehédzet po dvojicich.)

Nyni se zaméfme na podtabulku PH. Shora neni ni¢im
ovlivnéna, zleva jsou tabulkou LH blokovana vSechna cisla
od 0 do 2% — 1. Jsme tedy ve stejné situaci jako v LH, jenom
je ke vem &isliim p¥icteno 2¢. Analogicky v tabulce LD.

Zbyvé podtabulka PD. Ta ma od LD i od PH zablokovana
¢isla 2¢ az 2t! — 1, ale za4dn4 nizsi, takze opét dopadne
stejné jako LH.

Toto chovani podtabulek pfitom piesné odpovidd XORu:
LH a PD maji nejvyssi bit obou souradnic stejny, takze
vypadaji stejné jako XOR o bit kratsich ¢isel; LD a PH ho
maji rizny, takze oproti XORu kratsich cisel pfibude jesté
nejvyssi jedni¢kovy bit, ktery odpovida posunuti hodnot
o 2.

Martin ,Medved” Mares

26-5-2 Cesta pralesem

Uvodem feSeni si jdu sypat popel na hlavu, nebof jsem
jako autorka tlohy zapomnéla ohlidat, Ze se v zadani objevi
nekteré predpoklady.

Predné, koeficienty prehlédnutelnosti jsou vZdy nezéporné
(ale vétsina z vas nastésti pfedpokladala, ze az tak podli
organizatofi nejsou).

Zadruhé, v zadani mélo byt asi jasnéji ukazano, ze navzdo-
ry béznému vnimani pojmu cesta v této tlloze pripoustime
cesty, ve kterych se opakuji vrcholy, dokonce i takové, ve
kterych se opakuji (neorientované) hrany.

Omlouvam se vSem, kterym opomenuté predpoklady zpt-
sobily komplikace pfi feSeni.

Ukazme si jesté, ze ackoli je neopakovani hran a vrchold
obvykle velice prirozené, v nasi tloze se zopakovani skutec-
né muzZe vyplatit. Pfedstavme si nésledujici situaci (prvni
¢islo je prehlédnutelnost pti priuchodu rovné, druhé pii od-
boceni):



Zatimco kdybychom odboc¢ili rovnou, dostaneme piehléd-
nutelnost 9, pfi obejiti policka bude prehlédnutelnost pou-
ze 4. To vysvétluje opakovani vrchold. A kdy se vyplati
zopakovat i hrany? Treba v takovémto pripadé:

Piimy prtichod ma prehlédnutelnost 8, pfi ,,odskoku“ na
jiné policko dostaneme vyslednou prehlédnutelnost 6.

Ale ted uz honem na samotné feSeni. Na hledani v grafech
(a ¢tvercova miizka je jen trochu specidlni graf) se casto
vyplati pouzit Dijkstriv algoritmus, ktery mame blize po-
psany v kuchafce o cestach.! JenZe pouziti tohoto algoritmu
brani fakt, ze ohodnoceni zavisi na tom, z kterého vrcholu
jsme prisli.

Potfebujeme tedy vstup nejprve néjak upravit. Kazdy vr-
chol si roz¢tvrtime, jednotlivé ¢tvrtiny budou reprezento-
vat prave to, odkud jsme do daného vrcholu prisli. VSechny
¢tvrtiny pak pospojujeme s prislusnymi ¢tvrtinami soused-
nich vrcholti, hrany ohodnotime podle toho, zda odbocuje-
me, nebo prochazime rovné.

Pozor na to, ze v této fazi musime u kazdé ctvrtiny vytvorit
také hranu odpovidajici situaci, kdy se na dané kiizovatce
otocime celem vzad. Ohodnoceni této hrany bude odpovi-
dat koeficientu piehlédnutelnosti pfi odboceni.

Jesté potirebujeme osettit pocatecni a koncové policko. Vy-
tvofime dva nové vrcholy. Prvni z nich spojime hranami
ohodnocenymi 0 se vSemi ¢tvrtinami, do kterych se lze do-
stat z pocatecniho policka, druhé spojime se ¢tvrtinami po-
licka koncového.

V takto upraveném grafu (kde se na étvrtiny divame jako
na plnohodnotné vrcholy) uZ jsou vSechna ohodnoceni jed-
noznacna, mizeme v ném tedy pouzit Dijkstrav algoritmus.

Na nésledujicim obrazku muzete sledovat, jak konstrukce
grafu funguje. Nakreslili jsme hrany vedouci ze ¢tvrtin jed-
noho vrcholu; plné hrany odpovidaji chtizi rovné, cdrkované
zaboceni.

Zbyva vyresit slozitost. Kazdy vrchol jsme nahradili ¢tyfmi,
v novém grafu jich tedy mame konstanta-krat vic, podobné

L http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

s hranami. Upravu grafu bychom zvladli v linedrnim case,
slozitost Dijkstrova algoritmu je (pfi pouziti binarni haldy)
O((N+M)log N), kde N oznacuje pocet vrcholti a M pocet
hran.

Ve ¢tvercové mifzce mame hran 4N (a v naSem upraveném

grafu 16N), celkovou slozitost FeSeni tak muzeme odhad-
nout na O(N log N). Paméfova slozitost je linearni, O(N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-2.4

Karolina ,,Karryanna“ Buresovd

26-5-3 Nahradni kabel

vvvvvv

podle deseti bodd zdat. Mozné i proto dorazila pouze tfi
feseni. Trochu vSak mohla napovédét prilozena kuchatka
o vyhledavani v textu.

Jak ale pouzit textové algoritmy k porovnavani stromi?
Inu, budeme muset kazdy strom néjak popsat pomoci tex-
tového fetézce. Takovémuto popisu obvykle fikdme kod da-
ného stromu. Riznych kédovéni (tedy zpusobd, jak stro-
mim pfifazovat Tetézce) milzeme vymyslet spousty. Na dvé
z nich se ted podivéme.

Potfebujeme, aby v kédu bylo zachyceno poradi synii. Toho
muzeme dosdhnout tim, Ze projdeme strom do hloubky, v
kazdém vrcholu vzdy prochazime syny postupné od levého
k pravému. Cestou si budeme zaznamenavat kazdy vrchol,
kterym projdeme, a to i kdyz uz se do né&j ponékolikaté
vracime. Pokud prohledavani zahajime z jiného vrcholu, do-
staneme kéd, ktery je rotaci? ptivodniho. To plati proto, Ze
prichod je ekvivalentni ,obejiti stromu po obvodu*:

2 Rotace znamena, Ze néjaky pocet znaki piesuneme ze zac¢atku na konec. Jednou z rotaci fetézce abcdef je napiiklad cdefab.

—9_


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-2.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

Retézec reprezentujici strom na obrazku by mohl vypadat
nasledovné:

01213104540 6.

Méame vSak problém. Co kdyz ndm nékdo vrcholy pfecis-
luje? V tu chvili by se ndm kédy porovnavaly dost Spatné.
Zkusme tedy vrcholy reprezentovat néjak jinak nez jejich
¢islem. Muzeme pouzit napfiklad stuperi. To je ¢islo udava-
jici pocet hran, které z daného vrcholu vedou. Podivejme
se opét na prvni strom:

331313321231

Musime si jesté rozmyslet, ze dva odlisSné stromy nebudou
mit nikdy stejny kéd, jinymi slovy, ze z kazdého kédu doka-
zeme sestavit jednozna¢né puvodni strom. To vSak nastésti
plati. Staci si pfi vytvafeni stromu pamatovat, kolik hran
jsme ve kterém vrcholu jiz pouzili, a tedy zda mame vytva-
fet novy vrchol, nebo se uz vracime. Zkuste si to nakreslit.

Pokud méame dva stromy se stejnym pocétem vrchold, sta-
¢i nam kazdy z nich projit do hloubky a vygenerovat kéd.
Nyni jen ovéfime, zda je jeden rotaci druhého. To muze-
me provést tak, ze jeden kéd napiSeme dvakrat za sebe a
ve vzniklém Tetézci se pokusime najit ten druhy. Pokud
hledani uspéje, predstavuji oba stromy stejny kabel, jinak
jsou rizné. Pro samotné vyhledédvani pouzijeme algoritmus
KMP z kuchaiky. Celé feSeni tak pracuje v Case i prostoru
O(N), tedy linedrné s poétem vrchold.

Porovnéani dvou kabeléi pomoci KMP (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-3-kmp. cpg

Hledani dvojice kabelu

Ted umime o dvou kabelech ¥ict, zda jsou stejné. Co dé-
lat, kdyz mame vice kabeld a cheme najit dvojici stejnych?
Mohli bychom pouzit algoritmus Aho-Corasickové k hleda-
ni kédd vSech stromt najednou. Problém je v tom, Ze ma-
me moc velkou abecedu — stupen vrcholu mtze nabyvat az
N — 1 riznych hodnot (pfedstavte si tfeba kabely ve tvaru
yhvézdiek* s riznym poctem ramen). A Aho-Corasickova
(alesponi ve verzi z kuchaiky) potfebuje abecedu konstantné
velkou.

Slibovali jsme na zacatku, Ze ukazeme vice zpusobu kédo-
vani stromu do Fetézce. Ted je ta spravné chvile pro druhy
z nich. Je vcelku jednoduchy. Strom projdeme opét stejnym
zpusobem, ale tentokrat si budeme zaznamenavat priichod
po hranach. Konkrétné pii kazdém priichodu hranou za-
piSeme, zda se pohybujeme dolt (D), tedy pfichdzime do
nového vrcholu, nebo nahoru (N), ¢ili se vracime z jiz pro-
hledaného podstromu. Strom ze zadani tedy vytvori kod
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Kéd nam primo tika, jak médme strom kreslit. Nestane se
nam proto, ze by mu odpovidaly dva ruzné stromy. Je tu
vsak jiny hacek. Pokud za¢neme prohledavani z jiného vr-
cholu, dostaneme jiny kdd.

Potiebovali bychom néjaky zpusob volby pocatec¢niho vr-
cholu, ktery u stejnych kabeld vybere stejny vrchol. Jed-
nou z moznosti je najit takzvané centrum stromu. Ziskdme
jej tak, Ze ze stromu postupné po krocich odebereme vzdy
vechny listy. Na konci ndm zbude bud jeden jediny vrchol,
nebo dva vrcholy spojené hranou. V prvnim pripadé mame
vyhrano. Ve druhém danou hranu rozdélime — vytvoiime

uprostied novy umély vrchol. Tento novy vrchol prohlasi-
me za centrum. Snadno si rozmyslite, Ze shodné kabely (do-
konce libovolné dva izomorfni stromy) opravdu maji stejné
centrum.

Nejdiive si stromy rozdélime do skupin podle poctu vrcho-
la. V kazdé skupiné pak provedeme néasledujici kroky:

1. Najdeme centrum kazdého stromu.
. Kazdy strom projdeme do hloubky z jeho centra, a vytvo-

fime tak jeho kéd.

. Sestrojime vyhledavaci automat Aho-Corasickové pro je-

helnicek tvoreny kody vsech stromt. U kazdé jehly si navic
musime poznamenat (v koncovém vrcholu), ze kterého stro-
mu vznikla.

. Pro kazdy ze stromt provedeme:

® Napiseme jeho kéd dvakrat za sebe, a takto vznikly
fetézec pouzijeme jako seno, na které spustime vysSe
vytvoreny automat.

e Pokud automat najde vyskyt néjaké jehly (kromé té,
ktera odpovida aktudlnimu stromu), znamena to, ze ak-
tualni kéd je jeji rotaci, tedy jsme nasli dvojici stejnych
kabeld.

Vsechny c¢éasti stihneme opét v linedrnim case a zaberou
jen linearné prostoru, proto je i cely algortimus linearni
s celkovym poctem vrcholt ve vSech stromech dohromady.

Hledéni dvojice kabelti (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-3-ac.cpg

Karolina ,,Karryanna® BureSovd & Jenda Hadrava

26-5-4 Rozdélovani jidla

Zadnéni si muZzeme preformulovat také tak, Ze chceme vy-
brat néjakou mnozinu recepti tak, aby dohromady spotie-
bovaly surovin co nejvic, ale zaroven nepiesahly urcitou mez
(dostupné mnozstvi). To se ndramné podobé problému ba-
tohu z kuchaiky o dynamickém programovani.

Piesnéji pro* K = 1 jde pfimo o problém batohu, jehoz
feSeni je popsano v kuchafce, pro vyssi K o jakousi ,vice-
rozmérnou® verzi.

Tu vyfesime analogicky: pofidime si K-rozmérné pole, kde
na pozici (ji,...,jx) bude nenulovd hodnota pravé teh-
dy, kdyz existuje podmnozina recepti, které dohromady
spotfebuji j; prvni suroviny, jo druhé, ...Pole naplinujeme
stejné jako u jednorozmérné verze: postupné prochazime
pfedméty (recepty) a zkousime je vSemi moznymi zptisoby
do batohu pridat.

Alternativné se da na recepty divat jako vektory, které kla-
sicky vektorové s¢itdme a snazime se je naskladat do batohu
o kapacité (m). Nage vicerozmérné pole pak mtzeme chapat
jako pole indexované vektory.

Kuchatkové FeSeni

Pfi psani tohoto feseni jsem nejdfiv zkusil naprogramovat
verzi presné podle kuchaiky (tedy opakované prochdzeni
celym polem odzadu a postupné zjistovani, jakych vSech
moznych zaplnéni batohu lze dosdhnout). Ve vicerozmér-
ném poli ,prochazeni odzadu“ odpovida prichod do sitky
z posledniho (,,pravého dolniho“) policka. Pozdéji si ukéze-
me, jak takovy prichod délat efektivneé.

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|

4 Pfipomefime znaceni: K je pocet surovin, N podet receptti, m; dostupné mnoZstvi i-té suroviny a pro dany recept je a;
mnozstvi i-té suroviny spotifebované timto receptem, vSechna ¢isla cela.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-3-kmp.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-3-ac.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

7 dtvodu Setfeni paméti neuklddame do pole ¢isla recepti
jako v kucharce, nybrz jen jednicky a nuly, podle toho, jestli
extistuje tak velkd mnozina recepti. Tim pfijdeme o moz-
nost zjistit, z jakych receptid se mnozina sklada, ale jezto
nas zajima jen celkové mnozstvi spotfebovanych surovin,
nevadi to.

Le¢ takovéto feSeni ispésné vytesilo jen jeden vstup (kon-
krétné osmy).

Problém je v tom, ze kvili priichodu do sitky ¢teme na-
preskacku z rtznych fadkt vicerozmérného pole, a tedy
z ruznych mist v paméti. A zatimco pfi teoretickych uva-
héch pro zjednoduseni predpokladame, Ze vSechny pfistupy
do pole trvaji stejné (konstantné) dlouho, u opravdového
pocitace tomu tak neni. Ukazuje se, ze ¢ist pole sekvenc-
né od zadatku do konce (u vicerozmérného po fadcich) je
vyrazné rychlejsi nez neusporadané a napteskacku.

Pokud se trochu zajimate o fungovani pocitaci, muze-

me prozradit, Ze za to mohou pfinejmensim dva jevy:
neefektivni vyuziti kes? procesoru (z kazdého nacteného ke-
Sového fadku obvykle pouzijeme jen jedno ¢islo) a prefet-
chovdni. O obojim se muzete dozvédét napr. v Medvédoveé
textu o programovani s ohledem na hardware.?

Kucharkové FeSeni ,,odpredu

Pro¢ vlastné prochézime pole odzadu? Predstavte si na-
priklad, Ze mame jednorozmérnou verzi a jediny predmét
o vaze 2. Na zacatku vypada pole takto:

i 012345

P[i] 10000 0.

Pokud ho budeme prochazet odzadu, dostaneme spravny
vysledek. Ale pfi priuchodu odpredu ziskame:

i 012345
P[il] 101010,

tedy stejny predmét jsme vlozili do batohu nékolikrat. To-
mu ale mtZzeme snadno zabranit tim, ze si budeme do po-
licek misto jednicek zapisovat ¢islo kroku, ve kterém byla
vytvofena (stejné jako to déla originalni kuchatkové feseni,
i kdyZz z jingch divodi), a policka vytvorend v aktudlnim
kroku ignorovat. Pak uz mizeme s klidem zvolit prichod
hezky po tadcich z levého horniho rohu.

To ovSem zvysi paméfové naroky, neb si v poli musime
pamatovat hodnoty z rozsahu 0...N, tedy pro vétsi N
nam nebude stacit jeden bajt na polozku. A pfekvapilo mé,
jak to bylo obtizné neprekrocit paméfové limity nastavené
v CodExu. Nakonec jsem zjistil, ze pro dodrzeni limitt se
nedalo naprogramovat jedno univerzalni reseni, ale muse-
lo se rozlisit nékolik pfipadi podle maximalni hodnoty N,
a pro kazdy zvolit jinak velky typ polozek v matici (pro
N < 255 staéi jednobajtovy, pro vétsi dvoubajtovy). Ve
zdrojaku je toto pro prehlednost jen zminéno v komentari.

Takovéto FeSeni uz selhalo jen na t¥ech vstupech (vyprsel
¢asovy limit).

Problém obou algoritm je také v tom, Ze receptil je malo, a
tudiz hlavni pole je zaplnéné velmi ¥idce (na drtivé vétsing
mist m4 nuly). A nas algoritmus stravi spoustu ¢asu vytr-
valym prochazenim tohoto mofe nul, aby mezi nimi nasel
tu a tam néjakou nenulovou hodnotu.

5 http://mj.ucw.cz/papers/hwopt . pdf|

Tomuto by velice pomohlo, kdybychom si pamatovali, kam
nejdal jsme se v poli zatim dostali. Ale to jsem jiZz ani ne-
zkousel testovat a programovat. Za chvili si ukazeme jesté
lepsi feseni — ale nejdiive slibované odbocka o prichodu do
sirky.

Prihod do sitky

Snadno si povSimneme, Ze pfi prohledéavéani dvourozmérné
miizky do sifky z jednoho jejiho rohu projdeme v i-té fazi
pravé i-tou diagonalu v potfadi od tohoto rohu. Dobfe je to
vidét, kdyz si do matice napiseme vzdalenosti jednotlivych
polic¢ek od pravého dolniho rohu:

6543
5432
4321
3210

TakZe vibec nepotiebujeme frontu, ale prichod ve sprav-
ném poradi zajistime vhodnym dopocitavanim soufadnic
na diagonalach (vizte zdrojak).

Pro vice rozmért je dobry mezikrok divat se, jak by to do-
padlo pro krychli. Tam se to da predstavit tak, Ze postupné
ukrajujeme z rohu.

Nyni bychom radi tento postup zobecnili do vice dimen-
zi. Podivejme se napfiklad na posloupnost soufadnic, které
projdeme ve dvourozmérné tabulce vyse:

0. vrstva: (4,4)
1. vrstva: (4,3) (3,4)
2. vrstva: (4,2) (3,3) (2,4)

Snadno si vS§imneme, ze kazdou vrstvu tvori policka se stej-
nym soutem soufadnic (ba dokonce vSechna s takovym
souctem), a tyto soucty se postupné o jednicku snizuji.

To neni zadné velké prekvapeni. Kazdé policko se do i-té
vrstvy dostane tak, ze je v néjaké soutadnici ,levym souse-
dem* nékterého policka v (¢ — 1)-ni vrstvé, tedy pfislusnou
soutadnici mé o jednicku mensi. A pokud mé pravé jed-
nu soufadnici o jednicku mensi, pak i soucet souradnic je
pochopitelné o jednicku mensi.

No a najit k-tice ¢isel s danym souc¢tem uz je snadné pro-
gramatorské cviceni.

" .z
ReSeni se spojakem

Problému fidkého pole se mtizeme vyhnout tak, ze si bude-
me udrzovat spojovy seznam nenulovych policek. Pak staci
prochazet tento seznam misto toho, abychom je v poli dlou-
ho hledali.

Mirnou nevyhodu mize pfedstavovat, ze spojak zabere né-
jakou paméf navic. Ale vzhledem k tomu, Ze matice je za-
plnéna fidce, moc velky nebude. Navic nyni ndm opét staci
ukladat si do matice jen jednicky a nuly,® procez ndm opét
sta¢i jen jeden bajt na polozku v hlavnim poli (stacil by i
jeden bit, ale tim nebudeme FeSeni zbyteéné komplikovat).
Zavér

Doufam, Ze jste si z této tlohy odnesli to, ze asymptoticka
slozitost neni vzdy ekvivalentni s tim, jak rychle program
pobézi. A Ze vice implementaci ve stejném jazyce a se stej-
nou slozitosti se mize vyrazné lisit dobou béhu.

Problému vicenasobného ptridavani se mizeme vyhnout tieba tak, ze budeme nova policka pripojovat na zacatek spojaku.
Nebo si je budeme sklddat do pomocného spojaku, ktery k hlavnimu pfipojime az na konci kazdého kroku.


http://mj.ucw.cz/papers/hwopt.pdf
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Pokud mate k nééemu z Feseni (pfipadné k implementaci)
dotaz, nebojte se zeptat na féru, radi odpovime.

Verze bez spojaku od konce (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-konec.d

Verze bez spojédku od zacatku (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-zacatek.d

Verze se spojakem (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-spojak.d

Vojta Sejkora

26-5-5 Prujezd tunelem

V feseni budeme znacit W sitku a H vysku obdélnika.

Hodné z vas v mnohotthelniku hledalo prvni a posledni mis-
to, kde je mnohotihelnik vysoky alespon H, a pak zkontrolo-
valo, jestli jsou tato dvé mista vzdéalend alesponn W. Takové
feseni vSak nefunguje. Nic ndm nezarucuje, Ze obé nalezena
mista se nachéazi ve stejné vysce. Dobrym protiptikladem je
napiiklad kosodélnik.

My si ukdzeme dva mozné pristupy k feSeni. Jeden je za-
loZen na technice zametani roviny piimkou,” kdy mnoho-
thelnik budeme zametat zaroven dvéma svislymi prfimkami
vzdalenymi W. Ve druhém feSeni vice vyuzijeme vlastnos-
ti konvexnosti a ziskame vSechna mozna feSeni pronikanim
rizné posunutych puvodnich mnohothelniki. Obé feSeni
budou pracovat v ¢ase O(n), kde n je pocet bodt mnoho-
thelnika.

Prvni zpisob feseni si pro jednoduchost popiseme nejdiive
jen pro hledani svislé tsecky dlouhé H. Na to nam bude
stacit jedna zametaci pfimka.

Zametani pfimkou je pomeérné obecné technika pro Fese-
ni Sirokého spektra geometrickych tloh. Spoc¢iva v tom, Ze
si predstavujeme pfimku pohybujici se spojité napri¢ geo-
metrickou scénu, ktera sleduje, co se déje ,pod ni“ a umi
,ohlasit“, kdyZ narazi na néco pro nas zajimavého.

V nasem pfipadé zametame svislou pfimkou, ktera se po-
souvé postupné pres mnohotthelnik od jeho nejlevéjsiho bo-
du po nejpravéjsi. Pro kazdou polohu zametaci pfimky si
(mysleng) spocitame, jak vysoky je v daném misté mnoho-
thelnik. Pokud zametaci pfimka projde mistem s vyskou
alesponn H, ohléasi na vystup pfislusnou z-ovou souradnici
(stac¢i jednou).

ySka

aktudlni v

ka

zametacfi

prim

Tohle je dobry zpiisob, jak si feseni predstavit, ale urcité jej
nemizeme takto naprogramovat, neb bychom museli poci-

anglicky plane sweeping ¢i sweep line

tat vysku mnohotihelnika pro kazdou z nekone¢né mnoha
z-ovych pozic, kterymi pfimka prochézi.

Vsimneme si, Zze v kazdy okamzik (aZ na koneéné mnoho
vyjimek) protind zametaci pfimka pravé dvé strany mno-
hotithelnika. Navic to, které dvé to jsou, se méni pouze, kdyz
primka projde néjakym vrcholem mnohothelnika. Mizeme
tedy podle z-ovych soufadnic vrchold rozdélit mnohothel-
nik na svislé v pasy, v kazdém z kterychz protina zametaci
primka vzdy néjakou pevnou dvojici stran mnohothelnika.

V ramci jednotlivého pasu uz snadno uréime misto s vyskou
alesponn H, aniz bychom museli zkouset vSechny moznosti.
K tomu se nam bude hodit mald odboc¢ka do analytické
geometrie.

Méame-li dané dva body A = [za,y4],B = [zB,ys], pak
vSechny body na tuse¢ce AB se daji vyjadiit soustavou rov-
nic:

r=x4+tlxp—xa)
y=ya+tlys —ya)
te(0,1)

Tedy po dosazeni libovolného ¢ z intervalu (0, 1) dostaneme
soufadnice bodu leziciho na tseéce AB. Méjme nyni spodni
tsecku AB a horni tsecku C'D, chceme najit soufadnici z,
kde jsou tisecky od sebe svisle vzdalené alespon H. Tu zis-
kéme vyfeSenim nésledujici soustavy (ne)rovnic:

A +t(xp —xa) =20+ s(zp — Xo)
ya +t(ys —ya) <yc+s(yp —yc) — H

Neznamymi jsou proménné s a t. Pokud ziskame Teseni, kde
s,t € (0,1), tak jsme nasli misto, kam se ndm vejde svisla
tsecka délky H.

Implementace je nyni uz jednoduchi. Obvod mnohothel-
nika si rozdélime na horni a spodni polovinu — tedy casti,
které vedou od nejlevéjsiho bodu k nejpravéjsimu ,horem“,
resp. ,spodem‘“. Vsimnéte si, Ze pokud existuje vic nejle-
véjsich (nejpravéjsich) bodd, je jedno, ktery si vybereme.

Nyni bychom chtéli postupné zleva doprava projit vsechny
pasy a pro kazdy z nich provést nds vypocet se spravnou
dvojici usecek. To udélame tak, Ze si budeme prubézné udr-
zovat, ktera tsecka je aktualné horni a spodni. Na zacatku
jsou to strany sousedici s nejlevéjsim vrcholem mnohothel-
nika. Poté postupné prochézime vSechny zbylé body mno-
hotihelnika v potradi dle z-ové soutadnice a s kazdym vymé-
nime bud horni, nebo dolni isec¢ku za jinou, ¢imZ prejdeme
do sousedniho péasu.

Jelikoz tisecek je celkem n a kazdou vyménime maximélné
jednou, tak cely algoritmus méa ¢asovou slozitost O(n).

Nyni feseni upravime pro hledani obdélnika. Na to nam jen
jedna zametaci pfimka stacit nebude, ale budeme potiebo-
vat dvé od sebe vzdéalené W. Pro obé primky si budeme
udrzovat horni a spodni tsecku, kterou zrovna prochézi,
a Teseni budeme pfepocitavat vzdy, kdyz nékterd z pfimek
projde vrcholem mnohothelnika.

A jak se bude lisit vypocet? Potfebujeme najit misto, kde
vzdalenost vysSe postavené spodni tsecky a nize postavené
horni usecky je alespori H. To spocitame tak, ze pravou
horni a spodni isecku posuneme o W doleva. Jednoduchjmi
linedrnimi nerovnicemi zjistime, pro jaké intervaly je ktera
horni (resp. spodni) tsecka nize (resp. vyse).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-konec.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-zacatek.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-spojak.c

Tim se nam feSeni rozpadne nejvysSe na tfi intervaly, pro-
toze v kazdé dvojici se maximalné jednou muze zmeénit,
ktera tisecka je horni (resp. spodni). Pak jen pro kazdy ta-
kovy interval pouzijeme ptivodni vypocet pro svislou tsecku
o délce H. Casova slozitost tohoto fegeni je také O(n), pro-
toze pro obé zametaci primky udélame maximalné n vymeén
tsecek a mezi dvéma vyménami provadnime jen konstatné
dlouhy vypocet.

Druhy zpusob feseni zde pouze naznac¢ime. Kazdy konvexni
atvar ma tu vlastnost, ze pokud v ném lezi body A a B, tak
pak v ném lezi i celd tsecka AB. Specialné pokud v mnoho-
thelniku najdeme umisténi vSech rohti obdélnika, tak v ném
lezi i cely obdélnik.

Opét se nejdiive podivame, jak najit svislou tsecku dél-
ky H. Takova tsecka mize mit sviij spodni konec ve vSech
bodech, které spliuji, ze bod o H nad nimi je také uvnitt
mnohotthelnika. Takze vSechny takové body ziskame tak, ze
mnohotthelnik posuneme o H nahoru a ur¢ime jeho prinik
s ptvodnim mnohotihelnikem.

Prinik konvexnich mnohotihelnikd je opét konvexni mno-
hotthelnik. Ten ted vezememe posuneme jej o W doleva
a znovu nalezneme prunik. Tim dostaneme konec¢ny mno-
hothelnik, ktery obsahuje pravé vsechny body, kde obdélnik
mize mit svdj levy horni roh.

Jak provedeme onen priunik mnohothelniki? Ukazeme si
to pro prvni prinik. Ve druhém pfipadé ndm jen staci si-
tuaci otocit o 90 stupnu a vypocet zopakovat. Jelikoz jsou
oba mnohotihelniky shodné, tak ndm jen staci najit prv-
ni a posledni prisecik horni ¢asti spodniho mnohotihelnika
a spodni ¢asti horniho mnohotihelnika. Pak body mezi té-
mito pruseciky tvori obvod vysledného priniku.

Na hledéani prislusnych pruseciki opét pouzijeme zametani
pfimkou a dostaneme feSeni fungujici v ¢ase O(n).

Karel Tesar

¥ 2

26-5-6 Nejvyssi stavby

,Hledani maxim ve 2D nebo dokonce jen 1D oblastech ma-
tice? To jsou jasny haldy,” fekne si kdektery KSP&ak. Jenze
v optimélnim linedrnim feSeni se haldy nepouzivaji, jen by
ho zdrzovaly. Pomoci hald ¢i binarnich vyhledavacich stro-
mi lze dosdhnout ¢asové slozitosti O(RS (log r+log s)), coZ
ponechéame jako cviCeni na préaci s témito strukturami. Li-
nearni feSeni vSak nevyzaduje kromé péar trikd zadnou slo-

vvvvvv

Lehé&i varianta fungovala jako napovéda, proto si pojdme
nejprve vyresit v linearnim case 1D oblasti. Pro R=r =1
mame tedy posloupnost S ¢isel a chceme zjistit nejvyssi ¢is-
lo v kazdém souvislém tseku délky s. V prvnim, nejlevéj-
vSechna c¢isla tseku. Poté budeme posouvat aktualni tsek
o0 jedno c¢islo doprava.

Kdyz posuneme tsek o jedna doprava, jedno ¢islo nam vy-
padne a jedno pribude. Pokud je nové ¢islo vyssi nez do-

vvvvv

vvvvv

V tom pfipadé by ho mélo nahradit druhé nejvyssi ¢islo,
jez v8ak také musime udrzovat. Kdyby vsak vypadlo i toto
nahradni ¢islo, tak musime mit jesté dalsiho ndhradnika,
uvazte tfeba klesajici posloupnost.

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostrg
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Proto si budeme udrzovat seznam kandidatd na nejvyssi
Cislo, reprezentovany obousmérnym spojovym seznamem.
Prvnim kandidadtem bude samo nejvyssi ¢islo useku, dru-
hym bude nejvyssi ¢islo napravo od nejvyssiho c¢isla tseku,
tfetim nejvyssi ¢islo napravo od druhého kandidata, ...
Kandidati budou tedy tvofit nerostouci podposloupnost ak-
tudlniho tseku. U kandidatd si navic budeme pamatovat
jejich pozici v posloupnosti, abychom védéli, kdy vypadnou
ze seznamdu.

Pti kazdém posunuti tiseku o jedna doprava ndm z kan-
didatd mutze vypadnout jen prvni, ten nejvétsi, a v tom
pripadé se nejvyssi ¢islo useku presouva na druhého kandi-
data. Nové cislo, jez pribylo do tseku, pfiddme do sezna-
mu kandidatd. Navic z tohoto seznamu od konce smazeme
vSechny kandidaty mensi nebo rovné pridanému ¢islu, di-
ky ¢emuz bude seznam kandidati klesajici podposloupnost
tseku. Posledni ¢islo aktualniho tseku tak vzdy bude kan-
didatem.

Jaka je Casova slozitost tohoto postupu? Nejlevéjsi tsek a
seznam kandidatt inicializujeme jisté v O(s), nicméné i po-
sun tseku muze zabrat az O(s), nebot kandidati je az s a
my je pii jednom posunu mtzeme vsechny smazat. To se
vSak stane jen relativné malo Casto.

K dikazu, Ze tento algoritmus je linedrni, ndm pomiize
amortizovana slozitost.® Kazdé &islo posloupnosti totiz do
seznamu kandidatt jednou pridame a maximéalné jednou ho
smazeme, Cili celkovy pocet operaci vyjde na O(S). Doda-
te¢né paméti (bez vstupni posloupnosti) pouzijeme O(s),
nebot kromé seznamu kandidatd a jejich pozic si uz nepo-
tfebujeme nic ukladat.

Nyni zobecnime feSeni pro tézsi, dvourozmérnou varian-
tu. Vyse predstaveny postup pro jeden fadek budeme délat
najednou pro vSechny fadky. Nejprve zpracujeme nejlevejsi
useky vsech fadek a ziskame sloupec maxim téchto tsek,
na némyz provedeme stejny postup jako na radku, akorat
s parametry R a r misto S a s. Timto ziskdAme maxima
v obdélnicich sousedicich s levym okrajem, tedy prvni slou-
pec vysledné tabulky.

Pak posuneme tseky v kazdém radku o jedna a opét dosta-
neme sloupec maxim, na kterém provedeme algoritmus pro
jednorozmérnou variantu. Toto opakujeme, dokud nedojde-
me s Fadkovymi tseky k pravému okraji. Algoritmus vrati
spravné feSeni, nebof maximum na obdélniku poc¢itame ja-
ko maximum z maxim na prislusnych tsecich v jednotlivych
fadcich.

Posouvéani tisekt na kazdém fadku zabere O(S), ¢ili celko-
v& O(RS). Jeden sloupec maxim z aktudlnich tseki Fadka
zpracujeme v O(R), coz dava opét O(RS), takze algoritmus
je linearni s velikosti vstupu. Kromé vstupni matice ¢isel si
sta¢i pamatovat kandidaty pro kazdy fadek a pro aktualné
zpracovavany sloupec, tedy O(Rs + r) ¢isel.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-6.4

Pavel ,Paulie“ Vesely

Medvédi poznamka: Existuje jesté jiny, podobné elegantni
zplsob, jak vyfesit jednorozmérnou verzi. Posloupnost roz-
délime na bloky délky s a pro kazdy z nich predpocitame
prefixovad minima (tedy minima od zacdtku bloku do kaz-
dého jeho prvku) a podobné suffixovd minima (od prvku
do konce bloku). Pak si v§imneme, e kazdy tsek délky s


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-6.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostra

je budto blok, nebo ho lze slozit ze suffixu jednoho blo-
ku a prefixu nasledujiciho bloku. Staci tedy v konstantnim
Case zkombinovat nejvyse dvé prepocitand minima. Pokud
bychom z tohoto algoritmu odvodili 2D feSeni, bylo by stej-
né rychlé, ale potfebovalo by pamétf na pomocnou matici.

26-5-7 Partie piskvorek

Reseni vybudujeme postupné: zaéneme absurdné zjedno-
dusenou verzi tlohy a postupné se budeme vsech omezeni
zbavovat. Hracimu planu budeme fikat mfizka, kiizkim a
kolecktim symboly a souvislym tsekim stejnych symbolt
linie. Linii nejde ani jednim smérem rozsirit, z obou stran
je tedy ohrani¢ena mezerou, opa¢nym symbolem, ptipadné
okrajem mfizky.

Jeden rozmér, jeden symbol, jedna operace

Prozkoumejme nejprve tlohu, v niz ma miizka jediny fadek
o n poli¢kich, pokladdme jenom jeden druh symbolt (t¥eba
kiizky) a navic je nikdy nemaZzeme.

Postaci udrzovat si pro kazdé policko mtizky, zda na ném
néjaka linie zac¢ind nebo konci, a pokud ano, tak kde lezi
jejil opacny konec.

Na pocatku vypoctu zadné linie neexistuji. Kdykoliv prida-
me kiizek, podivame se, zda néjaka linie konc¢i tésné pred
nim nebo za¢ind tésné za nim. Rozlisime ¢tyti pripady:

Nenastane ani jedno: tehdy zakladame novou linii o jednom
kiizku a k aktualnimu policku napiseme, zZe na ném tato
linie zacina i kondi.

Pred nami kon¢i linie, za ndmi Zadna nezacina: tehdy pro-
dluzujeme linii pfed nami o jedno policko. Posuneme kon-
covou znacku a u té pocatecni prepiseme informaci o konci.
Symetricky pfipad, kdy za nami linie zacind, ale pfed nami
nekonci, osetfime obdobné.

Zbyvéa pripad, kdy nastane oboji soucasné, ¢ili nase policko
propojuje dvé linie. Tehdy zrusime konec levé a zacatek
pravé, nacez zacatek levé nechame ukazovat na konec pravé
a naopak.

Navic se pokazdé podivame, zda nové vznikl4 linie neni delsi
nez dosavadni maximum. To vSe zvladneme v konstantnim
Case, navic ale musime pripocist linearni ¢as na inicializaci
pole zacatki a koncil.

Pridavame mazani

Nyni strukturu vylepsime, aby umeéla kfizky mazat. Opét
mohou nastat ¢tyfi pfipady: budto byl smazany kiizek osa-
moceny (tehdy prosté zrusime celou linii), nebo lezi na za-
¢atku ¢i na konci linie (to pozname podle znacek zac¢atkl a
koncii a linii prosté zkratime), nebo lezi uvnit¥ linie. Tehdy
potfebujeme najit jeji zacatek a konec a linii rozdélit na
dve.

Prvni tii pfipady rozpoznadme pomoci znacek na aktudlnim
policku a jeho sousedech. Pokud ale policko lezi kdesi uvnitt
dlouhé linie, potfebujeme rychle zjistit, kde lezi nejblizsi
znacka.

Poridime si tedy navic vyhledavaci strom, v némz si bude-
me pamatovat pozice vsech znacek zacatku. Kdykoliv ma-
zeme néjaky krizek, zeptame se stromu, jaka je nejblizsi
nizsi pozice zacatku. To strom zvlddne v logaritmickém ca-
se a jakmile zndme polohu zac¢atku, pfislusna znacka nam

9 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|

prozradi, kde lezi konec. Navic musime strom aktualizo-
vat, kdykoliv se néjaky interval zméni. To nastésti nastane
O(1)-krét za operaci, takze to celkové trva O(logn).

Jesté se nam ovsem zkomplikovalo udrzovani nejdelsi linie.
Uz totiz neni pravda, ze by se nejdelsi linie stale jen pro-
dluzovala. Pofidime si proto dalsi vyhledavaci strom, do
kterého budeme ukladat délky vSech existujicich linii. Jeli-
koz se délky linii mohou opakovat, budeme si u kazdé délky
pamatovat pocitadlo, abychom védéli, kdy ji smazat. Kazda
operace s intervaly opét zptsobi O(1) zmén stromu, které
potrvaji O(logn). Na konci operace se pak staéi zeptat to-
hoto stromu (budeme mu fikat souhrnnyg strom) na aktudlni
maximum.

Souhrnny strom bychom navic mohli snadno upravit, aby si
pamatoval nejen délky linii, ale i jejich polohy. Pak bychom
védéli nejen jak dlouhd je maximéalni linie, ale také kde
presné lezi.

Jedno umisténi nebo mazani kiizku nam tedy trva O(logn)
a navic potfebujeme ¢as O(n) na inicializaci struktury.
Jednorozmérna verze s kfizky a kolecky

Ted je na Case si pfiznat, Ze v piSkvorkéch hraji nejen kiizky,
ale také kolecka. To nam tlohu zkomplikuje jen kosmeticky:
poridime si dvé datové struktury, jedna si bude pamatovat
linie kiizkd, druhé linie kolecek. A nechame je pracovat se
spoleénym souhrnnym stromem, takze rovnou dostaneme
maximum z kiizk a kolecek. Casova slozitost se asympto-
ticky nezmeénila.

Dvojrozmérna verze

Opravdova piskvorkovnice je ovsem dvojrozmeérna, feknéme
n x n. Poradime si jednodusSe: pofidime si samostatnou jed-
norozmeérnou strukturu pro kazdy radek, kazdy sloupecek i
kazdou tthlopricku a kdykoliv umistime nebo smazeme sym-
bol, fekneme o tom vSem c¢tyfem strukturam, ve kterych
dané policko lezi. Opét vSechny struktury nechame praco-
vat se spoleénym souhrnnym stromem, takze ndm budou
udrzovat globalni maximum.

Casova slozitost na operaci ziistava O(logn), protoze po-
kazdé prepocitavame O(1) struktur, z nichz kazda pracuje
v logaritmickém case. Na zacatku vypoctu inicializujeme
f4dové n struktur o n prvcich, coz dohromady trva O(n?).
Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-7.py

Malé kouzlo na zavér

Celé feseni je jesté mozné zrychlit. Staci si vSimnout,
@ ze do vyhledavacich stromi ukldddame pouze ¢isla od 1
do n. MuZeme proto misto klasickych stromti pouzit né-
kterou ze specialnich celoc¢iselnych datovych struktur, na-
priklad van Emde-Boasovy stromy. Jejich popis najdete ve
skripti¢kach Krajinou grafovych algoritm®.? Zde prozradi-
me pouze to, Ze pro hodnoty od 1 do U jim jedna operace tr-
va O(loglog U), takze se nase piskvorkovd struktura zrychli
na O(loglogn) na operaci plus O(n?) na inicializaci.

Martin ,Medved” Mares

26-5-8 Automatizovany graf

Céast z vas se automatfi ve vrcholech grafu zalekla a ne-
poustéla se déle nez za prvni nebo druhy tkol. Ale jsem
velmi rad, ze se mezi vami naslo i dost odvazlivet, ktefi se
rozhodli poprat se i se zbylymi tkoly.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-7.py
http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/

Ukol 1

Tento kol byl velmi podobny druhému ukazkovému prikla-
du — vyslat dva signaly proti sobé a tam, kde se potkaji,
oznacit vrchol. Abychom ale oznaéili vrchol ve tfetiné kruz-
nice, musel by jeden ze signalt bézet dvakrat tak rychle nez
druhgy.

Zrychlit signl neumime (musel by pfeskakovat najednou
pres dvé hrany, coz ale nejde, protoze kazdy automat ve
vrcholu vidi pouze do svych bezprostiednich sousedit), ale
umime jeden ze signalii zpomalit na polovinu a tim zaridit
stejny efekt. Zpomaleni na polovinu udélame tak, ze signél
v kazdém vrcholu na jeden takt pozdrzime a teprva poté
posleme dal.

Abychom oznadili vrcholy ve tfetiné a dvou tfetinach, bude-
me muset na zacatku vyslat ¢tyfi signaly. Na jednu stranu
signél A o normalni rychlosti a signal B o polovi¢ni rychlos-
ti, na druhou stranu naopak (A4 o polovi¢ni a B o normélni).
A poté, v misté kde se potkaji signaly A a B, tam oznacime
vysledné vrcholy a pockdme na ustaleni.

Signaly nam tak obejdou kruznici jen jednou a celkové tak
vykondme O(N) taktt vypoctu. Program by mohl vypadat
tfeba takto:

# Proménné:

# x - rozsah 0..1

# signalA, signalB - rozsah 0..1, vjch.
# statusA, statusB - rozsah 0..2, vjch.

hod.
hod.

if x ==
# VySleme tvodni signal na obé
# strany a skoncime
signalA = signalB = 1
stop

# Dostali jsme signdl z obou stran
if S[0].signalA and S[1].signalA:
X 1
stop
# A proti sméru: Polkadme na odeslani 1 tah
elif S[0].signalA and statusA == O:
statusA =1
# A po sméru nebo jiZ Cekame: OdeSleme ihned
elif S[1].signalA or waitA:
statusA = 2 # Abychom neodesilali znovu
signalA = 1
obdobné pro signalB a statusB

# ...
Ukol 2

K nalezeni kostry grafu pouzijeme simulaci prohledavani do
§irky. Spustime prohledavani z jednoho vrcholu a budeme
postupné privésovat vrcholy, které patii do dosud nena-
vstivené ¢asti grafu. Kazdy vrchol pfivésime za pravé jednu
hranu, tedy ndm urcité nikdy nevznikne cyklus a vysledny
graf po zastaveni bude strom.

Pokud byl pivodni graf souvisly, tak ke kazdému vrcholu
existuje od pocatecniho vrcholu cesta. Ve chvili, kdy zpra-
cujeme sousedni vrcholy, navésime i tento vrchol do vzn-
kajiciho stromu. Protoze vysledny strom bude obsahovat
vsechny vrcholy, vznikne nam tak kostra.

Prohledévani budeme délat tak, ze kazdy dosud nezpraco-
vany vrchol bude sledovat své sousedy. Ve chvili, kdy se
néjaci sousedé stanou soucdsti vznikajiciho stromu (stanou
se zpracovanymi), vybere si z nich aktudlni vrchol jednoho
a s tim se spoji hranou (nastavi odpovidajici proménnou
na svoji strané na jednicku).

Koncit budeme ustalenim.

# Proménné:
# a - vstup, rozsah 0..1
# kostral[il - v§ystup, rozsah 0..1, vjychozi O

# Uz jsem v kostfe, jen sleduji sousedy.
if a ==
for i in range(5):
if S[il.kostra[P[i]]:
kostral[i] =1

# Nejsem v kostfe. Pokud je néjaky soused
# v kostfe, pripojim se k nému.

else:
for i in range(5):
if S[i].a:
kostral[i] = 1
a=1

Prohledéni grafu do Sitky trva asymptoticky linearné dlou-
ho a tedy i cely program pro grafomat skon¢i po ustaleni za
O(N) kroku (tim, Ze je graf 5-regularni, by Sel odhad jesté
upfesnit, ale zlepsime ho tak pouze o konstantu).

Ukol 3

V zadani nam uteklo, ze graf je souvisly, za coz se omlou-
vame. Nikoho z Tesiteli to vS§ak nezmatlo a vsSichni spravné
fesili verzi pro souvisly graf.

Mezi doslymi fesenimi se objevil ndpad vSechny automaty
hned zastavit. To ale trva pravé jeden krok vypoctu a to
rozhodné neni C' - N pro néjaké konstantni C' (C = %, coz
urdité neni konstanta), tudy tedy cesta nevede.

Budeme potfebovat vymyslet feSeni, které za kazdy vrchol
stravi néjaky konstantni ¢as, nez preda praci dalsimu vrcho-
lu. K tomu se pfimo nabizi vyuzit DFS neboli prohledavéani
do hloubky.

Zacéneme v oznac¢eném startovnim vrcholu a pijdeme po do-
sud nenavstivenych vrcholech tak dlouho, dokud to ptujde.
Ve chvili, kdy narazime na slepou ulicku, tak se vratime a
zkusime to jinudy. Po kazdé hrané vzniklého DFS stromu
tak pravé jednou sestoupime dold a pravé jednou se po ni
vratime, skon¢ime opét ve startovnim vrcholu.

Mizeme si to predstavit tak, ze vrcholy si budou preda-
vat néjaky token. Vrchol, ktery drzi token, si vzdy vybere
néjakého ze sousedt, kterému token odesle (nastavi u se-
be proménnou, které si pak soused v dalsim taktu vSimne)
a spravny soused si token prevezme. PTi vraceni se zpét
budeme navic vrcholy zastavovat a vypocet grafomatu tak
ukonc¢ime celkovym zastavenim.

Tim, ze obejdeme graf pomoci DFS, nam vznikne strom na
N vrcholech. Ten mé ale N — 1 hran, takze celkové vyse
popsany postup provede 2N — 2 kroku. Tim, Ze na zacatku
pockame pravé dva kroky, uz dosdhneme presného poctu
2N kroku. Program miize vypadat tfeba takto:

# Proménné:

start - vstup, rozsah 0..2
navstiveno - rozsah 0..1, vjchozi O
uzavreno - rozsah 0..1, vychozi 0O

smer - rozsah 0..K, vychozi K

Hlavni funkce: Pokusi se mezi sousedy najit
zatim nenav8tiveného a prfedat mu token, pokud
ale takového nenajde, uzavie aktudlni vrchol.

H H H OH HHH



def predejToken():
for i in range(K):
if S[i] .navstiveno ==
# PoSleme token timto smérem

smer i

return
# Pokud se nam nepovede token nikam
# poslat, uzavfeme tento vrchol
uzavreno 1

stop

# 1. Na startu musime pockat
if start
start

2
elif start ==
start = 0
predejToken()
# 2. Sledujeme, jestli nam nekdo neco neposlal
elif navstiveno ==
for i in range(K):
# Jestli ukazuje na nas
if S[i].smer == P[i]:
navstiveno 1
predejToken()
# 3. Pokud uz jsme nékam token poslali,
# sledujeme, jestli se nam nevraci
else:
if S[smer].uzavreno:
predejToken()

Ukol 4

Kdybychom méli k dispozici pocitadlo, byl by tkol velmi
jednoduchy. Stacilo by jen si zévorky postupné posouvat
doleva k prvnimu vrcholu, zde je zpracovavat a pocitat po-
Cet otevienych zavorek. Pokud bychom se nékdy dostali pod
nulu, skon¢ili bychom s chybou, stejné jako kdyby na konci
mélo pocitadlo nenulovou hodnotu.

Vsechnu praci budeme délat v prvnim, oznac¢eném, vrcholu.
V ostatnich budeme jen posouvat zavorky. Vrchol, ktery
bude potrebovat zavorku, si ji vzdy nakopiruje od souseda
a zapiSe v néjaké domluvené proménné, ze si ji vzal. Druhy
vrchol se podiva na tuto proménnou svého souseda, zjisti, ze
byl ,okraden“, a sebere zévorku sousedovi na druhé strané.

Takto lze zaridit postupné posunuti vSech zaévorek az do
prvniho vrcholu, kde se zpracovavaji. Jenom musime na
pfesun pocitat se dvéma kroky vypoctu: v prvnim seberu
zavorku sousedovi, ve druhém teprve soused zjisti, Ze mu
chybi, a sebere ji zase svému sousedovi. Zbyva zaridit po-
¢itadlo.

Pocitadlo si ale jednoduse mtizeme vyrobit jako bitové poci-
tadlo kombinaci vicero vrcholi — nejblize prvnimu vrcholu
budu mit nejnizsi bity a dale bude jejich hodnota vzris-
tat. Nejvétsi Cislo, které budeme potfebovat, bude N — to
zakédujeme do log N bitt a vrcholy nam tak bohaté staci.

Na zacatku vypoctu bude pocitadlo ve vSech vrcholech na-
staveno na nulu. Pfi pficteni jednicky zvétsime pocitadlo
v aktualnim vrcholu o jedna a kdyby mélo pretéct, nastavi-
me ho na nulu a do domluvené proménné uloZime pfenos.
Soused se podiva na nasi domluvenou proménnou a ptipad-
né prenos pricte ke své hodnoté.

Odcitani bude fungovat obdobné: Pokud budu mit ve svém
vrcholu jednicku, zménim ji na nulu a konc¢im, pokud ale
budu mit nulu, zménim ji na jednicku a smérem dal odeslu

pfenos s hodnotou minus jedna. Pokud takovy prenos do-
jde nazpét az k prvnimu vrcholu, dostal jsem se pravé do
zapornych ¢isel a vyhlasim chybu.

Posledni, co zbyva, je po konci vypoc¢tu zkontrolovat, ze
nam v pocitadlu zbyly samé nuly. To udélame jednoduse
tak, ze vysleme z prvniho vrcholu signal, ktery kdyz cestou
narazi na jednic¢ku, vyhlasi chybu. Pokud dojde nazpét az
k prvnimu vrcholu, je uzévorkovani spravné a zahlasime
uspéch.

# Proménné:

# prvni -vstup, rozsah 0..1

# zavorka - vstup, rozsah -1..1

# prenos_zavorky - rozsah 0..1, vjychozi O
# pocitadlo - rozsah 0..1, vychozi O

# prenos - rozsah -1..1, vjchozi 0

# vystup - rozsah 0..1, vjchozi 1

# signal - rozsah 0..1, vjchozi O

levy = S[0]

pravy = S[1]

# Reset hodnot
prenos = 0
signal = 0

if prvni ==
# 1. Pocitadlo preteklo do minusu, nebo priSel
# signal s chybou -> chyba
if levy.prenos -1 or levy.vystup ==
vystup = 0
stop

# 2. Zpracovani zavorek, dokud jsou
if prenos_zavorky:
# Jenom pockame, neZ soused bude mit
# pripravenou novou zavorku
prenos_zavorky = 0
else:
if zavorka ==
prenos = pocitadlo

pocitadlo = (pocitadlo + 1) % 2
elif zavorka == -1:

prenos = -1 * pocitadlo;

pocitadlo = (pocitadlo - 1) % 2
# 3. Zavorky do8ly, spusténi kontroly
else:

signal =1

# Zkopirujeme si zavorku zprava
zavorka = pravy.zavorka
prenos_zavorky = 1

else:
# Reset hodnot
prenos_zavorky = 0

# 1. Pokud priSla chyba, vyhlasime ji také
# a koncCime
if levy.vystup == 0 or pravy.vystup ==
vystup = 0
stop

# 2. Prenos zavorek
if levy.prenos_zavorky:
# Pokud jeSté existuje zavorka napravo
if pravy.prvni != 1 and pravy.zavorka != O:
zavorka = pravy.zavorka
prenos_zavorky = 1



else: # JiZ neni zavorka napravo
zavotka = 0

# 3. Poc¢itadlo
if levy.prenos ==
prenos = pocitadlo
pocitadlo = (pocitadlo + 1) % 2
if levy.prenos == -1:
prenos = -1 * pocitadlo;
pocitadlo = (pocitadlo - 1) % 2

# 4. Zavérecna kontrola pocitadla
if levy.signal:

if pocitadlo =! O:

vystup = 0
stop

else:
signal =1

Pfesunovani zavorek nam na kazdou z nich zabere 2 kroky,
aktualizaci pocitadla zvladneme délat pribézné béhem po-
souvani zavorek, a nakonec jesté jednou projdeme vSechny
vrcholy. Dohromady tak provedeme O(N) krokd vypoctu.

Jirka Setnicka

A to je vSe, pratelé!

Organizatoii KSP vam preji

Pékné Prazdniny!

(k piani se pridava spolek tiskafskych Sotki MFF UK)
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