Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

28. rocnik

Mili resitelé a resitelky!

Dostéva se vam do rukou vano¢ni zadani KSPcka jako $ité na dlouhé zimni vecery. Takze af si s sebou

u sviticiho stromecku a misy plné cukrovi, prejeme vam do nastévajiciho roku jen to nejlepsi a hodné

zdaru nejen pii feseni KSP!
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Prosinec 2015

Pripominame, ze kazdému fesiteli, ktery v tomto roc¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bod,

darujeme propisku, blok, tuzku, a mozna i néco navic.

Termin série:

Pondéli 8. tinora 2015 v 8:00 SEC (CodEx mé4 termin stejny)

Odevzdavani:

Pies web na adrese |https: //ksp.mff.cuni.cz/submit /).

Odmeéna série:

Kazdému, kdo ziska z alesponi péti tloh polovinu bodu, posleme sladkou odménu.

Treti série dvacatého osmého roc¢niku KSP

Gaius Fabius nebyl z taZeni, které odvedlo legii od jeho
rodné Florencie daleko na sever do barbarské Galie, vibec
nadseny. Jednak se nerad vzdaloval od své Zeny a syna, ale
taky se upiné nehrnul do prednich tad. Pocit stdt v cele a ci-
tit, jak se o Siroky stit odrdZeji mece barbarid, rad prenechal
jingm. Gaius se radéji nachdzel v pozadi a jako Temesinik
se staral o spoustu véct od obléhacich stroju po stavbu opev-
nénd.

Tento den legie dopochodovala na planinu v lese, legdt
vyslal pruzkumniky a zbytek se dal do stavby opevnéni. Te-
prve pred chvili vztycili posledni cast dreveného opevnéni
a Gaius unavené padl na zem vedle ohné.

Cdst legiondi tu zrovna hrdla hru se svymi helmicems.
Staveli z nich pyramidy a Stouchali do nich kopim.

28-3-1 Pyramida z helmic 7 bodua

Rimsti legionafi hraji o to, kdo bude mit v noci hlidku.
Vzdy hraji dva proti sobé, poberou si spoustu helmic a po-
sklddaji z nich pyramidu vysokou h (spodni patro ma h
helmic, patro nad nim h — 1, ...).

Do kazdé helmice navic vlozi néjaky pocet kaminki — do
vrchni helmice pfijde jeden a do kazdé dalsi pak tolik ka-
minkt, jako v helmicich vlevo a vpravo nad ni dohromady
(pokud takové helmice jsou). Pocet kaminkii v helmicich
tedy odpovida Pascalové trojthelniku! a nasledujicimu ob-
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Legionafi se stfidaji po tazich. Vzdy jeden z nich stréi ko-
pim do helmice, kterou si vybere, a tim shodi ji i vSechny
helmice stojici na ni (levou vrchni, pravou vrchni a vSech-
ny, co podobné stoji na nich). Ze shozenych helmic dostane
vsechny kaminky.
Hraje se tak dlouho, dokud stoji alespon jedna helmice.
Vyhrava ten, ktery ma na konci méné kaminkid. Existuje
vyhravajici strategie pro nékterého z hraca? A jak vypada?
Hlidku ,vyhrdli“ Brutus a Marcus a ostatni vojdci centu-
rie Sli spat. Gaius mél jako femeslnik vijhodu, Ze mohl spdt

I https://cs.wikipedia.org/wiki/Pascaliv_trojuhelniy
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ve svém stanu, ktery predstavoval vlastné i malou dilnu.

Zabaleny pod prikryvky v tomto mrazivem pocast skoro
usnul, kdyz ho probudila podivnd rdna, takové lupnuti. Pre-
valil se na bok a v tom ho wvidél! Divnd postava, po niz
jesté prebihali néjaci modii hadi. A v jeho stanu! Bohové!

Postava, asi muz, se zprudka nadechla a potrasla hlavou.
Pravou rukou néco udélala na své levé ruce, néjak prapo-
divné hranaté, a pak se ji z leveé ruky vyrinulo jasné svétlo.
Ted uz bylo jasné vidét, Ze je to muZ a Ze nemd hranatou
ruku, jen na ni md zbroj, kterd sviti.

Muz se rozhlédl, spatiil Gaia a priloZil si prst na usta.
Jako by Gaia napadlo, Ze by mohl vydat nejaky zvuk. Teprve
ted si v$iml, Ze ve druhé ruce md muZ masivni pdnev.

PoloZil ji na pracovnt stul, popadl pdr ndstroji a urazil ji
drzadlo. Pak chvili néco kutil, sbalil si véci a chystal se asi
k odchodu. Jesté se ale jednou ohlédl po zkoprnéléem Gaio-
vi, néco zamumlal néjakou nesrozumitelnou r7eci, popadl ze
stojanu $tit a kopi, a pak s lupnutim a modrym zdbleskem
zase zmizel.

Gaia konecné zacaly poslouchat nohy a v désu vybéhl
z postele a nezastavil se, neZ dobéhl do stanu Rufuse, jeho
znamého pisate. Chtél si totiZ nechat zapsat to, co slysel,
dokud si to pamatuje.

28-3-2 Liny pisar 9 bodi

Pisarl se pokousi zapsat vzkaz, ktery mu Gaius Fabius dik-
tuje. Ten si vSak neni prilis jisty tim, co slySel. U kazdé véty
si tfeba pamatuje, Ze znéla trochu jako jedna véta, trochu
jako jina.

Pisaf by chtél zapsat radéji vSechno, ale zase se pfi psani
nechce moc nadrit. Gaius nadiktuje pisafi obé mozné vé-
ty a pisaf chce najit co nejkratsi vétu (fetézec), kterou je
mozno vyskrtanim néjakych pismen prevést na obé Gaiovy
veéty.

Priklad: Tteba pro véty (fetézce) mujstit a mojesin je
fetézec muojestitn jednim z moznych nejkratsich fetézct
obsahujicich ob€ véty. Véty se z néj daji ziskat tieba takto:
muojestitn

mu_j_stit_

m_ojes_i_n

Rano to ale bylo jesté horsi. ..
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»Kde je moje zbroj? Tak kde?!?%

Gaius si pomyslel, Ze centurion vypadd dnes obzvldsté
nastvané. Bohuzel mél centurion ve zvyku posilat lidi, co ho
nastvali, na néjaké specidlni ikoly. Nemélo smysl pokouset
se mu vysvétlovat, Ze tu v noci byl néejaky divny cizinec,
kterého nevidély hlidky, ktery mluvil divnou reci, kterému
svitila ruka a ktery shodou ndhod ukradl centurionovu zbroj,
kterou mel Gaius vylestit. To prosté nemélo cenu.

Tok se Gaius smiril s tim, Ze bude muset nékde v hlu-
bindch zdsobovaci sité legie sehnat zbroj novou, jinak Ze se
pry nedoZije dalstho rana. BohuZel sehnat novou zbroj pro
centuriona nebylo tak jednoduché, vrchni zbrojir se totiz vy-
Zival v neskutecné byrokracii.

28-3-3 Formulaf na zbroj 10 bodu

K sehnani zbroje je potfeba vyplnit spoustu formuléit.
Kazdy formular se da vyplnit dvéma zpusoby, a to klad-
né a zaporné, a ma navic své Cislo. Gaius ma zmapovano,
kdo a jak v tabore legie vydava formulare.

Plati, ze kazdy formulaf vydava nejvyse jeden ¢lovék. Né-
ktefi lidé v tabore své formulafe pfimo vydaji bez potifeby
neceho dalsiho, ale ostatnim je nutné nejdiive ukazat jiné
jiz. vyplnéné formuléfe, a teprve na jejich zdkladé vydaji
svyj formulafr (bud kladné, nebo zdporné vyplnény).

To, jak vyplnény formulaf vydaji, je totiz dano logickou
funkci (AND, OR, XOR nebo NOT) na formulé¥ich, které do-
stanou k nahlédnuti.

Lidi v tabofe mame ocislované a dostdvame popis byrokra-
tické struktury v tabofe zadany jako:

e Clovek A vydava formular F, vyplnény kladné/zaporné.
e Clovék B vydava formulai Fj, s hodnotou danou logickou
funkei (tfeba F, XOR F,, — F)

Zajimalo by nés, které vSechny formuléafe a jak ohodnoce-
né umime ziskat (pfedpokladejte, ze formulé¥ je vydén jen
a pouze tehdy, pokud ukazeme vsechny formulafe, na nichz
zévisi — tedy nestadi tfeba pro formulai vydavany podmin-
kou F, AND Fp donést pouze negativni F, s tim, Ze jiz
urcuje vysledek).

Nakonec se Gaiovi povedlo sehnat novou zbroj aZ odpo-
ledne. Doufal, Ze si pak konecné odpocine, ale o tom si mohl
nechat leda tak zddat. Legie se chystala na stret s barbarskou
armddou, a tak si legat svolal vSechny starsi legiondre sta-
rajict se o obléhaci stroje.

Jeho planem bylo vyvdzit pocetni prevahu barbari lepst
disciplinou legiondru, lepsi vyzbroji a také pouZitim kata-
pultu. Vybrané centurie mély v rozsahlém udoli zaujmout
pevné pozice a katapulty ostrelovat bliZici se barbary.

No a rozmisténi katapulti byl pravé ukol pro legiondre
starajici se o obléhaci stroje.

28-3-4 Katapulty 11 bodua

Legat chce nechat po udoli rozdéleném do c¢tvercové sité
N x N rozmistit K katapulti. Rozkazal, ze kazdy katapult
smi st¥ilet jen rovnobézné s ¢tvercovou siti (tedy podle po-
licek horizontélné nebo vertikalné, ne vSak nasikmo) a chce,
aby se katapulty vzdjemné neohrozovaly (nebyly zddné dva
ve stejném sloupci nebo Fadku).

Udoli je ale trochu podmécené, a tak mame pro kazdy ka-
tapult uréeny obdélnik, ve kterém mtize stat.

Pro zadané N, K a pro uréené obdélniky pro kazdy katapult
najdéte rozmisténi katapultt tak, aby se vzajemné neohro-
zovaly, nebo rozhodnéte, ze takové rozmisténi neexistuje.

—9_

@ Lehéi varianta (za 5 bodil): Reste tlohu v jednoroz-
mérné varianté: Pro kazdy katapult mame dany tsek,
kde mize stat, a nesmi stat dva na stejném policku.

Dalsi rano cast legie vyrazila. V tabote zustalo dvacet
centurit, zbylych ctyricet odvedl legdt do boje. Pruzkumnici
nelhali, skutecné se jim povedlo zaujmout vyhodné postave-
ni v Sirokém udoli a proti rozptylenym barbarum fungovala
legdtova rozptylend taktika prekvapive dobre.

Osamocent barbari se tiistili o pevné stojici hradbu Stiti,
vétst skupinky padaly za obét presné mitenym zdsahim kosi
s kamenim z katapulti.

Gaius ale Tesil problém se svym katapultem. Po kaZdém
vystrelu se v mestabilni pude pohnul, sklouznul rohem do
tunky vedle a bylo potreba ho zase vytdhnout a spravné na-
smeérovat. To velmi sniZovalo rychlost palby.

Pomocnikim se povedlo sehnat spoustu drevénych fosen
a Gaius je chtél pouZit k zatiZent katapultu, aby se nehybal.
Uprostred nékolika desitek legiondru, kteri stali kolem doko-
la v neproniknutelné hradbé, zacal fosny osekdvat a svazovat
k sobé.

28-3-5 Zavazi z foSen 8 bodu

vétsim objemem, protoZze vSechny fosny jsou ze stejné téz-
kého dreva. Prkno o rozmérech 1 x 1 vazi 1 jednotku.

Mame neékolik silnych dievénych fosen. Vsechny jsou
stejné tlusté, ale lisi se svymi rozméry. Chtéli bychom

NNV

Aby se nam ale zavazi nerozpadalo, musi mit vSechny vrst-
vy na sobé stejny rozmér. Jednotlivé fosny mizeme ofiznout
(rovnobézné s jejich hranami a s tim, Ze odfezky zahazuje-
me), mizeme je otoéit (prohodit §ifku a vysku), nebo do-
konce nepouzit viitbec. Nemtzeme vSak mit v zavazi néjakou
fosnu mensi (af uz sitkou nebo vyskou) nez jinou.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupu obdrzite pocet
fosen, na dalsich IV fadcich pak rozméry kazdé fosny jako
dvé cisla oddélena mezerou.

Formdt vystupu: Na vystup vypiste jediné ¢islo — maximalni
vahu zévazi, kterou jsme schopni ze zadanych foSen poskla-
dat.

Ukdazkovy vystup:
96

Ukdazkovy vstup:
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Druhou a ¢tvrtou foSnu nepouzijeme vibec, ostatni ofizne-
me na rozméry 6 x 4, coz ndm dohromady da objem (a tedy
i vahu) 96.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Nadseni z toho, Ze se povedlo katapult stabilizovat, vsak
netrvalo dlouho. Vlastné trvalo docela krdtce, protoZe bar-
bart najednou bylo prilis mnoho a legiondri zacinali byt vy-
sileni. Ze svého vyvyseného postaveni Gaius videl, jak hrad-
by stitu nekolika centurii zakolisaly, barbari se dostali skrz
a jednotlivé legiondre svym poctem udolali. Takhle nemizZe-
me vydrzet moc dlouho, pomyslel si Gaius.



Navic zacala padat tma a situace se stdvala jesté nepre-
hlednéjsi a prohra stdle zrejméjsi. Asi si to uvédomil i legdt
a vzduchem se ke vSem zbyvagicim vojikum doneslo troube-
ni signdlu k dstupu.

Katapulty byly opustény a jednotlivé centurie se zacaly
v Zelvich formacich (a Zelvim tempem) sunout k jizni édsti
udolt, odkud prisli.

Nez se zbyvajici legiondri shromdzdili do jedné skupiny,
zbyla z legie sotva polovina. Nikdo nevédél, kolik jejich dru-
hii je mrtvgch, kolik padlo do zajeti (pokud barbari vibec
brali zajatce) a kolik se jich ztratilo.

Aby se zjistilo, kolik jich z kaZdé centurie zbylo, poslal
kaZdy centurion mezi svymi muzi helmici. KaZdy, kdo pre-
Zil, do ni mél vhodit kaminek. A aby se jednotlivé centurie
nepomichaly, kazdy mél predat helmici jenom nékomu, koho
znd.

28-3-6 Pocditani pirezivsich 12 bodu

Prezivsi legionafi se potfebuji spocitat. Délaji to tak, ze si
mezi sebou posilaji helmici a vkladaji do ni kaminky. Hel-
mice by méla obejit vSechny legionafe a to tak, ze u kazdého
se objevi pravé jednou.

Legionafi jsou ochotni helmici pfedat nékomu, koho znaji
osobné, nékomu, koho zné nékdo koho znaji, nebo nékomu,
koho zna nékdo koho zné nékdo koho znaji. Zkracené feceno
jsou ochotni pfedavat helmici jen nékomu, kdo je od nich
maximélné t¥i pratelstvi daleko (A pfeda helmici D, pokud
se znaji A— B, B—C a C — D). Znédmosti jsou symetrické,
tj. pokud A zna B, tak i B zna A.

Pro skupinu legionafa a neorientovany graf toho, jak se
znaji, najdéte takovou posloupnost predavani helmice, aby
respektovala podminku vyse, kazdy legionaf dostal helmici
do rukou pravé jednou a helmice se dostala zpatky do rukou
centurionovi.

®

Kdyz zjistili, kolik jich je, rozhodlo se, Ze se legie stdh-
ne nazpét do opevnéncho tdbora. ProtoZe byla noc, utvorili
velkou formaci ve tvaru kruhu jeZici se kopimi na vsechny
strany a v ni opatrné postupovali zpdtky.

Utoky barbari ustaly, ale o to byla noc zlovéstnéjsi. Kru-
hova formace se pribliZila k Tidkému lesu v soutésce a za-
stavila se. Legdt tu citil néjakou lécku, stromy byly vysoké
a kosate, tak kosate, Ze se na kazZdém z nich mohla skryjvat
spousta barbari.

Podrobnou mapu lesa dodali prizkumnici uz minuly den
a legdt by ted potreboval védét, jestli mize legii lesem bez-
pecné provést, nebo musi les nékudy obejit.

Leh¢i varianta (za 6 bodu): Vyteste tlohu, pokud vite,
ze graf znamosti mezi legionafi je strom.

13 bodt

28-3-7 Legie v lese

% Mame legionéafe v kruhové formaci s polomérem r. Da-
le mame také podrobnou mapu lesa. Les na obou stra-

néch svira soutéska a stromy jsou vzhledem k velikosti legie

tak malé, Ze jejich kmeny mizeme povazovat pouze za bo-

dy.

Legie chce projit od severu na jih lesa a to tak, aby se cestou
vyhnula v8em stromiéim (protoze na nich mohou éihat bar-
bafi). Do kruhu pfedstavujiciho legii se tedy béhem postupu
lesem nesmi dostat zadny strom a ani nesmi kruh zasahovat
za nékterou z bo¢nich hranic (protoze les je v soutésce).

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codey

Pro zadany les rozhodnéte, jestli takova cesta skrz les exis-
tuje, nebo ne.

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.? Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Stalo se, to co legdt ocekdval — legii v lese prepadli bar-
bati. Diky legdtové proziravosti sice neseskdkali ze stroma
primo do stredu legiondri, ale stejneé se strhla bitva za svétla
meésice a néekolika mdlo pochodnsi.

Kruh z legiondii se béhem boje preléval a deformoval,
ale drzel. Vzidy, kdyz byli legiondr donuceni o pdr metri
ustoupit, prisli dalsi spolubojovnici a barbary zase vytlacili
ddl. BohuZel Gaius se pri jednom z téhle vypadi ocitl mi-
mo ochranny kruh stitu. Jediné stésti bylo, Ze si ho nikdo
z barbaru nevsiml, a tak se mu povedlo se rychle odkulit do
néjaké jeskyne.

Ted ale sledoval, jak se od néj hradba Stiti postupné vzda-
luje a mezi nim a jeho druhy pobithd mnoho barbari. Bez
mece nebo alesponi Stitu se tam nemd Sanci dostat! Jeste,
Ze st ho zatim v t€ jeskyni nevsimli. . .

Jeho premyslent prerusil divny zvuk za jeho zddy. Rychle
se otocil a mdlem vykrikl. Opét se tu objevil ten tajemny
cizinec, kterému po téle béhali postupné mizejict modri ha-
di, v ruce nesl pochoden. Také ho do nosu uderil odporny
zapach spdleného masa a vsiml si, Ze na zem pred cizincem
dopadla zuhelnatéla lidska paZe.

Clizinec vypadal sam docela zaskoceny, ale Tychle se vzpa-
matoval a s néjakym zamumldnim odkopl spdlenou ruku dd-
le od sebe. Pak se rozhlédl, vytdhl zpoza pasu néjakou svitici
krabicku a zacal s ni obchdzet stény. O Gaia se nezajimal.

Po chvili asi objevil to, co hledal, uderil do stény jeskyné
kladivem, odloupl né&jaky divny kus kamene, sdhl po svoji
levé ruce a se zablesknutim zmizel.

Nez se vsak Gaius stihl vzpamatovat a porddné nadech-
nout, zablesklo se podruhé a cizinec se vrdtil. Ted tam vsak
misto pochodné stdl s panvi v jedné ruce a centurionskou
2broji ve druhé. Rekl néco dalsiho nesrozumitelného a hodil
zbroj i s mecem Gaiovi k nohdm. Pak ho rukou pobidl, aby
se do ni navlékl.

Gaius dlouze nevdhal a cizince poslechl. Jakmile na sebe
2broj navésil, podival se na cizince, co ted. Ten se nahnul,
hodil néeco nalevo do lesa, na prstech odpocital od tri do
jedné a silné stréil Gaia do zad. Ten vybehl soucasné s tim,
co se zleva z lesa zacaly ozyvat divné zvuky.

Diky téhle diverzi se dostal zhruba do poloviny vzddle-
nosti k postupujici legii, nez si ho vsimli barbari. A pak
prisel ke slovu mec, stit a zbroj. Z poslednich sil se probojo-
val zpdtky ke svgm druhdm a tak se stalo, Ze Gaia zachrdnil
nezndmy cizinec.

Pribéh pro vds vyprdavel

Jirka Setnicka

28-3-8 Inteligence hejna 15 bodua

V tomto dile se budeme naposled vénovat evoluénim

algoritmim a oproti minulému dilu budeme opét vi-
ce Cerpat inspiraci z chovani pfirody. Konkrétné si budeme
vs§imat struktur chovani skupin zivocicht. Tyto algoritmy
patfi do kategorie, ktera se souhrné nazyva Inteligence hej-
na.
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Co ale znamené samotny pojem inteligence hejna? V pfi-
rodé existuje fada zivocicht, jejichz jedinci se chovaji vel-
mi jednoduse a Fidi se jen nasledovanim par jednoduchych
pravidel. Takovi jedinci obvykle nemaji potencial samotni
prezit, a nebo dokazat velké véci. Kdyz ale vezmeme celé
hejno takovych jedincti, kteri vSichni usiluji o stejnou véc,
tak tim ziskdme néco velkého.

Napriklad si predstavme mravence, ktery se snazi postavit
své obydli. Ten musi jit pro dfivko, odlozit jej na hromadu,
pak jit pro dalsi, opét jej polozit a tak dal. To vypada jako
jednoduchy tkol. Akorat jeden mravenec tyto dfivka nedo-
kaze shanét dost rychle. Nez donese druhé, tak mu prvni
diivko miize sebrat jiny zivocich, odfouknout vitr, a nebo
se nam mravenecek mize polamat. V kazdém pripadé tento
jeden mravenec mé jen pramalé Sance na uspésné dostaveni
celého obydli.

Nyni si znova predstavme stejnou situaci, ale namisto jed-
noho mravence bude obydli stavét milion mravencti, ktefi
vsichni chtéji postavit spole¢né obydli. Tato situace je mno-
také jim prace ptjde fadové rychleji a z nasbiranych diivek
se nam rychle stane hromadka. A kdyZ se ndhodou jednomu
mravenci néco stane, tak tam pofad mame statisice dalsich,
ktefi jej mohou nahradit.

Co z toho plyne pro informatiku? Mame jedince, ktefi se
chovaji jednoduse. Ty zvlddneme snadno simulovat pomo-
ci sady jednoduchych pravidel. Kdyz pak vezmeme hod-
né takovych jednoduchych jedinci a budeme je simulovat
vSechny najednou v jednom prostiedi (tak, aby se navzajem
ovliviiovali), tak ndm dohromady vytvoii slozitou strukturu
chovani, kterou uz nejspis nedokidzeme jednoduse popsat.

7 informatického pohledu zbyva jen jedno. Navrhnout ta-
kové chovani jedinci, jejich cile a takové prostiedi, aby ndm
celé takové hejno vyresilo zadany problém. My pro chovani
jedinci budeme hledat inspiraci ve skutecnych prikladech.
Nepovede se nam dosahnout toho, ze najdeme tak skvélé-
ho zivocicha, jehoz simulaci dokdzeme vyftesit vSechny pro-
blémy, ale uvidime, Ze inspirace konkrétnim zivoc¢ichem nas
dovede ke ke konkrétni tfidé problémt, na které se simulace
zrovna tohoto zivocicha hodi.

Chovani mravenéi kolonie

Mravenci jsou socidlni hmyz, ktery zije ve skupinach vel-
kych 2 az 25 milioni jedinct. My si budeme vSimat, jak
se chovaji pfi shanéni potravy. Mravenci zac¢nou vicemé-
né ndhodné prohledavat okoli mravenisté a hledat potravu.
Jakmile je néktery z nich ispésny, tak po své cesté vypousti
feromony, jimiz dava ostatnim mravencum najevo, Ze tato
cesta je dobra. Ostatni mravenci jsou pak schopni tyto fero-
mony citit a automaticky preferuji cesty s vyssi koncentraci
feromont. Tomuto se fikd mechanizmus pozitivni odezvy.

Je dulezité si uvédomit, ze tam nikde neni zadny centralni
mravenec, ktery by pohyb fidil, a Ze celé shanéni potravy
vyplyne na povrch automaticky z ndhodného chozeni a za
pomoci feromont. Cesty k potravé postupné sili a jakmi-
le tam potrava dojde, tak mravenci pfestanou produkovat
feromony, ty zacnou postupné vyprchavat a mravenci si na-
jdou jinou cestu k dalsi potraveé.

Cela kolonie se tedy umi samoorganizovat bez jakékoliv cen-
tralni ¢i vnéjsi pomoci za vyuziti produkovani feromonti.
Ty v prostfedi pak funguji jako sdilend kratko/dlouhodobéa
pamét vSech mravenct z mravenisté.

Optimalizace mravené€ich kolonii

Hledani potravy mravencti budeme simulovat jako hledani
cesty v grafu. Mame zadany ohodnoceny graf G = (V, E),
ve kterém bychom chtéli najit co nejkratsi cestu z vrcholu
s (mravenisté) do vrcholu ¢ (potrava). My si popiSeme za-
kladni mravenci algoritmus (Ant System), ze kterého pak
vychézi drtiva vétsina ostatnich mravencich algoritmi.

Kazd4 hrana ij méa svou délku d;; a intenzitu feromonti
fij. Mravenec zac¢ne ve vrcholu s a vyda se po grafu az
dokud nedojde do t (pfipadné nepiekro¢i maximalni pocet
krokti). Pokud stoji ve vrcholu 4, tak v dalsim kroce prejde
do vrcholu j s pravdépodobnosti

5
[ij - b

TS b
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kde b;; = 1/d;; je ,vhodnost hrany“ — éim kratsi, tim vhod-
néjsi, a o, 8 jsou parametry ovliviiujici vyznam obou slozek.
Obvykle se «, 8 voli kolem 2.

Intenzita feromont se na zac¢atku vypoctu mize zvolit tie-
ba 1 ¢i mensi konstanta, nebo b;; ¢i tplné jinak. Zalezi, jak
nam to pro konkrétni algoritmus vyhovuje. Volbou f;; = b;;
obvykle nic nezkazime.

Jedna iterace algoritmu ma tii faze:

1. VytvéFeni feSeni (mravenci hledaji cestu)

2. Aktualizace feromonti (vypafovani a zvySovani
mravenci)

3. Vnéjsi zasahy (nepovinnd ¢ast)

Vytvafeni feSeni jsme si jiz popsali. To jen mravenci na
zékladé aktualnich pravdépodobnosti hledaji cestu v grafu.
Pak se odpafi intenzita feromoni na vsech hranach podle

fiz =@ =p)fij

kde p € [0,1] je intenzita odpafovani. Cim vyssi p, tim vice
se feromony odpafuji. Po odpareni pak vsSichni mravenci
znova projdou své cesty a intenzitu feromont kazdé hrany ij
na nich zvysi o 1/L, kde L je délka nalezené cesty. P¥ipadné
o rozumny nasobek této hodnoty ¢i dle jiné klesajici funkce

zavisejici na délce hledané cesty.
fij=fi; +1/L

Vnéjsi zasahy jsou nepovinna ¢ast algoritmu. Jedna se o vy-
lepSeni, ktera se nedaji udélat z pohledu mravence. Obvykle
se jedna o rlzné zvyhodnovani nejlepSich mravenct, po-
drobnéjsi hledani v okoli nejlepsiho feseni a podobné.

Tim jsme popsali cely zakladni mravenci algoritmus a nyni
se podivame na jeho aplikaci na realny problém.

Aplikace v problému obchodniho cestujiciho

Zadani problému: Mame zadany seznam n mést a vzdale-
nost kazdé dvojice z nich (tedy tplny graf o n vrcholech).
Obchodni cestujici by vsechny tyto mésta chtél navstivit
(kazdé pravé jednou) a vratit se do toho, kde zacdal. V ja-
kém poradi je mé projit?

Toto je slavny problém, pro ktery neni znam zadny algorit-
mus, ktery by jej efektivné fesil. Tak ndm nezbyva nez se
jej snazit vytesit optimaliza¢né. Jelikoz v problému hleda-
me néjakou cestu v grafu, tak se nabizi pouZit mravence.

Nalezeni potravy v tomto pfipadé bude znamenat projiti
véech vrcholi grafu, kazdym pravé jednou. Cim kratsi cestu



najdeme, tim vice feromonti budeme vydavat. Jelikoz se
pohybujeme na tuplném grafu, tak hledani takovych cest
nebude velky problém.

Jeden mravenec vzdy zacne v ndhodném vrcholu a na za-
kladé feromont prejde do dalsiho vrcholu. Vzdy ale bere
v avahu jen ty sousedy, které jesté pti své cesté nenavstivil.
Takze mravenec pokazdé néjakou cestu nalezne a ta bude
prochézet pravé pres pravé n vrchold. Cimz jsme v jesté lep-
§1 situaci nez pfi hledani nejkratsi cesty, kde nam mravenci
mohli i zabloudit.

Zbytek mravenciho algoritmu zlistava naprosto stejny.

Ukol 1 [15b]: Reste problém obchodniho cestujiciho na ob-
cich Ceské Republiky. Data si miiZzete stAhnout na obvyklém
misté na strance .

Ve vstupnim souboru najdete na kazdém fadku (je jich
6 251) popis jednoho mésta formou nésledujicich udaji. Po-
Cet obyvatel obce, x-ova soufadnice obce, y-ova soufadnice
obce a nazev obce. Jednotlivé tdaje jsou oddélené mezerou.
Za poskytnuti dat, kterd by méla byt platna k zac¢atku roku
2011, dékujeme CSU — https://www.czso.cz/

Pro jednoduchost vzdalenost mezi dvéma mésty uvazujeme
jako vzdélenost bodti v roviné. Ulohu Fete pro vsechna
mésta. Takovy graf, ale pro prvni zkouseni algoritmu mozné
bude prilis velky, tak tlohu muzZete zkusit fesit pro obce
s vice jak 2 500 obyvateli, pfipadné pro obce s vice jak 10 000
obyvateli.

Pro feSeni muzete pouzit jak algoritmus mravenct, tak ja-
kykoliv jiny postup. Porovnejte vysledky, kterych jste jed-
notlivymi postupy dosahli.

Mozné modifikace mravendi kolonie

Elitarska strategie: Preferovani doposud nejlepsi cesty za
cely dosavadni pribéh algoritmu. Funguje tak, Ze si pa-
matujeme doposud nejkratsi cestu a v kazdé iteraci b€hem
aktualizace intenzity feromont p¥i¢teme €/L; ke vSem hra-
nam této cesty, kde e urcuje silu vlivu nejlepsi cesty a Ly je
jeji délka.

Vliv poradi: Lepsi mravenci budou produkovat jesté vice
feromoni nez ti horsi. Mravence sefadime podle délky jejich

cesty a feromony produkuje jen w nejlepsich z nich. r-ty
mravenec produkuje feromony podle

fij=fi;+(w—-r+1)/L

Dalsi inteligence hejna

Existuje jesté fada dalsich modifikaci algoritmu mravenci
kolonie. Ty ale v tomto seridlu nezvladneme pokryt. Ra-
déji si udélame rychly prehled dalsich inspiraci hejn, které
v pfirodé mizeme najit.

Optimalizace hejnem ¢astic

Anglicky Particle Swarm Optimization je trochu podobné
diferencialni evoluci z minulého dilu. Hejno sestava z jed-
notlivych ¢astic, které se pohybuji v prohledavacim pro-
storu. Kazda ma svou aktualni polohu a vektor rychlosti.
Rychlost se pak staci k doposud nejlepsimu nalezenému bo-
du dané Castice a nejlepsi nalezené poloze vSech ¢astic.

Optimalizace véelim rojem

Zahrnuje celou skupinu algoritmt, které hledaji inspiraci
v rojich véel. Jedinci v algoritmu jsou obvykle rozdéleny
do nékolika skupin vcel, kde kazda hraje svou specifickou
roli. Algoritmy nachézi uplatnéni jak pfi feSeni realnych
optimalizaci, tak pfi FeSeni diskrétnich problém.

Napftiklad mtizeme mit t¥i typy véel: délnice, pozorovatelky
a prizkumnice. Nejdfive délnice vyleti do prostoru feseni
a pomoci vceliho tanecku davaji védét pozorovatelkam, jak
je jejich feseni dobré. Pozorovatelky z nich pomoci vazené
pravdépodobnosti vyberou ty, které jsou uspésné. Délnice,
které ve svém okoli dlouho nebyli Gspésné se pak zmeéni
na pruzkumnice a vydaji se zkoumat jinou oblast prostoru
feseni.

Optimalizace hejnem svétlusek

Kazda svétluska méa svou svitivost v zavislosti na jeji iispés-
ostatni svétlusky. Kazdé svétluska ma také omezenou vzda-
lenost, kam az dohlédne.

Karel Tesar


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evoluce
https://www.czso.cz/

Recepty z programatorské kucharky: Geometrie

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kuchatrkového specidlu se budeme
ulit valit geometrické problémy. A co Ze si predstavujeme
pod pojmem geometricky problém? Trochu analytické geo-
metrie, naptriklad zjisténi, na které strané orientované prim-
ky bod lezi, trocha plotii, neboli konvexnich obal, a obecné
mnoho zametani.

V celé kuchaice se omezime pouze na dvourozmérné pro-
blémy, tedy na algoritmy v roviné. Nékteré postupy se daji
zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou i pro n-rozmérné pro-
blémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdiive trocha stiedoskolské analytické geometrie pro ty,
kdo ji jesté neméli. Ostatni mohou tuto sekci preskocit.

Kazdy bod v roviné mtizeme urcit jeho souradnicemi vi-
¢i osdm. Nejbéznéji se pouziva takzvany kartézsky sourad-
ny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy oznacované jako
x-0vé osa (vodorovnd) a y-ové osa (svisld). Obvykle se uva-
Zuje, ze hodnoty na oséch rostou smérem doprava (osa x)
a smérem nahoru (osa y), my se toho budeme v nasi ku-
chafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacuje jako pocdtek
soustavy soutadnic. Samotné soutadnice bodu zapisujeme
jako dvojici ¢isel, kterd udavaji, o kolik jednotek se musime
posunout ve sméru které z os, abychom z pocatku dorazili
do bodu, kterému souradnice patfi. Pocatek mé souradni-
ce [0,0]. Bod se soufadnicemi [a,b] lezi na pozici, kterou
ziskame tak, ze se od pocatku posuneme o a jednotek ve
sméru prvni osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).

Vse ostatni funguje tak, jak jsme se ucili pfi geometrii na
zakladni skole, tedy tisecka je urcena dvéma krajnimi body,
obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si ale fekneme, co je to
vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potiebujeme popsat vzajemnou polohu dvou bodii.
Miizeme napiiklad udat jejich vzdalenost a smér (tfeba jako
thel vzhledem k ose x). Prakti¢té&jsi ale byva Fici, o kolik se
lisi jejich x-ové a y-ové souradnice. To nam da dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud napfiiklad k bodu [1, 1] pfi¢teme vektor a = (2, —1),
dostaneme se do bodu [3,0]. Stejné tak, pokud odeéte-
me napiiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak dostaneme vek-
tor b = (—3,1) udavajici jejich vzajemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit pfimku. Bod nam
urc¢i, kam umistit vektor, a vektor ndm urci smér pfimky
z daného bodu. Tomuto vektoru se fika smérovy vektor,
nebo také nékdy smeérnice, dané primky nebo tsecky.
Samotné vyjadreni pfimky nebo tsecky poté muze byt ve
dvou tvarech. Prvnim z nich je parametricky tvar. Zakladem
je né&jaky bod A = [ay, ay]. Od toho se ve sméru smérového
vektoru u = (uy,u,) mizeme pohybovat libovolné a stéle
budeme na piimce. To nam vede na nasledujici tvar, kde
t je libovolny realny parametr, neboli proménna, za kterou
si mizeme dosadit jakékoliv realné ¢islo a vzdy nam vyjde
bod na pfimce. Parametricky tvar vypada:

T = a; + tu,

Y = ay + tuy

To samé muzeme vyjadrit i vektorové, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢t = 0, tak do-
staneme vychozi bod pfimky. Pokud poté budeme s para-
metrem hybat od —oco do +00, dostaneme postupneé vsechny
body na primce.

Druhym zptisobem zapisu je obecny tvar primky. K jeho
vyjadieni budeme potfebovat kolmy vektor ke smérovému
vektoru, tomu se také fikd mormdlovy vektor. V roviné ho
ziskdme jednoduse. Pokud je v = (v, v,) smérnice piimky,
tak vektor na néj kolmy ma tvar n = (v, —v,). Jako po-
znamku pro zvidavé mizeme uvést, ze skaldrni soucin téch-
to vektort, tedy soucin po slozkich (v-n = ab+ b(—a)), je
roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar primky? Pokud je
n = (a, b) normélovy vektor piimky, tak obecny tvar pfim-
ky je rovnice ax + by 4+ ¢ = 0. Dobfe, a a b mame, jak ale
zjistit ¢? Normalovy vektor urc¢uje smér, kterym piimka po-
vede, ale stale ji mizeme libovolné posouvat. Potfebujeme
jesté znat jeden bod, ktery na nasi piimce lezi, aby byla
urcend jednoznacné.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice prim-
ky s neznamou c, ziskdme tak rovnici pro ¢, kterou vy-
fesime. A mame hotovo, zndme hodnoty vSech koeficient
v rovnici. Jesté si mizeme v§imnout, ze pro ¢ = 0 prochézi
primka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi jednak pro néjaké zapsani primek,
ale také pro zjisténi jejich priseciku. Kdyz hledame prise-
¢ik, hledame vlastné misto, kde maji obé pfimky navzajem
stejné z-ové a y-ové souradnice. A to vede na jednoduché
soustavy linedrnich rovnic, které jisté€ jiz vyresit umite.

Jesté si ale zdaraznéme rozdil tsecek oproti primkam. V pfi-
padé parametrického tvaru omezujeme velikost parametru
t (napiiklad t € (0,1)) a v piipadé obecného tvaru ome-
zujeme rozsah jedné ze souradnic (napiiklad z € (—2,2)).
V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit polopiimku, si para-
metr nebo soufadnici omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukdzeme jednu zakladni aplikaci parametru a pa-
rametrického vyjadreni tsecky. Jak snadno spocitat stied
néjaké tsecky AB? V takovém piipadé neni nic jednodussi-
ho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tisecky je v poloviné jeji délky) a pii¢ist k bodu A.
Trivialni tpravou pak zjistime, Ze stfed tsecky muzeme spo-
Citat jako aritmeticky primeér jejich krajnich bodi:

1 A+ B
At :

S(B—A4)=

Jako pfiklad na rozkoukani si ukazeme, jak zjistit, na které
strané pfimky lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce

Nejdiive si zavedeme pojem orientovana pfimka. Kdyz bu-
deme mit piimku uréenou dvojici bodi A a B, budeme se
na ni divat, jako kdybychom stali v prvnim bodé (bod A)
a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz mame jas-
né definovanou pravou a levou stranu a muzeme fici, kde
viuci piimce bod lezi.

Vezméme si tedy piimku uréenou body A a B a bod X.
Uréime si vektory u = X — A av =B — A (s prvky ug, uy,
respektive v, v,) a porovndme thel mezi nimi.



Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzo-
recek na vypocet thlu mezi dvéma vektory. Vzorecek méa
tvar:

U-v

cosa =
|uf|v]

Jeho nevyhodou je, Ze vypocet inverzni funkce cos™! trva

dlouho. Je proto lepsi pouzit jiny zptsob vypoctu, kde si

vystac¢ime pouze s nasobenim.

Tim jinym zptsobem je vypocet determinantu matice ur-
¢ené témito vektory. Matice je pouze tabulka, kde jsou vek-
tory posklddany pod sebe (ta nase tedy bude velkd 2 na 2
policka).

Determinant matice této velikosti nam udava obsah rov-
nobé&zniku uréeného zadanymi vektory. A navic znaménko
determinantu ndm ¥ikd, jestli je thel mezi vektory (méfe-
ny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych rucicek)
mensi nez m, nebo vétsi nez .

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mize brat nasledujici
vzorec pro vypocet determinantu matice dva krat dva ja-
ko kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce zdtivodnéni, mutze si
zkusit udélat rozbor vSech vzajemnych poloh dvou primek
(a jejich smérovych vektort), které mohou nastat. Po chvi-
li dojdete ke vztahu presné odpovidajicimu nasledujicimu
vzorecku:

d = uyVy — UyVsy.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od primky, pokud
vyjde d zaporné, je bod nalevo od pfimky, a kone¢né, pokud
vyjde d = 0, tak bod lezi na pfimce.

Bod a konvexni mnohothelnik

Konvexni mnohotuhelnik je takovy, ktery nema zadny vniti-
ni thel vétsi nez 180°. Jinou definici je, ze pokud si zvolime
libovolné dva body v mnohothelniku a natdhneme tsecku
mezi nimi, nikdy nam nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime,
jestli néjaky bod lezi v ném nebo ne? Vyuzijeme vlastnosti
konvexnosti. Sta¢i nam jit po hranach na obvodu a zjisto-
vat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
pfimek uréenych koncovymi body hran), nebo nelezi.

Pokud bod lezi na stejné strané vsech hran, nachazi se
uvnitf mnohothelniku. Pokud se ale vuci jen jediné hra-
né nachazi na jiné strané nez vuci ostatnim, lezi bod vné
mnohotthelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:

Tomuto postupu se také nékdy Fika test polorovinami. Kaz-
d4 kontrola nam zabere konstantné mnoho ¢asu. Casova

slozitost tohoto postupu je tedy linearni vzhledem k poctu
hran, neboli O(N).

Bod a nekonvexni mnohotthelnik

Pro nekonvexni utvary je jiz postup o néco tézsi, protoze
jak si mizeme vSimnout, postup s kontrolovanim polohy
bodu vuéi vSéem hrandm fungovat nebude.

Mizeme si ale na chvili zahrat na Robina Hooda a ze zkou-
maného bodu vystrelit sip, respektive vést polopfimku. Pék-
né se nam bude pocitat, pokud polopfimku povedeme rov-
nobézné s néjakou z os (tfeba ve sméru (1,0)). Celé Feseni
pak spociva v pocitani, kolikrat polopfimka protne hranici
mnohotthelniku.

MiuZeme si totiz v§imnout, Ze findlné polopfimka skon¢i ven-
ku a nikdy vice jiz do mnohotuhelniku nevstoupi. A pokazdé
kdyz do mnohotthelniku vstoupi, musi z néj zase nékdy vy-
stoupit. Pokud tedy bod lezi venku, zacali jsme polopfimku
vést zvenku, a tedy bude pocet protnuti sudy, pokud bod
lezi uvnitt, tak bude pocet protnuti hranice lichy.

Jediné, na co je potfeba dat pozor, je situace, kdy polo-
pfimka povede presné skrz néjaky vrchol. V takovém pii-
padé se musime podivat na opa¢né krajni body hran, které
se v tomto vrcholu stykaji. Pokud se obé nachézi ve stejné
poloroviné urcené polopfimkou, jen jsme se vrcholu dotkli,
ale neprosli jsme skrz (a tedy nepocitdme zadny prusecik).
Pokud se ale krajni body hran nachézi v opac¢nych polo-
rovindch, znamend to, Ze jsme ve vrcholu hranici protali
a musime zapocitat jeden prusecik.

Jako cviceni na rozmyslenou nechame situaci, kdy se druhy
krajni bod jedné z hran nachézi na polopfimce.

N
Opét musime zkontrolovat polopfimku vic¢i vSem hranam,
takze Casova slozitost je znovu O(N) (i kdyZ s o néco vyssi
konstantou, protoze spocitani priseciku je vice pocetnich
operaci, nez jeden test polorovinou).

Konvexni obal a zametani roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych pro-
blému, totiz hledani konvexniho obalu mnoziny bodu v ro-
viné. Konvexni obal je nejmensi konvexni mnohothelnik,
ktery obsahuje vSechny zadané body. MuzZeme si vS§imnout,
ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt né-
jaké body ze zadané mnoziny, jinak bychom mohli mnoho-
thelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni obal).

Jako motivaci si pfedstavte tieba situaci, ze mate sad ovoc-
nych stromi a chcete je oplotit co nejkratsim plotem. Jak
takovy plot, nebo obecné obal, nalézt?

Vlevo neobalené body, vpravo obalené.

Ukéazeme si postup, kterému se fikd zametdnt roviny. Je to
trik, ktery najde uplatnéni u mnoha rtiznych geometrickych
problémt a vyplati se ho umét.



Zakladni myslenka spociva v tom, ze néjakou pfimkou, Ti-
kejme ji zametact primka, piejedeme pfes celou rovinu (od
minus nekone¢na do plus nekonecéna, zleva doprava nebo
shora doli) a vzdy kdyZ zametaci p¥imka protne néjaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme ptislusnou udélost. Uddlost
je néco vyznamného, co souvisi s p¥islusnym bodem (pri-
se¢ik pfimek, vrchol mnohothelnika apod.)

Ale jak jet pfimkou postupné od minus nekonec¢na do plus
nekonec¢na? To neni vibec nutné. Pohyb pfimky miZeme
zadit v néjakém startovnim bodé (vétsinou prvni udédlost
v setfidéné posloupnosti udélosti) a ukonéit ho po zpraco-
vani vSech udalosti. Navic nebudeme pfimkou pohybovat
plynule, ale budeme ji vzdy skdkat z udélosti na udalost
(protoZe mezi udalostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k naSemu problému s konvexnim obalem. Jako
udélosti budeme brat vSechny body, které dostaneme na
vstupu. V tomto pripadé ndm zadné nové udalosti v pribé-
hu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udalosti mtzeme
implementovat jako linearni spojovy seznam.

Na zacatku si body setfidime podle jejich z-ové soufadnice
(zatim budeme pro jednoduchost pfedpokladat, ze zaddné
dva body nemaji stejnou xz-ovou soufadnici), zacneme je
zametaci pfimkou postupné prochézet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodt, které jsme uz zpra-
covali.

V pribéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dol-
ni obalku. Obé obalky budou urcité zacinat v nejlevéjsim
a kon¢it v nejpravéjsim bodé (jednoduchym pozorovéanim
lze nahlédnout, Ze tyto body do obalu urcité patii). A jak
uz nazev napovida, horni obalka ptjde vrchem a bude se
zatéacet stale doprava, a dolni obalka naopak piijde spodem
a bude se stale zatacet doleva.

Mzeme se pro zjednoduseni dohodnout, ze nejlevéjsi i nej-
pravéjsi bod patifi do obou obalek. Kdyz pak horni a dolni
obalku spojime, dostaneme konvexni obal.

Horni (respektive dolni) obéalku si budeme udrzovat jako
linedrni seznam vrcholi.

Ted si ukaZzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani.
Vypocet se bude provadét samostatné pro horni a dolni
obalku, my si ho ukdzeme jen pro horni (pro dolni je az na
zrcadleni stejny).

Uvazujme, Ze uz mame néjakou ¢ast horni obalky, skodi-
li jsme zametaci pfimkou na dal$i bod a ten ted chceme
pridat. Podivame se na posledni bod v horni obalce a zkon-
trolujeme thel posledni hrany v obdlce a useCky mezi po-
slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu mtzeme vyuzit napiiklad test polorovinami z tvo-
du kuchatky (pokud novy bod lezi viiéi posledni hrané hor-
ni obalky napravo, je vnitini thel konvexni, pokud nalevo,
je thel konkavni). Jestlize se horni obélka zataci doprava,
mame vyhrano, pfiddme novy bod do obalky a mutzeme se
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vevs

posunout na dalsi bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se
nam obalka stoc¢i doleva a vznikne konkéavni thel.

Pokud se podivame na obrazek vyse, jasné vidime, Ze je po-
tfeba dosavadni posledni bod obalky odebrat a zkusit spojit
nové pridavany bod s pfedposlednim. Odstranime tedy po-
sledni bod obalky a budeme test opakovat s predposlednim
bodem.

Takto budeme pokracovat (a pfipadné vyhazovat dalsi bo-
dy), nez bud bude thel hran konvexni, nebo dokud ndm
v obélce nezistane pouze jeden bod (poéatecni). Pak novy
bod priddme do obalky a pokracujeme s dalsim.

Vyse popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou
pro obé dvé obalky. Tedy kazdy bod se pokusim pfipojit
k horni i dolni obélce a podle toho obé obalky prislusné
upravim.

Proc¢ tento postup funguje? Postupné projdeme vSechny bo-
dy a kazdy z nich se alespon na chvili stane poslednim bo-
dem obalky. Pfi zméné obalky se obsazend plocha v kon-
vexnim obalu vzdy pouze zvétsi a zadny bod tedy nam tedy
nemuze zustat mimo konvexni obal.

Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy thel neni ani konvex-
ni, ani konkévni. V takovém piipadé se rozhodneme, jestli
budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat mezi vrcholy kon-
vexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni
obal vlastné potfebujeme.

Skon¢ime, az zametaci primkou sko¢ime na posledni bod
a zpracujeme ho. V tomto bodé se nam obalky spoji a do-
staneme cely konvexni obal. Ted ale pfichdzi otdzka, kolik
¢asu nam tento postup zabere?

Muze se zdat, ze hodné, protoze pfi vyhazovani bodu z obal-
ky mtzeme postupné vyhodit skoro vsechny body. Oznac¢me
si velikost zadané mnoziny (pocéet bodl na vstupu progra-
mu) N. Musime si uvédomit, ze kazdy bod do obalky pfi-
dédme pouze jednou a vyhodime ho také maximalné jednou,
tedy casova slozitost je linearni k velikosti mnoziny, tedy
O(N), v pfipadé, Ze jiz mame setfidény vstup. Pokud ne,
musime jesté pricist Cas potfebny k setfidéni bodd, tedy
O(N log N) pfi pouziti néjakého rychlého tfidiciho algorit-
mu.?

Nakonec jesté zbyva dofesit vice bodu se stejnou x-ovou
soufadnici. Pokud to nejsou krajni body, tak nam to v po-
stupu nevadi. Mensim problémem je, kdyz to jsou pocatec-
ni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfeSime tim,
kdyz body seradime lexikograficky, tedy nejdiive podle x
a pokud je stejné, pak podle y. To nam jednoznacné urci
poradi bodti a pocatecni i koncovy bod.

Také si to mizeme predstavit tak, Ze rovinu nepatrné nato-
¢ime. Tim se ur¢ité konvexni obal (aZ na nato¢eni) nezméni,
nikde nebudou dva body nad sebou a z pohledu algoritmu
je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikografic-
kém poradi.

Hledani pruseciku usecek

Nakonec si ukdzeme jesté jeden typicky zametaci problém,
ktery principu zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni

obal. Predstavte si, ze mate v roviné N tsecek a chcete najit
vSechny jejich pruseciky.

Hledame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem
k N a poctu prusecika P.
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Bystii si jisté jiz spocitali, ze pruseciki mize byt v extrém-
nim p¥ipadé az N? a tedy nic rychlejsiho nez zkontrolovat
kazdou tisecku se vSemi dalSimi v tomto pripadé neni.

Ale takové piipady se moc Casto nestavaji, spiSe naopak.
Uvazujme tedy, ze priseciki je fadove tolik, kolik je tGsecek
a v tom pripadé je vyse popsany algoritmus jiz pomaly.

Ptredpokladejme pro zjednoduseni, ze v zadném bodé se ne-
protinaji t¥i a vice tsecek, zddné dveé tisecky nemaji vice nez
jeden spole¢ny bod (nelezi pies sebe) a zddné tsecka neni
ani presné svisla, ani pfesné vodorovna. VyfeSeni takovych-
to pripadi spociva v snadnych tpravach uvedeného feseni.

Pouzijeme opét zametaci piimku (pro lepsi predstavu ted
jdouci shora dolti, obecné ale nem4 smér zametani vyznam),
kterou budeme skakat pres udélosti, a na ni si budeme udr-
zovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prurezem. Jak uz na-
zev napovida, bude udrzovat poradi tisecek, které aktualné
protinaji zametaci primku. Jelikoz se prarez bude po kazdé
udélosti ménit, budeme pro néj potrebovat Sikovnou da-
tovou strukturu. Ale na to se podivame aZ potom, co si
rozebereme udalosti, at vime, co od priifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém p¥ipadé budou mezi udalostmi vSech-
ny body na vstupu (tedy pocatecni i koncové body tsedek),
vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme si tedy trochu lépe ro-
zebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

® Zacdtek usecky: Pfidame tsecku na spravné misto do pri-
fezu, spocitame pripadné pruseciky s okolnimi tseckami
a ptridame je do seznamu udalosti.

Konec isecky: Smazeme tseCku z prufezu, a jelikoz se
nam dvé okolni tisecky dostanou smazénim této k sobé,
musime jeSté spocitat jejich pfipadny prusecik a pridat
ho do seznamu udéalosti.

Prasecik: Zapocitame a zapiSeme si prusecik tsecek, pro-
hodime poradi téchto dvou tsecek na prirezu, a jelikoz
se ndm k sobé na prifezu dostaly nové tisecky, musime
spocitat, jestli se nékde protinaji, a pfipadné priseciky
pridat do seznamu udalosti.

Spocitani priseciki tsecek je jednoducha analytickd geo-
metrie. Nejdiive porovname jejich smérnice. Pokud jdou
od sebe, nemusime se o nic starat, pokud jdou k sobé, spo-
Gitame, ve kterém bodé se protnou. A kdyZz mame tento
bod, jenom ovéiime, jestli lezi na obou tseckach (neboli Ze
usecky nekonéi jesté pred spocitanym prisecikem).

Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se ndm umét
v prufezu rychle vyhledavat, pridavat a mazat, k cemuz
nam nejlépe poslouzi vyhledavaci strom. Ale co za infor-
mace si budeme o useckach ve vrcholech stromu pamato-
vat? Jejich aktudlni z-ovou pozici (tedy pFesnéji x-ovou
soufadnici bodu této tsecky na trovni zametaci piimky)?
Tu bychom museli po kazdé udalosti u vSech tiseéek prepo-
¢itat, budeme na to tedy muset jit chytreji.

Ve vrcholech stromu si budeme uklddat pouze néjaky rovni-
covy tvar tsecky (napiiklad jeji obecnou rovnici, nebo smér-
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nici a bod) a vzdy, kdyZ budeme vyhleddvat ve stromu, tak
si na zakladé aktualni y-ové pozice zametaci pfimky spo-
¢itame v konstantnim cCase aktualni z-ovou pozici tsecky
(jednoduchym doplnénim do obecné rovnice) a podle toho
se budeme ve vyhledavacim stromu pohybovat.

Méme tedy datovou strukturu pro priifez, ale jak dlouho
budou trvat operace s nim? Jelikoz v kazdou chvili bude
ve vyhleddvacim stromu maximalné N vrchold (tedy ma-
ximalné tolik, kolik je tisecek), budou vSechny operace se
stromem trvat O(log N).

Do seznamu udéalosti budeme potifebovat také pridavat prv-
ky, takze tentokrat se nAm mnohem vice hodi pouziti néjaké
haldy. Opét si mizeme uvédomit, ze v haldé bude najednou
pouze O(N) prvki (za kazdou usecku jeji zac¢dtek a konec
a pruseciky tsecek vedle sebe na prufezu, tedy maximéalné
N — 1 prisec¢iki) a tedy operace v ni bude trvat O(log V).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se
na to, jak algoritmus pobézi. Na zacatku pridame do pru-
fezu prvni tsecku a do seznamu udalosti vSechny zacatky
i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech, kaz-
dou udalost zpracujeme podle postupu vyse a skoncime ve
chvili, kdy nam dojdou vsechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoZ postupné projde pies
vSechny pruseciky (kdyZ jedna tsecka protiné vice dalsich,
tak postupnym prohazovanim v prurezu se dostanou vsech-
ny tyto dvojice vedle sebe a vSechny priseciky pfidame do
udélosti) a zddny priseéik neprojdeme vicekrat.
Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi
operaci s datovymi strukturami, a protoze kazda z téchto
operaci stoji maximalné O(log N), tak nas zpracovani jed-
né udélosti stoji O(log N). Pocet udélosti je 2N + P kde
N je pocet tiseCek a P pocet prisecikti na vystupu, tedy
celkova Casova slozitost je O((N + P)log N). Pro poradek
jesté uvedme pamétovou slozitost, které je diky pouzitym
datovym strukturdm O(N).

Mizeme si vSimnout, ze pokud by priisecikti bylo radoveé
N2, tak jsme si vlastné pohorsili. Pfedpokladali jsme ale
situaci, kdy je prisecikl fadove stejné jako tisecek. V tomto
pripadé je nas algoritmus vyrazné rychlejsi.

Zavér

Prosli jsme si zédkladni geometrické algoritmy pro rovinn-
né problémy a ukézali jejich zékladni myslenky. Riaznou
aplikaci a kombinaci téchto postupti muzeme Fesit vétsinu
lehéich geometrickych problémt v roviné, které potkame.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme naptiklad Voroného
diagramy, coz je rozklad roviny na oblasti, které jsou vzdy
nejbliz danému bodu (motivaci mize byt naptiklad pfifaze-
ni obci na mapé k nejblizsimu krajskému méstu). P¥i jejich
konstrukci se také uplatni zametani roviny, ale tentokrat jiz
ne primkou, ale pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na za¢atku, mnohé z uvedenych po-
stupt 1ze zobecnit z roviny i do prostoru, ale o tom nékdy
jindy. Pokud méte zajem o dalsi informace o geometrickych
algoritmech, tak vas mohu odkézat na studijni text k ptfed-
nasce ADS?* na strankach Martina Marese.

Pokud stale nemate geometrie dost, miizete si jesté zku-
sit vyhledat pojmy kombinatorickd a vypocetni geometrie.
Dostanete se tak ke spousté dalsich zajimavych materidld.

Jirka Setnicka


http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom.pdf

Vzorova reseni druhé série dvacatého osmého rocniku KSP

28-2-1 Potopa ve mésté

Predstavme si, Ze méstecko uz je zatopené a zadrzuje ma-
ximalni mozné mnozstvi vody. Zamérme se nyni na jedno
konkrétni policko x a ozna¢me si h vysku hladiny na tomto
policku (méfeno od zemé). Pokud na toto policko pfilijeme
néjakou vodu navic (feknéme do vysky h + 1), musi vSech-
na odtéct az za okraj méstecka (jinak by se zadrzeny objem
zvy$il, a tedy ten ptivodni by nemohl byt maximalni).

Aby mohla odtéct, musi odtéct néekudy, po néjaké cesté
z x na okraj. Uvazujme libovolnou takovou cestu P — to
je prosté souvisla posloupnost policek, kterd zac¢ind v = a
kon¢i na okraji mésta. Pokud na nékterém z policek P je
budova vysky alespon h + 1, vodu zadrzi a ta tudy odtéci
nemize. Tedy aby voda ve vySce h + 1 mohla odtéci po
cesté P, musi maximum z vySek budov na P byt nejvyse h.
Tomuto maximu budeme fikat zddrinost cesty P (protoze
uddvd maximélni vysku vody, kterou dané cesta zadrzi) a
znadit jej z(P).

Aby mohla pfidand voda odtéct, musi tedy z z existovat
alespon jedna cesta na okraj se zadrznosti nejvyse h. Za-
roven ovSem nesmi existovat cesta se zadrznosti mensi nez
h, protoze pak by se na x neudrzela voda ve vysce h. Obé
tyto podminky lze shrnout tak, Ze minimum ze zadrznosti
pres vSechny cesty z x na okraj musi byt rovno h.

To nam dava navod, jak h spocitat. Staci najit z x na okraj
cestu P s nejmensi zadrznosti (té budeme Fikat nejpropust-
néjsi cesta), pak h = z(P). To se dost podoba problému
hledani nejkratsi cesty — chceme najit cestu, kterd minima-
lizuje néjakou vlastnost, jen namisto délky je to zadrznost.
Pokud budeme hledat cesty, mohlo by se nam hodit divat
se na mésto jako na graf (pro kazdé poli¢ko jeden vrchol,
sousedni policka spojena hranou). Navic pfiddme jeden vir-
tualni vrchol o reprezentujici oblast za okrajem méstecka,
ktery bude sousedit se vSemi okrajovymi policky:

Nyni mazeme prosté hledat nejpropustnéjsi cestu z x do o.
Od hledani nejkratsi cesty se nas problém lisi dvéma vécmi:
® Ohodnocené jsou vrcholy namisto hran.

® Ohodnoceni celé cesty je maximem z ohodnoceni jednot-
livych vrcholti, nikoli souc¢tem.
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Zkusime podle toho primocare upravit Dijkstriiv algorit-
mus:® prosté v ném séitani prepifeme na maximum a dél-
ku hrany na vysku budovy ve vrcholu. Vysledek by mohl
v pseudokédu vypadat takto (s je startovni vrchol, b(v) je
vyska budovy na poli¢ku reprezentovaném v a Z(v) je zé-
drznost nejpropustnéjsi zatim nalezené cesty do v):

1. Z(x) := 00, Z(s) := b(s)
2. Dokud nejsou vSechny vrcholy definitivni:

3. Vyber vrchol v s nejmensim Z(v)

4 Prohlas v za definitivni

5. Pro kazdého souseda w vrcholu v:

6 Pokud max(Z(v),b(w)) < Z(w)

(nasli jsme propustnéjsi cestu do w):
7. Z(w) := max(Z(v), b(w))

Chtéli bychom ukazat, ze takto upraveny algoritmus sta-
le funguje, tedy Ze na konci je D(v) délka nejpropustnéjsi
cesty z s do v pro kazdé v. Zacdatek algoritmu (krok 1) a
upravy D (takzvané relazace, kroky 5-7) jsou spravné z de-
finice zadrznosti. Co si musime rozmyslet, je, zda opravnéné
prohlasujeme vrcholy za definitivni. Ale zde je dikaz tupl-
né stejny jako u klasického Dijkstry, takze si jej prectéte
v kuchafce a rozmyslete si, ze funguje i pro nasi varian-
tu. S podobnou tpravou Dijkstrova algoritmu jste se mohli
setkat v tloze 27-2-3 Prijezd jefabu,® kde byly oproti nasi
tloze prohozené minimum a maximum.

Mohli bychom tedy z kazdého policka spustit modifikova-
ného Dijkstru a tak urc¢it vysku hladiny na tomto policku
jako zadrznost nejpropustnéjsi cesty do o. Ale opakované
spousténi je docela neefektivni. Namisto toho si v§imneme,
ze zadrznost je symetricka, takze namisto hledani nejpro-
pustnéjsi cesty z kazdého vrcholu do o miizeme hledat nej-
propustnéjsi cestu z o do vSech vrcholi. A na to nam staci

jednou spustit nas algoritmus s o jako startovnim vrcholem.

Kdyz takto pro kazdé policko x spocitame vysku vodni hla-
diny nad zemi h(z), sta¢i od ni odedist vysku budovy na
daném polic¢ku b(z) a dostaneme vysku zadrzeného vodniho
sloupce. Pokud by méla vyjit zdpornd (budova vyénivajici
nad zadrZenou hladinu), budeme ji povaZovat za nulovou.
Jelikoz policka maji jednotkovou plochu, tato vyska se rov-
na i objemu vodniho sloupce na daném policku. Tyto dil¢i
objemy pak staci poscitat pres vSechna policka a ziskame
hledany celkovy objem zadrzené vody.

Pokud mé mésto rozméry M x N, pak nas graf ma O(MN)
vrchold i hran, a naSe Teseni tedy bude potfebovat cCas
O(MN log(MN)). Pamétova slozitost bude linearni. Graf
nemusime explicitné sestrojovat: uvnit¥ Dijkstry mutzeme
vrcholy identifikovat dvojici (4, j) a sousedy najdeme pros-
tym pric¢itanim/odeéitanim jednicky.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-1.d

Filip Stédronsksy
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/27-2-3

28-2-2 Razeni knih

Uloha o posunuti knih pro vas nebyla slozitd a pocet do-
§lych feSeni to jen dokazuje. Pojdme si nyni nékteré postupy
vedouci k vyfeseni této tlohy rozebrat.

V textu budeme pouzivat nékteré pojmy (jako tfeba spo-
leéné délitele nebo zbytky po déleni), které si mizete pfi-
pomenout v kuchaice o teorii ¢isel.”

KdyZ se na problém podivame informaticky, tak tkolem
bylo posunout vSechny zaznamy v poli doprava o K pozic
s tim, Ze co preteCe napravo, to se objevi na zacatku. V tom
nam pomuze, pokud vypocty soufadnic budeme brat jako
zbytky po déleni poctem prvkid v poli. Posunuti o jedna
doprava z posledniho prvku tak povede zpatky na prvek
s indexem nula: (N —1) +1mod N =0.

Pokud bychom posouvali zdznamy jen o jednu pozici do-
prava, umime to jednoduse: Budeme si drzet proménnou
minule pro hodnotu minulého policka. V cyklu ptujdeme
pres vsechny pozice, vzdy si ji zapamatujeme do docasné
proménné a prepiseme hodnotou z proménné minule. Pak
presuneme hodnotu z docasné proménné do proménné mi-
nule a pokracujeme dalsi pozici. Kdybychom to provadéli
od konce, bude ndm dokonce stacit jen jedna pomocna pro-
ménna, ale smér od zacatku pole se nam bude hodit vic:

minule = pole[N-1]

for i in range(N):
docasna = pole[i]
pole[i] = minule
minule = docasna

Co pokud je chceme presouvat o vice pozic doprava? Ne-
muzeme si dovolit vice nez konstantné mnoho pomocnych
proménnych, takze si nemtizeme ulozit cely posouvany tisek
délky K. Mohli bychom sice provést posunuti o jedna do-
prava K-krat, ale to by vedlo na ¢as O(NK), coz je moc.

Jako prvni si dovolime pfedpoklad, ze K < N (kdyby ne,
mizeme za K vzit zbytek po déleni N a nic se nezméni).
Prvek na indexu 0 ma findlné pfijit na pozici K, prvek na
indexu 1 se mé ocitnout na K + 1 a tak dale. A prvek na
indexu K pat¥i na pozici 2K, tento prvek pak na pozici 3K
a tak dale. Toho vyuzijeme.

Nebudeme posouvat souvislé bloky, ale budeme po poli riz-
né poskakovat a zafidime, aby se prvky dostaly na své
spravné pozice. Zacneme na néjakém indexu a jako pfi po-
souvani o jedno policko vySe vyuzijeme pomocnych pro-
ménnych, jen preskoky budou dlouhé K a budeme pfi nich
modulit (dovolime si pfeskocit z konce pole opét na jeho
zacétek, jako kdyby pole bylo cyklické). Navstivime tak po-
stupné pozice 0, K mod N,2K mod N, ...

Zastavime se ve chvili, kdy dojdeme opét na startovni in-
dex — na ten dojdeme nejdéle po N krocich, protoze plati
N-K mod N = 0. Vlastné na néj dojdeme poprvé uz po po-
¢tu krokt, ktery odpovida nejmensimu spoleénému nasobku
N a K. Pokud si jako L oznac¢ime pocet kroku, kdy se popr-
vé vratime na startovni index (a plati tak L-K mod N = 0),
tak L - K bude pfesné nejmensi spoleény nasobek K a N.

VSechny prvky na pravé projitém cyklu jsme umistili na
spravné pozice. Nemuseli jsme ale takto umistit vSechny
prvky, specidlné kdyz N a K budou mit néjakého spolec-
ného délitele vétsiho nez 1.

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]|
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Potfebovali bychom takto projit i vSechny ostatni cykly
(a kazdy z nich pravé jednou). Ale tady nardzime na pro-
blém: Jak si pamatovat cykly, které jsme jiz prosli? Nema-
me dost paméti na to si je znacit. Miizeme si ale vSimnout
p€kné matematické vlastnosti.

Jakykoliv jiny cyklus bude stejné dlouhy (po stejné mnoha
pricteni K se vyrovnad s délkou pole opét na své vycho-
z{ pozici), cykly tak budou od sebe jen o néco posunuté.
Protoze pro nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény
nasobek plati vztah

K-N K-N N
nsn(K,N) K-L L’
tak vime, ze pocet potfebnych opakovani cyklu k presunu

vSech N pozic je vlastné nejvétsi spolecny délitel délky pole
a K.

Staci nam tedy spustit cyklus postupné od vsech pozic men-
Sich nez nejvétsi spoleény délitel. VSimneme si, ze vSechny
pozice v jednom cyklu maji po déleni nsd(K, N) stejny zby-
tek, takze urcité zadné dva z vybranjch pocatecnich bodt
nelezi na stejném cyklu a dohromady pokryvaji pravé vSech
¥ L = N pozic.

Nejvétsi spoleény délitel dokonce ani nemusime pocitat.
Stac¢i nam jen drzet si v jedné proménné pocet jiz pre-
sunutych prvka a spoustét dalsi cykly tak dlouho, dokud
nedosdhne N. Pamétova slozitost je konstantni a éasova je
O(N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-2.py

nsd(K,N) =

Jirka Setnicka

Ponékud magické reseni
Mate radi kouzla? My také, a tak si jedno ukazeme. Roz-
myslete si, pro¢ funguje.
def zrcadli(A, i, j):

for k in range((j-i) // 2):

ALi+k], A[j-1-k] = A[j-1-k], A[i+k]

def posun(A, n, k):

zrcadli(A, 0, n)

zrcadli(4, 0, k)

zrcadli(A, k, n)

Martin ,Medved” Mares

28-2-3 Zpravy pro lupice

% Nejprve predvedeme velmi pomalé FeSeni, které urcité
funguje, nacez ukazeme, jak ho predpocitavanim raz-
nych hodnot zrychlit. To mimochodem byva dobra strategie
pro skoro vSechny CodExové tlohy, kde nevidite vstup: vy-
stup chytrych feSeni mtizete snadno srovnavat s vystupem
toho prvniho hloupého a sami objevit vétsinu chyb.

Nadale budeme ¢lanku textu fikat seno, znacit ho S a jeho
délku s. Hledanému slovu budeme fikat jehla J a jeji délku
oznacime j. Celkovy pocet vyskytu jehly v sené oznacime v.

Exponencialni feseni

Zacneme jednoduchym rekurzivnim fesenim: Nejprve se po-
kusime najit vSechny vyskyty prvniho znaku jehly, pro kaz-
dy z nich pak vSechny napravo lezici vyskyty druhého znaku
jehly, a tak déle. Pokazdé, kdyz najdeme j-té pismeno jehly,
vypiSeme pozice vSech nalezenych pismen.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel

Pro jehlu abc. ..z a seno aabbcc. . .zz bude tento algorit-
mus mit exponencidlni ¢asovou slozitost — to by nevadilo,
protoze i vyskytt jehly je exponencidlné mnoho (22%). Horsi
ale je, Ze pro tutéz jehlu a seno aabbcc. . .yy stravime ex-
ponencialni ¢as, naceZ (spravné) vypiSeme, Ze v sené zadna
jehla neni.

Preskakujeme slepé vétve

Abychom pochopili, pro¢ je predchozi algoritmus pomaly,
predstavime si jeho strom rekurze: kofen odpovidéa star-
tu algoritmu, jeho synové jsou jednotlivé vyskyty prvniho
znaku jehly, jejich synové pfislusné vyskyty druhého zna-
ku, atd. Pokud néjaka vétev stromu pokracuje az do j-té
hladiny, skonéi vypsanim vyskytu celé jehly. Jiné vétve ale
mohou skoncit pfedcasné, takze nés stoji spoustu casu, aniz
prispéji k vysledku.

Hodilo by se tedy pribézné kontrolovat, zda zatim naleze-
nou c¢ast jehly jde rozsifit na aspoin jeden vyskyt celé jehly
— jinymy slovy zda v podstromu, do kterého se pravé chys-
tame zalézt, lezi aspon jeden list v hloubce j.

Ptijde to snadno: proi = 1,. .., j pfedpoéitame (i), coZ bu-
de nejpraveéjsi pozice v sené, za kterou jesté lezi alespon je-
den vyskyt znakt J[i...j]. Zjevné r(j) je nejpravéjsi vyskyt
znaku J[j], r(j — 1) nejpravejsi z vyskytt znaku J[j — 1]
lezicich nalevo od r(j), atd.

Kdykoliv pak v nasem rekurzivnim algoritmu hleddme znak
J[i], zastavime se na pozici r(2): kterykoliv pfedchozi vyskyt
J[i] pijde rozsifit na celou jehlu, kterykoliv nasledujici ur-
¢ité nepijde.

Jaké cCasové slozitosti jsme dosdhli? Nejprve stravime cas
O(s) predvypoctem vsech r(i). Poté spustime rekurzi, ta
vypise vSech v vyskytt a na cesté do kazdého z nich projde
nejvyse s znakd sena. Jelikoz strom rekurze uz neobsahuje
zadné slepé vétve, muzeme celkovou slozitost omezit funkci

O(sv).
Predpocitavame polohy

Kratka zkouska programatorské intuice: je predchozi feseni
optimalni? To je obecné tézka otazka, ale nékdy ndm pomo-
hou tavahy typu ,,je potfeba aspon precist cely vstup“ nebo
,2musime asponl vypsat cely vystup“. Pfecteni vstupu trva
Q5 + s), vypsani vystupu Q(jv) — vypisujeme v vyskyti a
pro kazdy z nich j pozic znakd. Slozitost naseho feseni je
ale vétsi (aspoii pro s > j), tak pokra¢ujme v pfemysleni.

Brzy pfijdeme na to, Ze dalsi pomalé misto je hledani vysky-
td znakd v sené. Hezky je to vidét na jehle ab a sené
a...ac...cb...b: postupné zkouSime vSechna a a pro kaz-
dé z nich musime preskocit vSechna c, nez se dobereme
k prvnimu b.

Nabizi se predpocitat si pro kazdy znak seznam vSech jeho
vyskytl v sené. Tento seznam ale nemtizeme pouzivat cely,
zajimaji nas vzdy jen vyskyty lezici napravo od aktudlni
pozice v sené.

Sestrojime si proto pomocny graf. Kazdy vrchol bude od-
povidat jednomu vyskytu pismene jehly v sené. Z vrcholu
povedou dvé hrany (bude-li kam): zelend hrana do nejbliz-
§itho dalsiho vyskytu téhoz znaku jehly, ¢ervend hrana do
nejblizsiho dalsiho vyskytu nésledujiciho znaku jehly.

Tento graf snadno vytvorime pfi prichodu senem pozpéat-
ku, pficemz si budeme pro kazdy znak jehly udrzovat, kde
jsme ho naposledy vidéli. A abychom uméli rychle poznat,

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky|
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zda aktualni znak sena lezi v jehle, predpocitame si tabulku
prekladajici znaky abecedy na pozice v jehle. Takto vytvori-
me cely graf v ¢ase O(j + s). Navic mtizeme do konstrukee
grafu rovnou zabudovat ofezdvani neperspektivnich vétvi
(rozmyslete si, jak).

N4&s algoritmus na hledani vSech vyskyti pak naucime pa-
matovat si, ve kterém vrcholu grafu se nachézi, a kdykoliv
bude chtit vyjmenovat vSechny vyskyty dalsiho znaku, pre-
jde jednou po Cervené hrané (tim najde prvni vyskyt) a
pak ptijde po zelenych hranédch, dokud to pijde (aby nasel
ostatni vyskyty).

Casovou slozitost odvodime opét ze stromu rekurze: strom
ma v list, do kazdého z nich vede z korene cesta délky j a
v kazdém jejim vrcholu stravime konstantni mnozstvi ¢asu
nalezenim znaku. Celkem tedy O(j + s + jv) véetné pfed-
vypoctu, coz je jisté optimalni.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-3.4

Alternativni program (C) bez explicitni konstrukce grafu:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-3-mj.d

Martin ,Medvéd“ Mares € Vojta Sejkora

28-2-4 Uték z mdsta

Chceme pro vSechny zlo¢ince najit inikovou cestu z mésta,
tedy cestu za okraj mapy. Ctvercové sif ndm zavani pie-
vodem na graf, byt si jesté budeme muset rozmyslet, jak
presné bude takovy prevod vypadat.

Hledani cesty by nas pak mohlo svadét porozhlédnout se
mezi algoritmy pravé na hledani cest, ale zkusme si pro-
blém nejprve trochu pieformulovat. Je vitbec mozné, aby
v daném mésté (pfi dané mapé) uprchli vsichni zloéinci?

Méme velké mnozstvi moznych cest a omezeni na to, kolik
zlo¢inclt muze jednotlivymi ¢astmi cest probéhnout (kaz-
dym polickem jeden). Zajim4 nés, jestli mtizeme vybrat ta-
kové cesty, aby unikli vsichni, resp. kolik zlo¢inct dokaze
uniknout. To uz zni mnohem vic jako toky.

Ano, dopustili jsme se na vas drobné ogklivosti a zadali dvé
kuchatkové tlohy, u této jsme to ale v zadani nepfiznali.
Vice informaci o tocich naleznete v p¥islusné kuchafce,d
tady se podivame, jak je uplatnit na nasi tlohu.

Pojdme zalit s prevodem ¢tvercové sité na graf. Nabiz
se standardni postup, kdy se z policek udélaji vrcholy a
sousedni poli¢ka se spoji hranou (resp. dvojici orientova-
nych hran, protoze toky obvykle definujeme pro orientovany
graf). Tyto hrany pak mohou dostat jednotkovou kapacitu,
takze je smi pouzit jen jeden zlocinec. Z policek s budovami
a na né zadné hrany nepovedou.

Timto trikem jsme ovSem omezili hrany, nikoliv vrcholy.
O néco formalné&ji, vynucujeme hranové disjunktni cesty,
ale ne vrcholové disjunktni. Mtzeme si tfeba predstavit, ze
v puvodni siti jeden zlo¢inec probéhne policko svisle, druhy
vodorovné. Jak z toho ven?

Kazdy vrchol si rozdélime na dva, jeden bude slouZit ja-
ko vstup, druhy jako vystup, a tyto dva vrcholy spojime
hranou s jednotkovou kapacitou. Ted uz plati, Ze kazdy vr-
chol bude pouzit nejvyse jednou. Musime si ale pohlidat, ze
hrany spojujici jednotliva pojicka povedeme mezi spravny-
mi ,,ptlkami vrchold“.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-3.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-3-mj.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky

Reseni toho, Ze mame vice po¢atecnich i koncovych vrcholi,
je pfimocaré. Pridame si umély zdroj, ktery spojime hranou
s jednotkovou kapacitou se vSemi pobockami, a podobné
pridame umély stok, ktery spojime se vSemi okrajovymi
policky.

Na takto upraveny graf pak pustime néjaky klasicky toko-
vy algoritmus, tfeba Forduv-Fulkersoniv z kucharky. Jestli
bude velikost nalezeného toku rovna poctu zloc¢incii, mohou
v8ichni uniknout (a naopak, pokud je tok mensi, vSichni
uprchnout nemohou).

Nasim pavodnim tkolem ale bylo pfimo nalézt cestu pro
kazdého zloc¢ince. To uz zvladneme jednoduse: z kazdé po-
bocky prohleddme graf tak, Ze se vydame dal po hrané s jed-
notkovym tokem (ta z vlastnosti grafu musi byt jen jedna),
dokud se nedostaneme na okraj mapy.

Zbyva nam zamyslet se uz jen nad slozitosti. O Fordové-
Fulkersonové algoritmu kuchatka slibuje, Ze mé ¢asovou slo-
zitost O(nm?), kde n je podet vrcholt a m je pocet hran.
Da se ale jednoduse ukazat, ze pro jednotkové kapacity mé
slozitost O(nm). Oznacime-li pocet policek jako N, mame
O(2N) = O(N) vrcholt a O(4N) = O(N) hran, tedy slo-
zitost bude O(N?).

Rekonstrukei cest pak zvlddneme v ¢ase O(n + m) (jelikoz
tok smi kazdy vrchol pouzit maximélné jednou, muzeme ho
i my pri prohledavani navstivit maximalné jednou, podob-
né s hranami), ¢ili O(N). Celkova Casova slozitost je tak
O(N?). Pamétovd slozitost je O(N).

Zminme jesté, ze maximalni tok lze hledat také pomoci Di-
nicova algoritmu, ktery ma v nasem pripadé ¢asovou slozi-
tost O(N %) Ostatni odhady ztstanou stejné, celkova ¢aso-
va slozitost se tedy zlepsi, pamétova zlstane.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-4.4

Karolina ,,Karryanna“ Buresovd

28-2-5 Hlidani véznice

Kdybychom pfirazovali jen denni smény, jednalo by se

W1l o tplné obycejné hledani parovani v bipartitnim gra-
fu: jednu partitu by tvorili bachafi, druhou bloky véznice.
Chtéli bychom najit perfektni parovani, tedy takové, jez
sparuje vSechny vrcholy. Jak bachaiti, tak blokt proto mu-
si byt stejny pocet, fikejme mu n.

V kuchafce jsme ukézali, jak tento problém pfevést na hle-
dani maximalniho toku ve vhodné siti: ptidali jsme zdroj,
z néj jsme dovedli hrany do vSech vrcholt partity bachar,
a spotiebi¢, do kterého zase vedou hrany ze vSech vrcho-
14 partity smén. VSem hrandm jsme nastavili jednotkovou
kapacitu.

V této tuloze potfebujeme misto jednoho perfektniho paro-
vani najit dvé rizna perfektni parovani, kterd nemaji spo-
le¢né hrany. Vsimnéte si, ze ve sjednoceni téchto dvou paro-
vani ma kazdy vrchol grafu stupeii pfesné 2. (Vsak to také
grafovi teoretici radi zobecnuji: k-faktor se fika podgrafu,
ktery obsahuje vSechny vrcholy pavodniho grafu a vSechny
maji stupen presné k. Perfektni parovani je tedy 1-faktor,
my hleddme 2-faktor.)

K nalezeni 2-faktoru poslouzi snadné uprava kucharkového
algoritmu: hrandm ze zdroje a do spotiebice nastavime ka-
pacitu 2, pivodnim hrandm grafu ponechame kapacitu 1.
Co se stalo? Kazdou hranu smime pouzit jenom jednou,
vrcholy v obou partitach az dvakrat. Takze hledame tok,
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jehoz velikost bude pfesné 2n. Rozmyslete si, ze takovy tok
existuje pravé tehdy, je-li v grafu 2-faktor.

Staci nam tedy spustit Forduv-Fulkersontv algoritmus, aby
nam nasel maximalni tok. Jak dlouho to potrvd? Pokud
mél ptvodni graf 2n vrcholti a m hran, naSe sit ma n’ =
2n + 2 vrcholtt a m’ = m + 2n hran. Jedna iterace Fordova-
Fulkersonova algoritmu pobézi v ¢ase O(m') a zvétsi tok
alespoii o 1 (nezapomerite, Ze vSechno je celo¢iselné). Pocet
iteraci proto nebude vétsi, nez je velikost maximalniho toku,
coZ nepfresdhne 2n (omezeno napt. hranami kolem zdroje).
Celkem tedy algoritmus pobézi v ¢ase O(m/n’) = O(mn).

Zbyva nalezeny 2-faktor rozebrat na denni a nocni sluzby.
Nejprve ho rozebereme na komponenty souvislosti a vSim-
neme si, Ze kazda komponenta musi byt kruznice (souvislé
grafy, jejichz vSechny vrcholy maji pravé 2 hrany, nemohou
vypadat jinak). Navic kruZznice sudé délky, nebot se na ni
pravidelné st¥idaji partity. Sta¢i tedy (feknéme) sudé hrany
prohlasit za denni sluzby a liché za noc¢ni. To zajisté zvlad-
neme v ¢ase O(m + n), takze ndm to slozitost nezhorsi.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-5.4

Martin Mares

28-2-6 Cesta MHD

Hledame nejdelsi cestu v siti MHD, méfeno ¢asem strave-
nym ve vozidlech. Vyfesime nejprve leh¢i verzi tlohy, tedy
situaci, kdy si nemusime nechévat ¢asovou rezervu na pre-
stup.

Format vstupu

Zadani nespecifikovalo, v jakém formatu dostaneme jizdni
rad. Asi nejobvyklejsi zpisob uloZeni jizdnich fadu je jako
mnozina spojt. Kazdy spoj popisuje jednu cestu vozidla na
néjaké lince z koneéné na konecnou. Tato cesta je zapsana
jako posloupnost dvojic (zastavka, ¢as), v poradi, v jakém je
vozidlo na své cesté projede. Kazdé z téchto dvojic budeme
tikat zastaveni daného spoje.

Zastavky necht mame oéislované 0 az Z — 1. Casy budeme
reprezentovat jako podet minut od piilnoci (tedy napf. ¢as
270 predstavuje 4:30), tak s nimi muZeme pracovat jako
s celymi ¢isly (napiiklad je snadno porovnavat a odéitat).
Spoje si oc¢islujeme 0 az S — 1. Celkovou velikost jizdniho
fadu (tedy celkovy pocet zastaveni pies vSechny spoje) si
oznacime N.

To si zaslouzi priklad. Predstavme si nasledujici sit:

Sit je tvofena dvéma linkami, X (plnd ¢ara, jezdi kazdych
20 minut) a Y (¢arkovand éara, jezdi kazdych 30 minut).
Zastavky jsou pro prehlednost oznaceny pismeny namisto
¢isel. Cisla na hranach znaéi jizdni dobu mezi pFislusnymi
zastavkami.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-4.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-5.c
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Cast jizdniho fadu této sité pro dobu mezi patou a Sestou
hodinou (¢asy 300 a 360) by mohla vypadat takto (jeden
fadek pfedstavuje jeden spoj):

A 300 B 305 C 310
A 320 B 325 C 330
A 340 B 345 C 350
C 300 B 305 A 310
C 320 B 325 A 330
C 340 B 345 A 350
A 300 D 307 B 315 E 320
A 330 D 337 B 345 E 350
E 300 B 305 D 313 A 320
E 330 B 335 D 343 A 350

Vsimnéte si, Ze néas viilbec nezajima, ze doprava je organi-
zovana do néjakych linek. Linka je prosté jen spousta spoju
jedoucich ve stejné ¢i podobné trase v urcitém casovém od-
stupu. Kazdy z nich je v nasem jizdnim fddu uveden zvlast,
vCetné vyjmenovani vSech zastavek na trase.

Muze se zdat neefektivni pravidelnosti linek nevyuzit, ale
¢asem uvidime, Ze optimalnimu algoritmu by stejné prilis
nepomohla. Navic ona ve skute¢nosti zas tak pravidelna ne-
ni. Tfeba jizdni doby na dané lince se casto rtizni v zavislosti
na denni dobé, aby odpovidaly hustoté dopravy.

Grafova reprezentace

Hledédme cesty, to zavani néjakym grafem. Zkusme si tedy
vytvorit graf popisujici nasi sit, takovy, Ze cesty v ném bu-
dou odpovidat korektnim cestam MHD. Urcité si nevysta-
¢ime s jednoduchym grafem, ktery ma za vrcholy zastavky
(jako ten na obrazku v pfedchozi sekci). ProtoZe na jednu
zastavku muzeme béhem naseho putovani prijet vickrat,
takova jizda by v nasem grafu netvorila cestu, nybrz sled
(mohou se opakovat vrcholy). Se sledy se obvykle $patné
pracuje, zkusme to tedy jinak.

Vytvorime si takzvany stavovy prostor. To je graf, jehoz
vrcholy popisuji néjaky stav (situaci), ve kterém se miizeme
nachéazet, a hrany mezi nimi uréuji dovolené zmény stavu.
V nasem pifipadé budou stavy dvojice (z,t) popisujici ,jsem
na zastévce z v case t“.

Jak se takovy stav mize zménit? Pokud v case t odjizdi ze
z néjaky spoj, jehoz nejblizsi dalsi zastavka je 2’ a prijede
na ni v ¢ase t’, pak urcité ze (z,t) povede hrana do (2/,t').
Mizeme se timto spojem svézt a tim se ocitnout na zastavce
2" v ¢ase t', tedy ve stavu (2/,t').

Ale nemusime nastoupit do prvniho spoje, ktery jede, po-
tfebujeme umét reprezentovat i to, ze pockdme na néjaky
dalsi. To by se dalo udélat napiiklad tak, ze vzdy ze (z,t)
povede hrana do (z,t + 1). Pak bychom ale u kazdé za-
stavky museli mit vrcholy pro vSechny mozné ¢asy, coz by

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke—problemy|
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
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bylo netsporné. Misto toho je vytvofime jen pro ty casy,
kdy v z néco zastavuje. A hrany pak povedou vzdy ze (z,t)
do (z,t'), kde ¢’ je ¢as nejblizsiho dalsiho odjezdu/ptijezdu
po t.

Pro sit z prikladu vySe bude stavovy prostor vypadat takto:
350

345
340 4
335
330 4
325
320 4
315
310 4
305

300 &
A B C D E

Teckované hrany odpovidaji ¢ekani na zastavce, plné pre-
suntm vozidly.

Hledani nejdelsi cesty

Pokud si ted cestovni hrany ohodnotime dobou jizdy a ce-
kaci hrany nulou, bude délka kazdé cesty odpovidat c¢asu,
ktery stravime ve vozidlech. Tedy nam stac¢i najit nejdelsi
cestu a mame vyhrano. Hledani nejdelsi cesty v grafu je
obecné tézky (piesnéji NP-uplny)® problém. Ale miizeme
si vSimnout, Ze nas stavovy prostor je acyklicky orientova-
ny graf (DAG) — neobsahuje zddné orientované cykly. Tedy
alespon pokud soucasti MHD nejsou stroje ¢asu.

V DAGu umime nejdelsi cesty hledat snadno pomoci topo-
logického uspofadani (pokud jste tento pojem nikdy nesly-
Seli, nahlédnéte do nasi grafové kuchatky).'® Budeme chtit
kazdy vrchol u ohodnotit délkou D(u) nejdelsi cesty z néj
vychdazejici. Snadno si rozmyslite, Ze pokud S(u) je mnozi-
na naslednikt u (tedy vrcholt, do kterych vede z u hrana),
pak

D(u) = max dy, + D(v),

veS(u)

kde d,, je délka hrany wv. Pokud v nema zadného nasled-
nika, zfejmé D(u) = 0.
Pokud budeme vrcholy postupné ohodnocovat v obraceném
topologickém pofadi (od posledniho), budeme pii zpraco-
vani u uz znat ohodnoceni vSech nasledniku, takze staci
dosadit do vzorecku a mame D(u).

Budeme si navic pribézné udrzovat maximéalni dosud nale-
zené D, to bude na konci pravé délka nejdelsi cesty. Pokud
bychom kromé délky chtéli vypsat i celou nalezenou cestu,
muzeme si navic ke kazdému vrcholu ukladat, pres kterého
néslednika nejdelsi cesta vede (pro které v nabyl maxima
vyraz vyse). Podrobnégji ve zdrojaku.

Vytvoreni grafu

UZ umime za pomoci stavového grafu tlohu vyfesit, ale jak
jej vytvorit? Budeme postupné nacitat vstup a dvojicim
(z,t) piifazovat €isla vrcholl (jiz pfifazena cisla si pama-
tujeme ve slovniku, nové objevené dvojici prifadime dalsi
volné ¢islo v pofadi). Zaroveii si pro kazdy vrchol budeme


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

postupné vytvaret seznam jeho naslednikt a pro kazdou za-
stavku seznam vSech vrchold, které k ni patii. Potom pro
kazdou zastavku tento seznam settidime a vytvotrime cekaci
hrany (kazdému vrcholu pfiddme do seznamu jeho nésled-
nika nejblizsi dalsi vrchol v seznamu pro danou zastavku).
Podrobnéji opét ve zdrojaku.

Jaka bude casova slozitost? Na tfidéni spotiebujeme cas
O(Nlog N), kde N je celkova velikost jizdniho fadu. Zby-
tek vytvareni grafu, topologické sefazeni i nalezeni nejdelsi
cesty zvladneme v linearnim case, tedy celé reseni stihneme
v O(N log N). Paméti spotiebujeme linedrné.

Yy s

Tézs1 varianta

V tézsi varianté si chceme na kazdy prestup nechat A\ mi-
nut rezervu. Tady je nas dosavadni stavovy prostor neade-
kvatni. Protoze to, kam mtzeme pokracovat napt. z vrcho-
lu (B, 305) zalezi na tom, kudy jsme do néj pfijeli. Pokud
jsme piijeli z vrcholu (A4, 300) spojem linky X, miZeme na-
piiklad pokracovat dél stejnym spojem do vrcholu (C, 310).
Ale pokud jsme prijeli z (F,300) linkou Y, do (C,310) se
vydat nemuzeme, protoze bychom museli v B prestoupit
s nulovou rezervou.

Namisto puvodni hrubé informace ,,jsem na zastavce z v ¢a-
se t“ se budeme muset naucit rozliSovat mezi ,stojim na
zastavce z (venku) v Case t“ a ,jsem ve vozidle spoje s,
které prave zastavilo na z v ¢ase t“. Tedy stav bude popsan
trojici (z,t, s), kde s je ¢islo spoje nebo ,—* reprezentujici
»Stojim venku*.

Zbyvé spravné natahat hrany. Cekaci hrany povedou jen
mezi ,venkovnimi“ vrcholy, tedy ze (z,t,—) do (z,t,—),
kde ¢’ je opét Cas nejblizsiho dalsiho odjezdu/piijezdu. Za-
roven pridame hrany popisujici nastup do vozidla: pro vozi-
dlo spoje s odjizdéjici ze z v ¢ase t pfiddme hranu (z,t, —) —
(2,1, 5). Jesté celkem p¥imocaré budou hrany popisujici ces-
tu ve vozidle: pokud spoj s jede ze z (odj. t) do 2’ (pij. '),
pfiddme hranu (z,t,s) — (2/,t,s).

Hlavni trik spociva ve hranéch popisujicich vystup z vozi-
dla. Ty budou mit tvar (z,t,s) = (z,t+A, —). MiZzeme si to
predstavovat tak (formulace z feSeni Véclava Volhejna), ze
kazdé vozidlo na zastavku pfijede A minut po tom, co z ni
odjede. Pfipadné pokud je to na vas prilis sci-fi, mizete si
predstavit, Zze vAm A minut trva vystoupit z vozidla. Kaz-
dopadné si snadno rozmyslite, ze touto tipravou zaridime
dodrzeni ¢asu na prestup.

Maly kousek nového grafu ukazujici pfestupy v B okolo
¢asu 305 (pro A = 5):

(E,300,8)  (B,305,8) (D,313,8) (B,315,6)
> e
? . f (E,320,6)
I N I
(B,305,-)+" ______ 8310
b (B.315,-)

|
| s’
| 7’

(A3000) |y~
(B,305,0)

(Cﬁl0,0)

Teckované hrany jsou opét cekaci a plné jizdni, pribyly Car-
kované nastupni a vystupni. V tomto grafu uz se z (A, 300)
dostaneme do (C,310), ale z (E,300) nikoli. V obou pfi-
padech si navic mizeme v B pockat do 315, pfestoupit na
spoj 6 a pokracovat dal.

Graf sestrojime analogicky lehké verzi a zbytek algoritmu
je stejny. Stejna zustava i slozitost.
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Na zavér jesté podotknéme, ze timtéz algoritmem byste
mohli hledat nejen nejdelsi cestu, nybrz i nejkratsi (jen
v definici D vyménite maximum za minimum), a to i mezi
konkrétni dvojici vrchold. Tim byste si vyrobili jednoduché
vyhledavatko spojeni typu IDOS.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-6.py

Filip Stédronsky

28-2-7 Otevreni kuffiku

Uloha po nés chce spoéitat, kolik z &isel A, A+ 1,....B
ma ve svém dvojkovém zapisu pravé k jednicek. Hledany
pocet oznacime pi(A, B). Rovnou si vSimneme, Ze tlohu
sta¢i umét vytesit pro A = 0, protoze plati p(A, B) =
pk(07 B) _pk:<07 A— 1)

¥

Jednodussi varianta: pomohou kombinacni €isla

V lehéi varianté tlohy mame spodéitat pg(0,2" — 1). VSim-
neme si, ze ¢isla 0,...,2" — 1 jsou presné ta, kterd se ve
dvojkové soustavé daji zapsat pomoci n éislic (povolime-li
nuly na zac¢atku ¢isla). Ptdme se tedy, kolika zptsoby lze
z n mist vybrat k, na nichz budou jednicky.

Kdo uz se nékdy potkal s kombinatorikou, vi, Ze tento pocet
je roven kombinacnimu cislu ,n nad k“:

() -

Pokud se jesté s kombinac¢nimi ¢isly neznate, pripadné po-
kud jste pro né vidéli néjaky jiny vzorecek, zde je struéné
vysvétleni: Pfedstavme si na chvili, Ze na n pozic chceme
misto k nerozliSitelnych jednic¢ek umisfovat ¢isla 1 az k.
Nejprve umistime 1: to 1ze udélat n zptisoby. Pro 2 uz je
volnych pouze n — 1 pozic, ..., az pro k jich je n — k + 1.
To nam celkem davd n- (n —1)-...- (n — k + 1) moznosti.

Tentyz pocet ale musi vyjit, kdyz nejprve zvolime k-tici
pozic, na kterém chceme néco umistit (to lze udélat (})
zpusoby), a poté budeme vybirat pouze z nich: 1 mizeme
umistit na k pozic, 2 na k — 1, ..., az pro k uz zbyva jen
jedina pozice. Proto musi platit (2) ke l=mn-..(n—
k + 1), coz je ekvivalentni s nasim vzorcem.

Dobré, vzoredek uz mame, tak ho pojdme pouzit v algorit-
mu: jak Citatele, tak jmenovatele spocitame v ¢ase O(k) a
pak je v konstantnim case vydélime.

Jenze ouha ...
Predchozi feseni méa jeden hacek, nerkuli hak: citatel i jme-
noval zlomku mohou byt ohromna ¢isla, a to i v pfipadech,

kdy finalni vysledek vyjde mali¢ky: rozmyslete si tfeba, co
se stane pro k =n — 1.

Pomtize prehéazet poradi ndsobeni a déleni a pocitat

(Z) —n/1-(n—1)/2-(n=2)/3-...- (n—k+1)/k.

Vsechny mezivysledky jsou pfitom celociselné, protoze to
jsou kombinacni disla (’f), (Z), atd. Navic je-li & < n/2,
pak tyto mezivysledky postupné rostou, takze nejsou nikdy

vétsi nez finalni vysledek.
Pro k > n/2 pouZijeme valeénou lest: v§imneme si, ze (Z)
je totéz jako (nfk) To proto, ze hledat k mist pro jednic-
ky vyjde nastejno jako hledat n — k mist pro nuly. Opét
jsme dostali algoritmus se slozitosti O(k), tentokrat uz bez
aritmetiky s obfimi ¢isly.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-6.py

Obecny pripad

UvaZzujme nyni, jak spoéitat py (0, B) pro obecné B. Oznag-
me h pozici nejvyssiho jedni¢kového bitu éisla B (pozice
&islujeme zprava od nuly, takze tento bit ma vahu 2"). Ny-
ni ¢isla od 0 do B rozdélime na dvé skupiny podle toho,
jaky bit maji na h-té pozici:

e Nulu tam maji ésla 0,...,2" — 1 a mezi nimi je pfesné
p(0,2" — 1) = (Z) C¢isel s préavé k jednickami.

e Jednicku tam maji ¢isla 2", ..., B. Ta maji jednu jedni¢-
ku jistou, takze potfebujeme na zbyvajicich h mist na-
skladat k—1 jednicek, a to tak, aby zbytek ¢isla nepresahl
B -2

Proto musi platit:

pi(0, B) = (Z) + pr_1(0, B —2M).

To nam dava hezky rekurzivni algoritmus, ktery se zastavi
budto o pg(0, B) = 1 (¢islo s 0 jednickami je pravé jedno,
a to 0), nebo o pr(0,0) =0, k > 0.

Rekurze mé hloubku k, pokazdé stravime ¢as O(k) poci-
tanim kombina¢niho éisla a O(log B) hledanim pozice nej-
vyssi jednicky. Celkem tedy O(k - (k + log B)), coz mizeme
zjednodusit na O(klog B), protoZe pro k > log B je vysle-
dek evidentné nulovy.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-7-slow.pjy|

Rychlejsi Feseni

Rekurzivni vztah z pfedchoziho feSeni mizeme snadno ro-
zepsat, uvédomime-li si, ze B — 2" je ¢islo B bez nejvyssi
jednicky. Vyjde nam

(0, B) = (Z}) + (khf1> +o ot (h’“oﬂ) (+)

kde h; je pozice i-té jednicky zleva v éisle B. (Pokud by
v B bylo méné nez k + 1 jedniéek, soucet zkratime.)

Hned je jasné, ze vSechny jednicky muzeme najit jednim
prichodem dvojkovym zapisem ¢isla B v éase O(log B).
Pak staci spocist k& kombina¢nich ¢isel, kazdé v ¢ase O(k).
Cely vypocet tedy potrva O(k? + log B).

I zde je stale prostor pro zlepSovani. Podle naseho vztahu
pro kombinaéni ¢isla totiz plati:

n—1\ (n\ n—k
( k ) - (k) B
n—1\ (n\ k
()= ()%
Diky tomu muzeme v éase O(k) spocitat (h]’;)7 z néj ,,doska-
kat“ do (kh_zl), z né&j do (k}z), atd. Kazdy skok pfitom
trvad O(1) a snizi horni parametr kombina¢niho ¢isla o 1,
takze vSechny skoky dohromady nemohou trvat vice nez
O(h1) = O(log B).
Algoritmus tedy stravi O(log B) hleddnim jednicek, pak
O(k) vypoctem prvniho kombinaéniho ¢isla a O(log B) ska-
kanim k tém dalsim. Jelikoz k < log B, vse se seCte na
O(log B).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-7-fast.pj|

1 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/]
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Dezert na zavér hostiny: pripady s malo jednickami

V ptipadech, kdy je kK mnohem mensi nez log B, existuje
@ jesté rychlejsi, byt o trochu &ilenéjsi algoritmus. Vrat-
me se ke vztahu (%) z minulého feseni. Co nés pro malé k
pfi jeho vypoctu brzdi? Kombinacni ¢isla to nejsou, ta hra-
vé spocitdme v O(k?). Ale potiebujeme najit pozice viech
jednicek v éisle B, coZ jsme zatim délali v ¢ase O(log B).
Ukézeme, jak to provést rychleji.

Pozici h nejvyssi jednicky v ¢isle B budeme hledat ptilenim
intervalu. Na chvili pfedpokladejme, ze vime, ze ¢islo B
ma nejvyse t bitt. Pozici h tedy mizeme hledat binarné
v intervalu (0,¢ — 1). Provadime O(logt) pokust, v kaz-
dém potiebujeme zjistit, zda nejvyssi jednicka lezi vlevo
nebo vpravo od néjaké pozice i. To ovéfime v konstantnim
Case porovnanim B < 2°. Celkem hledanim stravime cas
O(logt).

Jenze ve skuteCnosti ¢t nezndme. Tak budeme zkouset po-
stupné t = 20,2122 ... a7 najdeme takové ¢, pro néz
2t/2 < B < 2!, Pak spustime piilen{ intervalu (t/2,t — 1).
Nalezené t pfitom lezi nékde v intervalu (1/2 - log B, log B),
takze jak hledéani ¢, tak nasledné pileni trvaji O(logt) =
O(loglog B).

Tak jsme nasli nejvyssi jednicku, dalsi ziskdme jejim odstra-
nénim a opakovanim postupu. Celkem tedy k-krat travime
¢as O(log log B) hledénim jednicky a k-krat O(k) vypoctem
kombinaéniho ¢isla, coz d4 dohromady O(k? +k-log log B).

Nedosti na tom, nejvyssi jednicku lze najit i v kon-
@ stantnim case a ziskat tak algoritmus o slozitosti
O(k?), naprosto nezévisly na B. Zajemce o detaily odkaze-
me na kapitolu o vypocetnich modelech v priavodci Kraji-

nou grafovych algoritmai.**

Martin ,Medved” Mares

28-2-8 Genetika vs. prochazeni krajiny

Bez zbyteéného okecivani pojdme rovnou na feSeni tloh :)
Uloha 1

Uloha pfimo vybizela k aplikaci metody horolezeni & simu-
lovaného zihani. Soufadnice zékladen budou urcovat bod
v krajiné a ndhodné zmény budeme délat pomoci jejich na-
hodného posunuti o kousek vedle.

Oba algoritmy mohly fungovat dobfe, ale pojdme se za-
myslet, ktery z nich je vhodnéjsi. Pro k = 1 ma funkce jen
jedno lokélni minimum, které je zaroven globalnim. Af te-
dy zacneme kdekoliv, tak se do globalniho maxima urcité
dostaneme tak, Ze ,pljdeme potrad z kopce“, tj. budeme
prijimat jen zmény k lepsimu.

Pro k = 3 a k =5 jiz sice lokalnich minim mame vice, ale
porad ne az tak moc a funkce je stale pékné hladka. Takze
pokud pouzijeme metodu horolezeni, tak radové za desit-
ky pokusii natrefime na globalni minimum. (Aspoii mné to
stacilo :-P)

Simulované Zihéni samoziejmé bude fungovat taky. Akorat
na zac¢atku, kdy mame s velkou pravdépodobnosti povolené
zmény k horSimu, ndm to bude zpomalovat postup. Az ale
teplota dost klesne, tak také sklouzne do nékterého minima.

Nyni k maximalni velikosti skoku. Tu na zacatku zvolime
vétsi, treba 100, aby se algoritmus mohl rychle rozbéhnout
do spravné oblasti, a pak ji pomalu snizujeme, abychom vi-
ce a vice konvergovali do jednoho mista. J& jsem napiiklad


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-7-slow.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-7-fast.py
http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/

kazdou desatou iteraci povolenou velikost skoku vynasobil
0,95 s tim, Ze jsem zakazal jit pod hodnotu 1076, Tim déla-
me ¢im dal mensi skoky a hodnoty postupné upresiujeme.
Za 10000 iteraci dost jisté zkonvergujeme i pro k = 5.

Posledni, nad ¢im se zamyslime, je, jak budeme hledat okol-
ni body zmény. Urc¢ité mtzeme kazdou ze stanic ndhodné
posunout v kazdé soutadnici. Urcité se obcas stane, Ze se
takto posuneme do lep$iho feSeni, a metoda horolezeni bude
fungovat.

Posunuti vSech zakladen je ale pfeci jen celkem velké a na-
hodné zména. Co kdyZ jednu posuneme dobrym smérem
a dalsi dvé spatnym? Pak vyslednd zména bude nevyhod-
na a musime tipovat znova. Nebylo by lepsi posouvat vzdy
jen jednu zakladnu? Ano, pro konvergenci je to uréité lepsi,
protoze u jedné zakladny méame vétsi Sanci, Ze se trefime
do spravného sméru, nez kdyz hybeme se vSemi najednou.

Tuto tdlohu §lo vyfesit posouvanim vzdy jen jedné zaklad-
ny. Na druhou stranu bychom ale posouvani vice/vSech za-
kladen neméli zatracovat, protoze témi se naopak muzeme
dobte dostat z ,mrtvych bodia“. Napiiklad kdyz nam po-
sunuti jen jedné zdkladny nepomize, zatimco spravné po-
sunuti vice zakladen pomoct miize.

Optimalni hodnoty feSeni byly 433153 pro k£ = 1, dale
19932,7 pro k = 3 a konec¢né 15889,0 pro k = b5, coz vétsiné
z vas vyslo. Muzete také nahlédnout do vzorového kédu.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8a.cppg

Uloha 2

Tato tloha byla naro¢na. Vyzadovala velkou miru trpélivos-
ti, snahy, generovani a zkouSeni novych napadi. Uz vibec
pro samotné napsani spravné fitness funkce byl potieba do-
statek soustfedénosti. Ta se dala napsat v O(n), ale my si
vystafime s jeji pfimocarou kvadratickou verzi (pro tento
pocet obdélnikl to zas takové zdrzeni neni). A jak napo-
vida ucebni text, zkusime tlohu fesit pomoci diferencialni
evoluce.

Pokud jsme pustili program s hodnotami ze Sablony, mohli
jsme se za nékolik béht dostat na feseni s celkovym prekry-
vem kolem 3000 — 3500. Dilezité ale bylo zvednout pocet
iteraci aspon do fadi jednotek tisicli, protoze feseni kon-
vergovalo celkem pomalu.

Ladénim parametr jsme feSeni mohli vylepsit az fadové na
2200 — 2800, pokud jsme byli trpélivi a nechali algoritmus
bézet v hodné iteracich a hodné bézich, tak jesté trochu
vice.

To bylo ale v pripadé, kdy jsme generovali ndhodnou poca-
te¢ni populaci, tedy kdyz jsme zacinali s naprosto ndhodné
rozhdzenymi obdélniky. My ted na moment opustime evo-
luci a zkusime na sebe obdélniky nasklddat néjak ,hezceji*

algoritmicky. Tfeba mutzeme obdélniky brat v ndhodném
poradi a davat je za sebe po Fadcich, pficemz dalsi fadek
zacneme podle vysky nejvyssiho obdélnika z fadku pfed-
choziho. Kdyz nam dojde misto, tak zacneme stavét druhou
vrstvu. To samé taky mtzeme zkusit po sloupcich.

Ptedchozim zpiisobem jsme mohli nagenerovat fadu rtiz-
nych feseni s pfekryvem zhruba 2300 — 4 000. Pokud jsme
navic obdélniky pfidavali v pofadi podle vysky dostali jsme
se na feseni 1875. To je dokonce lepsi, nez jsme to dokazali
evolucéné!

Takovym zpusobem si miZeme nagenerovat fadu relativné
péknych feseni, kde kazdé ma obdélniky jinak rozmisténé.
Tak co takovou sadu feseni zkusit pouzit jako pocatecéni po-
pulaci? KdyZ to zkusime, tak hned dostaneme feSeni o hod-
noté kolem 1200 — 1300.

A co dél? Zkusime pokracovat v podobné myslence. Zjistili
jsme, ze kdyz pouzijeme sadu relativné dobrych jedinci, tak
tim ziskame jesté lep§iho. Reseny problém ma navic takovou
povahu, ze ma velkou spoustu optiméalnich minim. MozZnos-
ti, jak vedle sebe naskladat obdélniky, je zkratka hodné.
Tak mtzeme v nékolika bézich vypéstovat rtizné vypadajici
dobré jedince, ty pak vzit a pouzit je jako novou pocatecni
populaci. A to provadét stale dokola.

Ale jesté k nim vzdy ptiddme par nahodnych, protoze ti
nam muzou prinést néjakou ndhodnou uzite¢nou informaci.
Dokonce i miizeme vzdy vzit jen jednoho nejlepsiho a zbytek
nahodny, to sice bude mit mensi variabilitu, ale praci to
znacné urychli. Podobnymi postupy se mizeme dostat na
feseni o hodnotach zhruba 600 — 800, opét zalezi, jak moc
budeme trpélivi.

Nejlepsi feseni odevzdal Vasek Volhejn, ktery se dostal na
prekryv 423, ¢imz mu gratulujeme. Ten pouzil myslenku ite-
rovaného opakovani evoluce s nejlepsimi a novymi nadhodné
generovanymi jedinci plus do feSeni pridal dalsi operator
s nasledujici myslenkou. Pokud v feseni mame dva obdél-
niky, tak se miZe vyplatit tyto obdélniky vyménit (protoze
by oba mély byt na relativné dobrych pozicich). Tento ope-
rator dava v uloze velmi dobry smysl a pomohl mu dostat
se ze stavil, kdy evoluce stagnovala na misté a neptichazela
na nic nového.

Teoretické optimum byl prekryv 26, kterého kvili velké
riiznosti obdélnikt pravdépodobné neslo dosdhnout. Rese-
ni v fadu nékolika stovek tedy urcité neni zadna ostuda.
Vzorovym kédem algoritmu je pouze jedno pusténi dife-
rencialni evoluce a zalogovani nejlepsiho jedince. Iterované
evoluce v kédu neni pfimo implementovana.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8b.cppy

Karel Tesar

Vysledkova listina druhé série dvacatého osmého roéniku KSP

resitel skola rocnik sérii
0.
1. Vaclav Volhejn GKepleraPH 3 17
2. Jakub Pelc G UherBrod 2 2
3. Jan Boucek GKepleraPH 3 6
4. Pavel Turek GTomkovaOL 3 2
5. Richard Hladik GOAMarLaz 3 17

2-1 2-2 2-8 2- 2-5 2-6 2-7 2-8 | série celkem
10 8 10 10 10 12 10 16 | 58,0 117,0
10 8 10 10 10 12 9 16 | 58,0 117,0
9 75 10 10 12 | 49,1 103,7

8 7T 1 9 15 | 42,3 97,4
6 8 1 9 8 39,2 87,5
10 8 4 10 30,0 84,0

—17 -



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8a.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8b.cpp

resitel skola rocénik sérit | 2-1 2-2 2-8 2-4 2-5 2-6 2-7 2-8 | série celkem
6. Jifi Sejkora GVodéraPH 4 5 9 1 10 10 11 | 44,3 80,4
7. Leonard Mentzl GRi¢ 3 2 25 7 4 8 7 391 76,9
8. Stanislav Lukes GPisnickaPH 3 8 10 8 6 1 26,1 74,8
9. Josef Gajdusek SSKKamPard 3 2 5 0 4 1 9 25,2 65,9
10. Vojtéch Lukes GPikaPL 4 2 0 8 8,0 62,0
11. Jonas Fiala GJungmanLT 3 2 5 1 0 5 15,0 55,5
12. Michal Tépfer G DrJPekMB 3 7 4 5 6 16,3 485
13. Véclav Pavlicek ZS Zdirec nD 0 2 2 0o 1 3 12,1 46,7
14. Petr Chmel G_Kralupy 3 2 1 5 7,4 43,3
15. Lukas Vicek GMikulasPL 2 2 25 1 0 2 8,0 39,1
16. Jakub Dobry GMikul4sPL 2 2 25 1 7,3 38,5
17. Jan Chudy GZilina, 4 1 0,0 37,7
18. Pavel Turinsky G Brandys 3 7 4 8 1 3 17,9 35,9
19. Ondrej Pudis GZilina 4 1 0,0 34,2
20. Vaclav Sraier GCeskoliPH 3 7 1 1,4 32,9
21. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 2 1 0,0 29,7
22. Jakub Lukes GNAlejiPH 3 3 0 0,0 29,2
23. Vanda Hendrychova GHeyrovPH 4 1 0,0 28,7
24. Vladimir Bartovic G AM Trnava 4 2 0 1 1,0 28,0
25. Roman Beno GJHroncaBA 3 2 7 7,6 25,6
26. Jifi Vozar G UherBrod 4 7 1 1 2,8 25,2
27. Zdenko Cepan GPartizans 3 2 1 0 3 8,0 22,6
28. Michal Jires GRNK 1 1 0,0 225
29.-30. Jakub Tétek Dollar Ac 2 7 10 10,0 22,0

Ptemysl Stastny GZamberk 3 9 5 6 10 1 22,0 22,0
31. Marco Souza de Joode GNadStolPH -1 2 1 2,3 20,8
32. Michal Kodad ZSJilovsPH 0 2 6 1 8,3 20,7
33. Sam Friedlaender GKepleraPH -1 2 1 2,3 20,3
34.-35. Lukas Rozsypal GUstavniPH 3 1 6 8 1 1 20,1 20,1

David Uchac¢ eduSOS PA 3 1 0,0 20,1
36. Jifi Loffelmann GLitomérPH 2 1 0,0 20,0
37. Jan Pokorny G Bucovice 4 8 10 7,5 17,7 17,7
38. Alexej Popovic SlovanGOL 4 2 1 2,1 16,1
39. Alena Tesatova GVidenskBO 4 1 1 0 2 3 13,2 13,2
40. Daniel Herman GSKo 3 1 25 7 13,1 13,1
41. Filip Geib G MMH LM 2 1 0,0 12,5
42. Petr Gebauer GM¢lnik 2 1 0,0 10,6
43.-46. Jan Gocnik GJSkodyPR 4 4 0,0 10,0

Jan Priessnitz GJaroseBO 3 1 0,0 10,0

Filip Sohajek GUHradisté -1 1 0,0 10,0

David Zacek GZborovPH 3 2 0,0 10,0
47. Jan Neumann GNAlejiPH 2 1 0,0 9,0
48.-52. David Blazek SPSUzlabPH 3 1 0,0 8,0

Frantisek Kmjec G Brandys 0 1 0,0 8,0

Lucie Kubickova GFXSaldyLI 2 1 0,0 8,0

Antonin Prantl G Strakon 3 1 0,0 8,0

Zuzana Svobodova G FrydINOs 4 2 0,0 8,0
53. Jakub Maténa GCeskoliPH 4 4 0,0 4,3
54. Lukas Mican GCeskaCB 2 1 0,0 4,0
55. Ondfej Borysek GJaroseBO 3 2 0,0 3,3
56. Adam Husnik GArabskaPH 2 1 0,0 3,0
57. Jiri Muller G_Roudnice 3 1 0,0 2,5
58. David Néapravnik GLitomérPH 3 1 1 2,2 2,2
59.-60. Michael Bausano GTés 4 1 0,0 2,0

Martin Zoula GNadKavaPH 4 4 0,0 2,0
61. Peter Matta G KosgiceS 4 1 0,0 1,0

KSP pro vés pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.
Webové stranky: E-mail:

fttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
Chcete-li s nami komunikovat bezpecné, muzete si ovéfit nas HTTPS certifikdt — jeho SHA1
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