Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

28. ro¢nik KSP

Mili resitelé a resitelky!

Posledni letosni série se vam praveé dostava do rukou. Uz se urcité tésite na to, jak brzy zacnou prazdniny
a budete si moci dat od skoly na chvili pauzu, ale pfesto si schovejte jesté par chvil i pro feseni tloh
z tohoto letdku. Vzdyt vas za vyfeSeni tloh a ziskdni dostateéného poctu bodi miiZeme pozvat na
Podzimni soustfedéni, a to se vyplati!

Navic pfipominame, ze kazdému fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bodi,

Kvéten 2016

darujeme propisku, blok, tuzku, a mozna i néco navic. Tak si to posledni sérii nezkazte.

Pondéli 13. dervna 2016 v 8:00 SELC (CodEx m4 termin stejny)

Termin série:

Odevzdavani:

Pies web na adrese |hittps: //ksp.mff.cuni.cz/submit /| I

Odmeéna série:

Sladkou odménu posleme kazdému, kdo ziska z alespon Sesti iiloh alesponn dva body.

Pata série dvacatého osmého ro¢niku KSP

Tento pribéh zavrsuje pribéhy uplynulych sérii. Pokud
vdm néco nebude ddvat smysl, prectéte si minulé dily :-)
* % *

Will Knight, vedouct vyzkumnik casoprostorového vyzku-
mu, se vrdvoravé sebral se zemeé a oprdasil ze sebe saze. Jesté
nez k nému skrz zalehlé usi dolehlo houkdni sirén, vidél, jak
vSechno kolem zbésile blikda. To nebude dobré, pomyslel si.

, Wille, jsi v pohodé? Wille?!?“ ozyval se neodbytné hlas
z interkomu. Will hrabl po tlacitku a pritom se rozhliZel
okolo. To, co si v dalsich minutdch posklddal ze svych vzpo-
minek, ze stavu okoli a z toho, co mu Tekli z druhé strany
spojent, nebylo vibec dobre.

Tohle mél byt proni experiment, kdy casem poslou clo-
veka, konkrétne Willa. Zatim wvyslali jen nékolik automa-
tickych sond. Ale asi selhal ¢asoprostorovy generdtor a jd-
dro generdtoru, ve kterém se ted Will nachdzel, se uz vibec
nenachdzelo ve stejném case jako zbytek jeho tymu. Nikdo
vlastné nevédél, kde (a kdy) se ocitlo. Jediné, co méli k dis-
pozici, byly udaje z nékolika casovych majdki ve sténdch
generdtoru a spojent pres casoprostorovy interkom.

28-5-1 Zamérfovani mistnosti 9 bodu

Vyzkumny tym ziskadva soutradnice od ¢asoprostorovych ma-
jaku instalovanych ve sténach mistnosti posunuté v case.
Bohuzel pfijimaji vice sad idaji a potfebuji rychle odlisit,
které sady soutfadnic jsou chybné a které by skute¢né mohly
oznacovat mistnost.

Vyzkumnici vi, ze mistnost ma obdélnikovy tvar a majaky
jsou instalované v jejich sténach. Od vas by potiebovali po-
moc s tim, jak rychle urcit, jestli vSechny dané body lezi na
néjakém (jakkoliv otoceném) obdélniku, nebo ne. Soutradni-
ce bodt jsou libovolné redlné ¢isla, zaokrouhlovani nefeste.

Naptiklad pro body [4,4], [2,3], [3,1], [0.5,1] a [4,1.5] na
levém obrazku takovy obdélnik nalezneme, pro body |0, 2],
[1,1], [4,1], [1,3], [3,4] a [5, 3] napravo ne.

/,Q [
-7 \
_e \ ° °

- \
-7 \
’\ _- [ J
\ //‘
) e ° °

\ P

\~

Vyzkumnikum se sice povedlo zjistit, Ze je mistnost je-
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nom fazové posunutd a lezi na okraji otevieného casového
viru, ale v zachrané Willa se nedostali o nic ddl. Navic sko-
mirajici generdtor uZ dlouho casovy vir pod kontrolou neu-
drzi a nikdo nevédél, jak velké skody v case by jeho vymknuti
se kontrole mohlo zpusobit.

Unikagjici chladict kapalina z generdatoru tvorila stdle sil-
néjsi a silnejst ledovy povlak na jedné z jeho édsti a krystal
dilithia v jadru byl nebezpecné popraskany. Na opravu by
stacil jakykoliv dostatecné velky dilithiovy krystal, problém
tkvel v tom, Ze k Willovi nemohli nic dostat. Ale jeden z vyj-
zkumniku dostal skvely ndpad — Willovi tak skvély neptipa-
dal — a to, aby si Will obstaral potrebné véci v minulosti.

A tak se stalo, Ze se Will znovu postavil na plosinu ve
stredu generdtoru, zadoufal, Ze krystal tuhle jednu cestu jes-
te zvladne, a stiskl tlacitko ovladdni na své levé ruce.

* % Kk

Se zdbleskem se zjevil na néjaké louce. Byla mu nepri-
jemnd zima a netusil, kde se ocitl. Kus vedle ale Zongloval
néjaky clovek s pochodnemi a Will se rozhodl, Ze si néjakou
vypujci. Vyhlédl si jednu opusténou a rozbéhl se pro ni. Ale
zrovna v tu chvili se chlapik otocil a zacal ji brat do ruky.
Will ho v rozebehu odstrcil, pochoderi popadl a nabral to

vy

smerem k nejblizsimu lesu.

Chlapik se za mim rozebéhl a byl asi lepsi béZec nez Will.
Pomalu ho zacal dohanét, a tak Will za béhu hrdbl po mi-
nipocitaci na ruce. Skok casem délat nechtél, ale nékolika
mistnimi presuny by ho setrdst mohl. Stejné je chtél pouZit
k prozkoumdni vétsiho uzemd.


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

28-5-2 Mistni presuny 11 bodu

S pomoci lokdlniho transportéru se mize Will premis-
é’ tovat mezi libovolnymi dvéma body, které ho zajima-
ji. Pri prizkumu okoli by rad navstivil N bod{ na mapé
nachéazejicich se v konvexni poloze — to jsou takové body,
které mtizeme vSechny umistit na obvod néjakého konvex-
niho mnohothelniku, neboli napnout kolem nich gumicku
tak, aby vSechny body obepinala zvenku.

Na pfesun mezi dvéma body spotiebuje Will tolik energie,
jak jsou body od sebe na mapé daleko (pocitdme vzdalenost
vzdusnou ¢arou). Chtél by zacit v libovolném bodé, navsti-
vit v8echny ostatni body a spotfebovat pritom co nejméné
energie.

Vymyslete algoritmus, ktery mu pomtze najit vyse popsa-
nou cestu. Nize mtzete vidét ukdzku bodt v konvexni po-
loze a nejlepsi nalezené cesty mezi nimi (plnd ¢ara znaci
cestu, ¢arkovana napnutou gumicku).

Po setresent chlapika udélal Will jeste pdr skoki po okols,
nez zameéril svoji ¢asoprostorovou pozici, a poslednim sko-
kem se ocitl v néjakém divném sklepé.

wDilna, skvéelé!“ zamumlal si potichu a Sel se podivat,
jestli by se mu néco nehodilo. Cestou si vsiml divné klece
v temném rohu, ale nevénoval ji pozornost. Nasel kladivko,
krdsné nuzky na plech a chtél uz odchdzet, kdyz mu ale néco
nedalo, otocil se a pozornéji se podival na klec. Uvnitt byl
muz, k smrti vystraseny muz!

Will vyskocil na nizkou klec, z ndramkového pocitace vy-
tahl Zhavou krdjeci jehlu a zacal zpracovdavat mriZe. Nakonec
za né trhl a vyrval je.

V tom zaslechl na schodech kroky a rozhodl se rychle
zmizet. Otocil se k muzi v kleci, Tekl jenom ,,Utec¢!* a sdm se
rychle vydal s pochodni v ruce ke schodim, zaddvaje pritom
sekvenci k casovému presunu na minipocitaci.

Tésné, nez dosel ke dverim, vysel z nich druhy musz. Ted
uz se presunu nedalo zabrdnit a Will muzi nechtél ublizZit,
tak se ho pokusil odstréit do bezpeéné vzddlenosti a vybéh-
nout z domu. V pulce schodi po ném muZ natdhl ruku, ale
presné v tu chvili se obvody nabily a okolo Willa vyrostla
modra koule. . .

* % *

Objevil se v néjaké jeskyni, ale presunem neprosel sdm.
Pred néj dopadla na zem zuhelnatéla lidskd ruka. ,Sakral“
zaklel a pak si vsiml, Ze v jeskyni je jesté néjaky Timsky
vojdak, potluceny, s potrhanou zbroji a beze zbrané.

Potom ale jeho zdjem prildkal geologicky senzor za pa-
sem, ktery se rozblikal. V okoli se nachdzi velky dilithiovy
krystal, presné to, co hledal! Zacal obchdzet okolni zdi, nez
objevil pordadné velky kus. Ten s vitézoslavnym rozmachem
kladivka vyloupl, sebral ho, hodil jeste jeden pohled po zkopr-
nélém Rimanovi a stiskem ndvratového tlacitka se presunul
2pét ke generdtoru.

* % Kk

S pomoci pochodné rozmrazil zamrzlé potrubi, nuzkami
na plech se mu povedlo wvolnit vzpricené kusy kovu nad
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nouzovym ventilem a tim pak zastavil unik chladici kapa-
liny. Nakonec vymenil krystal v jadru, ten puvodni uZ byl
skoro rozpadly na prach, a spojil se interkomem s ostatni-
mi.

Willovo nadsent bylo ale vzapéti zchlazeno — zbytek tymu
mezitim zjistil, co zpusobilo celou havdrii: Klicovd cdst ge-
nerdtoru se sama prenesla do minulosti, spalila sviuj iridiovy
obal a vybuchla, coZ ponicilo cely casoprostor. Se strojem
casu se pujde prenést do okamziku tésné predtim, nez dojde
k vgbuchu, ale je potreba noveé iridium k zastaveni reakce.

* % %

A tak se stalo, Ze se Will ocitl v podzemi néjaké banky
20. stoleti pred velkym sejfem, ve kterém mél byt dostatecné
velky kus cistého iridia ziskany po dopadu néjakého meteo-
ritu. JenZe trezor mél dost propracovany alarm.

28-5-3 Trezor s alarmem 10 bodu

Alarm v trezoru je soustava rtizné propojenych obvodu, kte-
rymi tece stejnosmérny elektricky proud. Do jednoho mista
soustavy je pripojen zaporny pdl a od néj tece proud elek-
trontd riznymi cestami ke kladnému pélu pripojenému také
na jedno misto v soustavé. Pokud se tok proudu pferusi,
alarm vyhlasi poplach.

Jednotlivé draty jsou pospojovany v uzlech a pro kazdy drat
vime, kterym smérem v ném tece proud. Opa¢nym smérem
téci nemize a v zapojeni nejsou zadné orientované cykly.

Zapojeni alarmu muze vypadat jako na obrazku nize. Na-
jdéte ve schématu zapojeni vSechny uzly, kterych se za zad-
nych okolnosti nesmime dotknout (neboli takové, jejichz
preruseni by pferusilo vSechny cesty od zaporného ke klad-
nému pdlu). V piikladu nize jsou takové uzly vyznaceny

B

Willovi se povedlo alarm rychle obejit, byla to celkem
zastarald technologie, i kdyZ na svoji dobu docela spicka.
V trezoru nikym nepozorovan vzal trezorovou schranku, kde
podle jeho zdznami melo byt iridium, otevrel ji a vyndal
kus nasedlého kovu. Pak ho schoval do kapsy kombinézy,
schranku zase vrdtil na misto a vysel z trezoru ven.

Nez se dostal do dvorany banky, zjistil, Ze je banka pre-
padena. No aspon to lupici budou mit o néco lehci, ekl
si pri pomyslent na odblokovany trezor a vyrazeny alarm
v ném. Ale to uz sahal znovu po svém minipocitaci a skocil
casem 1 s iridiem v kapse drive, nez si toho mohl kdokoliv
vsimnout.

* % Kk

Tentokrdt se Will zjevil v néjakém skladu plném zdsob
jidla a s hrozngm lomozem pritom shodil nekolik polic. Na-
razil st u toho nohu a zaklel: ,Co to sakra? VZdyt jsem se
mél vratit zpatky!“

Ted o tom ovsem nebyl éas premyslet ddl. Dvefe do skladu
byly vzpricene, ale vykopnuti je otevrelo a jemu se naskytl
pohled na kuchyn. Soucasné s tim jeho minipocitac zapipal,
kdyz v mistnosti zdetekoval podivny casovy vir. Jakoby vy-
chazel z panve visici na zdi. , Tohle si vezmu,“ zamumlal
a pdnev sundal z hrebiku.

Neéjaky kuchar se mu pokusil pdnev vytrhnout z ruky, ale
Will ho odstrcil a se slovy ,Na tohle nemdm cas,“ vybehl



na ulici a zmizel v temné bocni ulicce. Tam zacal zkoumat,
pro¢ ho pdnev pritahla na tohle misto.

Zmapoval, Ze mimo pdnev existuje jesté nekolik dalsich
casovych viri, které se asi pri vybuchu casového generdtoru
ndhodné rozmistily po éasoprostoru a tvori ted jakési ¢aso-
prostorové mosty. Willa by zajimalo, co se bude pri jejich
odstranovani s casoprostorem dit.

28-5-4 Casoprostorové mosty 10 bodua

Will zjistil, Ze rizné Casy a mista jsou ndhodné svazany
¢asoprostorovymi mosty. Kazdé misto v sob€ nese jisty na-
boj energie a na pocatku jsou vSechna spojena tak, ze tvori
souvisly graf.

Will si vymyslel poradi, v jakém chce ¢asoprostorové mos-
ty odstranovat, coz povede k tomu, ze se ptivodné souvisly
graf bude rozpojovat na mensi a mensi souvislé kompo-
nenty. Potfeboval by zjistit, jak se bude mnozstvi energie
v jednotlivych komponentéach chovat vzhledem k odstrario-
vani mostd — vzdy nas bude zajimat soucet energie v ramci
jednotlivych komponent.

Dostanete zadano, kolik energie je v kazdém misté, a pak
poradi ¢asoprostorovych mosti, ve kterém je chce Will od-
stranovat. Po kazdé operaci byste méli vypsat, co se stalo —
bud nic (operace nerozpojila zddné dvé komponenty), nebo
ze doslo k rozpojeni komponenty na dvé s takovou a tako-
vou energii.

Priklad: Pokud budeme mit mista A, B, C' a D s energiemi
po fadé 1, 2, 3 a 4 a tato mista budou spojena do ¢tverce
ABCD, tak nasledujici posloupnost operaci provede toto:

e Zruseni A — D: Nic.

e ZruSeni B — C: Rozpojeni na 2 ¢asti s energiemi 3 a 7.
e ZruSeni A — B: Rozpojeni na 2 ¢asti s energiemi 1 a 2.
e Zruseni C'— D: Rozpojeni na 2 ¢asti s energiemi 3 a 4.

Po naplanovant idediniho portadi ruseni ¢asoprostorovijch
mostu prisla rada na realizaci. Will pecliveé navolil, na jaké
misto a cas se chce dostat, spustil presun. . .

* % Kk

... a ocitl se na miste, kde urcité nechtél byt, v néjakém
rimském stanu. Potrdsl hlavou a rozsvitil si svitilnu na ruce.
Vsiml si na posteli leziciho prekvapeného Rimana. Ndram-
né se podobal tomu, kterého potkal v jeskyni. Ted se zacal
zvedat, a tak si Will priloZil prst na usta v praddvném gestu
pro mlcent.

Pak si vsiml vybaveného stolu s mnozstvim kladiv, klesti
a dalsich véci. Rozhodl se, Ze si pdnev trochu vylepsi, urazil
z nt drzadlo a chvili ji upravoval, aby ji pozdéji mohl pouZit
k rozdrcent iridia na menst kusy. Pak si sbalil véci a chystal
se k odchodu, tentokrdt jen aby udelal mistni presun.

Ale jesté nez zmizel, ohlédl se po Rimanovi. Ujistil se, Ze
je to ten z jeskyné, z vésdku vedle jeho postele popadl zbroj,
stit a zbran a presunul se.

Presun to nebyl daleky, chtél jenom vypdtrat, jak hluboko
v minulosti se ocitl a jak by mel nakalibrovat svuj minipo-
¢itac, aby uZ délal ¢asové presuny presne.

28-5-5 Kalibrace 7 bodu

Williiv minipocita¢ ma v paméti ulozen seznam ¢asoprosto-
rovych souradnic uspordadanych puvodné podle Casu. Ale
vypada to, Ze se vlivem néjaké poruchy seznam o néco zro-
toval, a Will by rad gzjistil, o kolik pozic.

Vime, ze vSechny Casy jsou navzajem rizné a ze mimo zro-
tovani se nic jiného nestalo. Z ptivodni posloupnosti

1,3,4,7,9,12,13,14,15

tak mohla vzniknout tfeba tato (zrotovanim doprava o tfi):
13,14,15,1,3,4,7,9,12

Bohuzel jediné, co mize Will délat, je podivat se na néjaky
index v posloupnosti, presunout se ¢asem na tyto sourad-
nice a urcit, jakému odpovidaji casu. Rad by zjistil, o kolik
se posloupnost soufadnic presné zrotovala, ale chce pri tom
vykonat co moZné nejméné cest ¢asem (neboli podivat se
na co nejméné pozic v seznamu). Vadim tkolem je navrh-
nout mu nejlepsi postup, tedy postup s fadové co nejméné
nutnymi pfesuny ¢asem.

Po provedeni nekolika pokust, pri kterych se zjevil s me-
cem v ruce pred néjakym domem, pak ve sklepé Bilého do-
mu a nakonec v Disneylandu, se Willovi konecné povedlo
nakalibrovat sprdvné minipocitac.

Ted uZ mohl presné zamérit misto a cas, kde mélo do-
jit k vgbuchu casti ¢asového generdtoru, kterd se premesla
do minulosti. Nastavil s velkou presnosti stejné misto a cas
o pét minut predtim. Iridium pomoci kladivka a pdnve pre-
meénil na drobnéjsi kousky, které planoval nacpat do jddra,
aby zastavil reakci. A potom zmackl tlacitko.

* % *

Objevil se v docela bézném paneldkovém obyvacim po-
koji. Tedy byl by bézny, kdyby v pulce zdi nevisel podivny
trimetrovy kovovy wdlec, ktery se materializoval uprostred
Zelezobetonového panelu, jednim koncem v televizi. Valec
vydaval hluboky pulzujici zvuk, ktery se zacal zrychlovat.
Will odklopil kryt na boku a doslova ho srazilo na zem tep-
lo, které se vyvalilo ven. Bylo tak veliké, Ze skoro okamZité
chytly plamenem blizké zdclony.

Will si zastinil oblicej rukou a priblizil se k wvdlci. Po
otevrent krytu se ven vysunuly requlacni sloty, do kterych by
se mélo umistit iridium, ale nevysunuly se vSechny (a Will
stejné nemél tolik kouskd iridia, aby je umistil do vSech).

11 bodu

28-5-6 Sloty na iridium

Mame k dispozici K kouski iridia a S sloti, do kterych
1l se da iridium umistit. Sloti je alespon tolik, kolik je
iridia (K < S), ale nejsou rozmistény rovnomérné. Vsechny
sice lezi na obvodu kruhu, ale jsou ruzné daleko od sebe.

Iridium do nich potfebujeme rozmistit co mozna nejvice
rovnomeérné. Za co nejvice rovnomérné rozmisténi budeme
povazovat takové, které umisti kazdy kousek iridia do jiného
slotu a obsazené sloty budou co nejdale od sebe — minimum
ze vzdalenosti mezi obsazenymi sloty bude nejvétsi mozné.
Vzdélenost poéitdme po obvodu kruhu (a to i pfes za¢atek
kruhu).

Sloty maji celo¢iselné soufadnice (mohly by to byt tieba
stupné) a naSim tkolem je z nich rychle vybrat ty, které



pouzijeme. Pokud bude moznych nékolik stejné vyhodnych
kombinaci, mtizeme pouzit libovolnou z nich.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim rfadku vstupu budou tii ¢isla:
obvod kruhu O, pocet sloti S a pocet kousku iridia k umis-
téni K. Na druhém 7addku vstupu pak bude S celych ¢isel s;
oznacujicich pozice sloti na kruhu z rozsahu 0 < s; < O.
Vsechna ¢isla budou oddélena mezerami a pozice budou se-
fazené od nejmensi.

Formdt vystupu: Na jediny fadek vystupu vypiste K meze-
rou oddeélenych indexti oznacujicich sloty, které budou po-
uzité. Indexujeme od 0.

Ukdzkovy vstup:

36 10 4
0248 12 20 22 24 30 35

Ukazkovy vystup:
1458

Ukéazkovy vstup a vystup si mtzeme pfiblizit obrazkem ni-
ze. Pouzité sloty jsou oznaceny plnym puntikem, miniméalni
vzdélenosti mezi pouzitymi sloty je 8 a veétsi vzdalenosti
dosdhnout nelze.

350

30

24

22
20

Co nejrychleji vlozil kousky iridia do slotu a uderil do
oranzového tlacitka. Sloty se zasunuly a Will sebou pro jis-
totu prastil o zem. Uwvnitr doslo k bourlivé reakci a ven
vylétly rozzhavene jiskry, které zapdlily blizké okoli. Jesté
zZe kombinézy fasované v institutu byly nehovlavé! Po padr
sekunddch ale zacala reakce wustdavat, iridium zafungovalo
jako reguldtor.

Will se uprostred hoticitho bytu postavil, podival se na
nynt uZ neskodny vdlec a aktivoval v ném malou autode-
strukéni ndloz. Pak s modrym zablesknutim z horictho bytu
rychle zmizel, dole uz totiZ zaslechl houkdni sirén.

* % *

Z modré koule se vyloupl opét v mistnosti s reaktorem,
ted navic s krdtkym efektem slehagicich plamend, které vtdhl
s sebou. Usklibl se nad tim a spojil se s ostatnima.

»1ak c¢asové havdrii jsme snad zabranili, zamezil jsem
vybuchu!“ ozndmil.

»Skuvéle, tak ted té uZ jenom dostat zpdtky,“ prisla mu
odpovéd.

Aby wvrdtili mistnost s reaktorem (a Willem) zpdtky do
normdlni faze, museli omezit vznikly casovy vir. K tomu ale
bylo potreba provést velmi mnoho rychlyjch casoprostorovich
vypoctu v krdtkém case — kdyz uZ se operace zahdji, nejde
prerusit ani pozastavit. Proto se rozhodli si néco predpocitat
predem.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codey

12 bodu

28-5-7 Tajemna operace

Mame pocitac¢ pocitajici tajemnou operaci ®, o které
l% vime jenom to, Ze je bindrni a asociativni (tedy Ze je
to operace mezi dvéma prvky a ze nezalezi na uzavorkova-
ni operaci ve vyrazu). Co si pod tim pfedstavit? Muize to
byt napriklad obycejné nasobeni nebo sé¢itani, nebo tieba
nésobeni modulo 10° (v8imnéte si, Ze na rozdil od bézného
nasobeni k tomuto neexistuje inverzni operace — neni tedy
mozné délit).
Béh programu se bude sklddat ze dvou ¢asti. V prvni ¢asti
si mlze program v néjakém rozumném case predpocitat, co
bude chtit, a pak bude ve druhé (ostré) ¢asti béhu dosta-
vat dotazy. Problémem je, Ze vypocet tajemné operace ®
je narocny a béhem ostrého béhu zvladne pocita¢ v case
kazdého dotazu pouzit operaci ® pouze jedenkrat.

Na zac¢atku béhu dostane program pevné dand ¢isla aq az
an, na nichz si mizeme spocitat, co bude chtit, a pii ostrém
béhu pak bude dostéavat mnoho dotazu typu

;i Qa1 ®...0a;-1 a;

neboli dotazil na vypocet operace ® na néjakém intervalu
mezi i a j (kde i < j).

Chtéli bychom si tedy vybudovat néjakou datovou struktu-
ru, kterd nam pfi ostrém béhu umozni odpovidat na takové
dotazy pouze s jednim zavoldnim funkce ®. Ale vypocet
takové struktury by taky mél byt co mozna nejrychle;jsi.

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Vygpocty byly dokonceny, mistnost s generdtorem vrdce-
na do spravné faze a Will uz se chystal k tomu, Ze si po
ndroéném dni pujde dat horkou sprchu. V tom jeho pohled
padl na 7imské brnéni a mec, které prinesl a poloZil s otlu-
cenou panvi do kouta. Chvilku premyslel, pak to vse vzal
do ndruce a do interkomu ozndmil: ,Jesté moment, mdm
néjakou nevyrizenou prdci. ..

* % x

Nez se Gaius stihl vzpamatovat a poradné nadechnout,
zablesklo se podruhé a cizinec se vrdtil. Ted tam vsSak misto
pochodné stdl s pdnvi v jedné ruce a centurionskou zbroji
ve druhé. Rekl néco dalsiho nesrozumitelného a hodil zbroj
i s mecem Gaiovi k nohdam. Pak ho rukou pobidl, aby se do
ni navlekl.

Gaius dlouze nevdhal a cizince poslechl. Jakmile na sebe
2broj navésil, podival se na cizince, co ted. Ten se nahnul,
hodil néco nalevo do lesa, na prstech odpocital od tri do
jedné a silné stréil Gaia do zad. Ten vybehl soucasné s tim,
co se zleva z lesa zacaly ozyvat divné zvuky. . .

Pribéh pro vds dovypravel

Jirka Setnicka


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codex

28-5-8 Neuronové sité 14 bodu

V minulém dilu seridlu jsme se zabyvali modelem biolo-

gického neuronu — perceptronem. Ukézali jsme si, jak
takovy model ,naucit“ a pouzit k jednoduché klasifikaci,
tedy roztfidéni vstupd do nékolika skupin. V zadané tulo-
ze jste nakonec bojovali s tim, Ze jeden perceptron dokaze
klasifikovat jen do dvou skupin.

Dnes se podivame na struktury z umélych neurona sloze-
né, neuronové sité, jejichz schopnosti jsou mnohem Sirsi.
Pouzivaji se k obecné klasifikaci, rozpoznavani zapamato-
vanych vzori, organizaci dat do skupin podle podobnosti
nebo tfeba k feSeni optimalizacnich tloh.

Dopfedné vrstevnaté neuronové sité

Nejoblibenéjsi zptisob, jak zapojit neurony do sité, je roz-
délit je do vrstev 1,2,..., N. Mezi vrstvami napojime vy-
stup kazdého neuronu z vrstvy k na vstup kazdého neuronu
z vrstvy k+ 1. Kazdy z téchto vstupt mé svoji vahu a kaz-
dy z neuroni mé svij prah — stejné jako u jednoduchého
perceptronu.

Prvni vrstvé fikame wstupni. Je trochu specialni, protoze
nepfijima signaly od jinych neuront, ale pfimo vstupni data
a ta bez upravy predava dal. Podobné posledni vrstva se
nazyva vystupni, protoze z ni ¢teme vystup sité. Ostatni
vrstvy jsou pro okolni svét skryte.

Vstupni

Tuto neuronovou sit bychom ted radi naudili néco uzitec-
ného, tedy nasli nastaveni vah, které by zajistilo, Ze pro
vstupy z trénovacich dat bude vystup sité co nejpodobnéj-
§i pozadovanému vystupu. Tuto podobnost méfime pomoci
chybové funkce neuronové sité:

data vystupy

>

i J

E==:

5 —dj)?

(Yj,i
Kde y;,; je vystup j-tého neuronu pii i-tém vstupu sité a d; ;
je pozadovany vystup ve stejném pripadé. Na predpisu této
funkce je zajimavé, ze chyba (nebo také odchylka) kazdého
neuronu je umocnéna na druhou, aby se zdiraznily velké
chyby a zanedbaly malé. Sumy pak sectou chyby ze vSech
neuront pro vSechna trénovaci data. Polovina je v tomto
vztahu jen proto, aby 1épe vysla jeho derivace — to zde ale
délat nebudeme.

Aby uéici algoritmus mohl postupné sniZovat chybu tpra-
vou vahy neuroni, hodilo by se ndm, aby aktiva¢ni funkce
neuronu postupné a spojité rostla s rostoucim potenciadlem
neuronu. Misto skokové funkce signum z minulého dilu tedy
v nasem serialu pouzijeme sigmoidu:

1
f(f):m

A je v této funkci konstanta, jejiz nastavenim mizeme ménit
strmost funkce. K jejimu vlivu na uceni se jesté dostaneme.
Pismenkem ¢ (ks?) znacime potencidl, e moZznd uz zndte
jako Eulerovo ¢islo.

=4

Nize muzete vidét prabéh sigmoidy pro

1

0.75

0.5

0.25

Vypocet vystupu sité

Algoritmus pro vypocet vystupu sité vychéazi pfimo ze vzta-
hu platicich pro perceptron. Postupné pocita vystupy jed-
notlivych vrstev poéinaje prvni skrytou (kterd vstupni vrst-
va data nijak nezpracovava). K vypoctu potencialu &; pod-
le vystupt predchozi j-té vrstvy pouziva vztah z minulého
dilu: §; = ), y;w;;. Potencial se pak dosadi do aktiva¢ni
funkce, v nasem pripadé sigmoidy.

Nikoho, kdo ¢etl pfedchozi dil, by ted nemélo pfekvapit,
7e zv148t nepoéitdme s prahem (anglicky bias). Ten je totiz
schovany v pfidaném neuronu s konstantni hodnotou —1, ze
kterého vede vstupni hrana s vahou odpovidajici velikosti
prahu.

Pro implementaci se mtze hodit si vS§imnout, Ze vypocet
potencialu je skalarni soucin dvou vektort. Pokud vas pro-
gramovaci jazyk tedy vektory (v matematickém smyslu)
a operace s nimi podporuje, miiZete si jejich pouzitim obcas
usetfit trochu prace. Kromé toho mtzete zjednodusenim koé-
du usetfit praci i ctendfi, coz je v programovani ¢asto jesteé
dilezitéjsi princip.

Ukol 1 [2b]: Vymyslete neuronovou sit modelujici logickou
funkci XOR. Sit bude mit dva vstupy a jeden vystup. Pocet
vrstev a skrytych neuronti je na véas, ale snazte se o minima-
litu. Poslete ndm kresbu sité véetné vah a vysvétleni, proc¢
je vae sif nejmensi mozné.

Zpétna propagace

K uceni, tedy minimalizaci chybové funkce FE, se pouziva
mnoho riznych algoritmti. My se podivame na nejzéklad-
néjsi z nich, zpétnou propagaci. Nejdiive si popiseme jeji
myslenku.

Na pocatku ndhodné nastavime vSechny véhy. Uceni pak
probiha tak, ze ndhodné vybirame z trénovacich dat, pro
kazdy vstup nechame sif vypodist vystup a porovname ho
s pozadovanym vystupem z trénovacich dat. Na zakladé
tohoto porovnani upravime vahy sité tak, aby se snizila
chyba sité — vystup se priblizil k pozadovanému.

Postupné prochazime vrstvami od vystupni k vstupni a
upravujeme vahy kazdé vrstvy tak, abychom snizili chybu
té nasledujici smérem k vystupni.

Prevést tuto myslenku do fec¢i matematiky vyzaduje trochu
matematické analyzy, takze na to pro ucely seridlu ptijdeme
trochu od lesa. Nejdiive vam ukazeme vzorce, které zpétna
propagace na upravu vah pouziva, a poté trochu objasnime
jejich casti.

Chceme ur€it novou vahu w;;(t + 1) spoje z neuronu ¢ do
neuronu j v kroku ¢t + 1. Zména této vahy bude zaviset na
chybé neuronu j a vystupu neuronu i:

’U}ij(t + 1) = w”(t) + aéjyi



kde d; je chyba neuronu j. Ta se da piimo spocitat pro
vystupni vrstvu:

65 = (dj — ;) Ay; (1 — y5)
Pro skryté vrstvy je ale tfeba ji odvodit na zakladé chyby,

kterou uz mame spocitanou pro sousedni vrstvu smérem
k vystupni:

k

0j = <Z 5kwjk> Ay; (1 —y;)

Kdy uceni skoncit a prohlasit sif za naucenou nebo na-
opak nepoucitelnou? Jedna z moznosti je sledovat chybu
sité. Pokud se pramérnd chyba testovacich vystupt dlouho
nesnizuje, lepsi uz to asi nebude.

4]
ﬂ

Lep$i moznost je vyzkouSet sif na vstupy, které v tréno-
vacich datech nejsou. Takovym vstuptm se fika testovaci
data, protoze na nich testujeme naucenost sité. Proc je lepsi
oddélit testovaci a trénovaci data? Predstavte si, ze chcete
neuronovou sit naudit t¥eba rozpoznat sudé od lichych éisel.

I pokud sit rozpozné nase trénovaci ¢isla bez chyby, je moz-
né, ze se naucila jen seznam vsech sudych nebo lichych ¢isel
a jind ¢isla mize dal rozpoznavat Spatné. Takovému stavu,
kdy se sif pfili§ zamé¥ila na trénovaci data, se ¥iké preucend.
Naopak schopnosti sité zobecnit feseni fikame generalizace.
Diky testovacim datim umime tyto dva jevy rozlisit.

Pokud ndm neuronovéa sit dava dobré vysledky na tréno-
vacich i testovacich datech, znamend to ze bude mit takto
malou chybu i na dalSich vstupech? Ani to ne! Uceni totiz
zastavujeme pravé tehdy, kdyz budou tyto chyby malé. Po-
kud chceme odhadnout chybu, se kterou bude sit pracovat
pro dalsi data, je dobré ji znovu zméfit pro oddélenou sadu
dat, validacni data.

Uff, dat uz potfebujeme péknou hromadku, kde je ale vzit?
To je spolecné s vypocetni naro¢nosti jednou z nejvétsich
vyzev strojového uceni. Stroje svoji neobratnost v uceni
kompenzuji velkym mnozstvim trénovacich dat. Zatimco
ditéti staci vidét par cisel, aby se naucilo rozlisovat suda
a licha, stroje jich potfebuji rfadove vic.

Mnoho soucasnych technologickych spolecnosti je schopno
vytvafet ,inteligentni“ feSeni pravé diky tomu, Ze maji od
uzivateli svych sluzeb sesbirdno obrovské mmnozstvi dat.
Nam budou muset stacit vefejné datasety dostupné na in-
ternetu. Jak je rozdélit na trénovaci, testovaci a validacni
¢ast? Nahodné; ptri¢emz vétSina se obvykle pouziva na tré-
novani.

Predzpracovani dat

Narozdil od perceptronil, neuronové sité obvykle pracuji
s Cisly v rozsahu [0;1], a i nase aktiva¢ni funkce méa obor
hodnot v tomto rozsahu. To pro nas znamend, Zze bychom
si data pro neuronovou sif méli predzpracovat, aby byly
v tomto rozsahu. Témto technikdm predzpracovani se rika

normalizace a my ji budeme provadét stejné jako v minu-
lém dile seridlu.

Pokud napfiklad chceme, aby neuronova sit pracovala s vys-
kami dospélého ¢lovéka, které se v nasich datech pohybuji
od 140 po 200cm, pfepocitame tyto vysky tak, aby 140
odpovidalo nule, 200 odpovidalo jedné a vzadjemné poméry
vysek zustaly stejné.

Pokud sif pouzivame ke klasifikaci do k skupin, ¢asto mii-
zeme dosdhnout lepsich vysledki, kdyz misto jednoho vy-
stupu sité, ktery by udaval ¢islo skupiny 1, .., k, pouzijeme
k vystupnich neurond. i-t4 skupina se pak reprezentuje tak,
7e i-ty neuron ma hodnotu 1 a ostatni 0 (nebo v blizkosti
téchto hodnot).

Pocateéni parametry

Chovani zpétné propagace ovliviiuje nékolik parametru a
zpisob generovani pocatecnich vah. Parametry maji vliv
hlavné na rychlost uceni. Pokud uceni nastavite prilis rych-
1é, miize algoritmus Uplné ztratit schopnost chybu sité zlep-
Sovat a uCeni nebude fungovat. Konkrétni volba parametri
zéavisi na feSeném problému a casto se s ni experimentuje.

Parametr \ nastavuje strmost aktiva¢ni funkce, v nasem
piipadé f(§) = He%kg Jak si miZete sami vyzkouset do-
sazovanim, vétsi A znamend strméjsi funkci. Strma funkce
pak zrychluje uceni, protoze mensi potencial (a tedy mensi
rozdil vah) staéi k tomu, aby neuron vydal vystup blizko
+1. Uceni tedy pro velkou A nemusi vihy ménit o tolik, coz
jej zrychli.

Parametr o nastavuje rychlost zmény vah v kazdém kroku
uceni. Jak je vidét ve vztahu pro aktualizaci vah: w;;(t +
1) = w;;(t) + adjy;, vétsi a zpisobi vétsi zmény vah. Ob-
vykle pouzivame A € [0.5;4] a « € [0.2;1].

Zbyva vytesit volbu pocatecnich vah. Ty bychom chtéli na-
stavit tak, aby primérny neuron reagoval na vstupy v roz-
sahu [0; 1] opét potencidlem v rozsahu [0; 1].

Nechceme tedy naptiklad, aby neurony s vétsimi pocty vstu-
pi generovaly potencidly (v absolutni hodnoté) mimo zmi-
nény rozsah. Proto by takové neurony mély mit mensi vahy
svych vstupt. Doporucujeme volit poc¢ateéni vahy v rozsahu
f’ kde N je pocet vstupti neuronu. K presnému odvo-
zeni tohoto vztahu je potfeba smichat trochu matematické
statistiky a integralniho poctu, takze jej zde zatajime.



Ukol 2 [8b]: Podivejme se znovu na dataset o kosatcich ze
stranky serialu. Zkusme klasifikovat kosatce pomoci neuro-
nové sité a porovnat presnost s feSenim pomoci perceptro-
nil. Nezapomeiite na predzpracovani dat. Pivodni autorské
feseni, které mélo z 60 trénovacich vzort na zbytku data-
setu 93.42 % presnost, byste méli bez problému prekonat.

Zkuste si pohrat s architekturou sité (poétem neurond a vrs-
tev) a parametry a do FeSeni pfipiSte, na co jste pfisli.
V odevzdaném feseni rozdélte dataset v poméru 50:25:25 %
pro trénovaci, testovaci a validac¢ni ¢ast.

Pokud jste tllohu z minulé série fesili, stdhnéte si prosim
dataset znovu, opravili jsme v ném dvé drobné chyby. Od
minula také pfipominame, ze kazdy rfadek datasetu repre-
zentuje vlastnosti jednoho kosatce.

Prvni fadek popisuje vyznam sloupeckt: prvni dva jsou dél-
ky a sirky kalisnich listkt, dalsi dva jsou délky a sitky okvét-
nich listkid. Mame za kol predpovédét posledni sloupec —
konkrétni druh kosatce: setosa, versicolor, nebo virgi-
nica.
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Ukol 3 [4b):

Nakonec se podivame na tlohu, kterd je pro nas ,umély
mozek® tézka: rozpoznani srdce. Méjme neuronovou sit se
dvéma vstupy, jednou skrytou vrstvou s N neurony a jednim
vystupem.

Sit bude na vstupu pfijimat soutradnice x a y bodu v ro-
viné€ a jeji vystup se bude blizit 1, pokud bod lezi uvnitf
srdce, a 0 v opa¢ném pfipadé. Srdce budeme pro nase uce-
ly znézornovat znamym piktogramem tvorenym c¢tvercem a
dvéma pulkruznicemi umisténymi nad jeho dvéma soused-
nimi stranami.

Zvolte si pocet skrytych neurontt N (alespoii 6) a najdé-
te nastaveni vah této sité. Rozmeéry a soufadnice srdce si
zvolte libovolné. Ulohu miiZete vyfesit jak pomoci zpétné
propagace, tak pomoci tuzky a papiru.

Jan Skoda


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evoluce

Recepty z programatorské kucharky: Rekurzivni funkce a dynamické programovani

Rekurzivni funkce je takova funkce, kterd p¥i svém béhu
vola sama sebe, ¢asto i vice nez jednou. To typicky vede na
exponencialni ¢asovou slozitost algoritmu.

Dynamické programovani je technika, kterou lze z poma-
lého rekurzivniho algoritmu vyrobit pékny polynomialni,
tedy aZ na vyjimecéné ptripady. Ale nepfedbihejme, nejdiive
se podivame na jednoduchy piiklad rekurze.

Fibonacciho ¢isla

Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To
je posloupnost, jejimiz prvnimi dvéma c¢leny jsou jednic-
ky (F; = 1, F» = 1) a kazdy dalsi ¢len je sou¢tem dvou
predchozich (F,, = F,,—1 + F,,—2 pro n > 2). Za¢ina takto:

11 2 3 5 8 13 21 34 55 &9

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znaéit F},) si napise-
me rekurzivni funkci Fibonacci(n), kterd bude postupovat
presné podle definice — zepté se sama sebe rekurzivné, jaka
jsou dvé predchozi cisla, a pak je se¢te. Mozna vice fekne
program:
def fibonacci(n):
if n <= 2:
return 1
else:
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)

To, jak funkce vola sama sebe, si mizeme snadno nakreslit
tfeba pro vypocet cisla Fy:

Vidime, ze se program rozvétvuje, coz tvoii strom volani.
V kazdém vrcholu tohoto stromu travime konstantni cas,
takze Casova slozitost celého algoritmu je az na konstantu
rovna poctu vrcholti tohoto stromu. Kolik to je, spocitame
jednoduchou tivahou.

Kazdy vrchol stromu vraci hodnotu, kterd je souc¢tem hod-
not v jeho synech. Proto je hodnota v kofeni rovna souctu
hodnot v listech. V listech jsou ovSem jednicky (Fi a F3),
takze listti musi byt pravé F,, a vSech vrcholt dohromady
aspon Fj,.

Proto na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotfebujeme
Cas alesporn takovy, kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké
takové F,, vlastné je? Muzeme tfeba vyuzit toho, Ze

Fo=F,1+F, 2>2F, o,

z ¢ehoz indukci dokazeme

Fn22"/2 pro n > 6.

Funkce Fibonacci mé tedy alespon exponencidlni ¢asovou
slozitost coz neni nic vitaného.

Jak najit efektivnéjsi algoritmus? Vsimneme si, ze nékte-
ré podstromy jsou shodné. Ziejmé to budou ty ¢asti, které
reprezentuji vypocet stejného Fibonacciho ¢isla — v nasem

prikladé tfeba tietiho. Tyto vypocty opakujeme stile do-
kola.

Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si jejich vysledky ulozit
a pak je kdykoliv vytahnout jako povéstného kralika z klo-
bouku s minimem namahy.

Pravé zde je zminka o krdlicich prihodnd.
Legenda o Fibonacciho cislech vypravi, Ze k jejich
objevu doslo pri vyzkumu rozmnoZovdni kraliki.

Leonardo Pisdnsky (zndmy téZ jako Fibonacci)
totiz péstoval kraliky. Pruni dva mésice mel
1 pdr, dalsi mesic mel 2 pary, pak 3, pak 5, ...

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich,
na pocatku inicializované nulami. Kdykoliv budeme chtit
spocitat néktery Clen, nejdfive se podivame do pole, zda
jsme ho jiz jednou nespocetli. A naopak jakmile hodnotu
spocitame, hned si ji do pole poznamename:

P = [0] * (N+1)

def fibonacci(n):

if P[n] ==
if n <= 2:
P[n] =1
else:
P[n] = fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)

return P[n]

Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy clen posloupnosti se tentokrat ptame maximal-
né dvakrat — k vypoctu ho potiebuji dva nasledujici ¢leny.
To ale znamen4, Ze funkci Fibonacci zavolame maximélné
2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou tpravou zlepsili expo-
nencialni slozitost na linearni.

Zdalo by se, ze abychom ziskali cas, museli jsme obétovat
pamét, ale to neni tak Uplné pravda. V prvnim prikladu si-
ce nepouzivame zadné pole, ale pfi volani funkce si musime
zapamatovat nékteré udaje, jako je tfeba navratova adresa,
parametry funkce a jeji lokdlni proménné, a na to samot-
né potiebujeme urcité pamét linedrni s hloubkou vnofent,
v naSem pripadé tedy linearni s n.

Urcité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho ¢islo se da
snadno spocitat i bez rekurze. Staci prvky naseho pole P
plnit od zadatku — kdykoli zndme P[1...k| = Fy_ j (vSech-
ny prvky pole na pozicich od 1 do k), dokdZeme snadno
spocitat i P[k + 1] = Fy41:
P = [0] * (N+1)
def fibonacci(n):

P[1] 1

P[2] 1

for i in range(3, n):

P[i] = P[i-1] + P[i-2]
return P[n]



Zopakujme si, co jsme postupné udélali — nejprve jsme vy-
mysleli pomalou rekurzivni funkci, kterou jsme zrychlili za-
pamatovavanim si mezivysledkd.

Nakonec jsme ale celou rekurzi ,,obratili naruby“ a mezivy-
sledky pocitali od nejmensiho k nejvétsimu, aniz bychom se
starali o to, jak se na né piivodni rekurze ptala.

V pripadé Fibonacciho c¢isel je samoziejmé snadné prijit
rovnou na nerekurzivni feSeni a dokonce si vSimnout, ze
si sta¢i pamatovat jen posledni dvé hodnoty, a pamétovou
slozitost tak zredukovat na konstantni.

Zminény obecny postup zrychlovani rekurze nebo rovnou
feSeni tlohy od nejmensich podproblémt k tém nejvétsim
dynamické programovdni.

Problém batohu

Je dano N predmétt o hmotnostech my, ..., my (celocisel-
nych) a také &slo M (nosnost batohu). Ukolem je vybrat
nékteré z predmétt tak, aby soucet jejich hmotnosti byl co
nejvétsi, ale pritom neprekrocil M. Predvedeme si algorit-
mus, ktery tento problém fesi v ¢ase O(MN).

NA&s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0. .. M] a je-
ho ¢innost bude rozdélena do N kroka. Na konci k-tého
kroku bude prvek A[i] nenulovy prévé tehdy, jestlize z prv-
nich k predmétu lze vybrat predméty, jejichz soucet hmot-
nosti je pfesné 1.

Pfed prvnim krokem (po nultém kroku) jsou vSechny hod-
noty A[i] pro ¢ > 0 nulové a A[0] ma né&jakou nenulovou
hodnotu, feknéme —1.

Vsimnéme si, jak kroky algoritmu odpovidaji podaloham,
které fesime — v prvnim kroku vyfesime podulohu tvofenou
jen prvnim predmétem, ve druhém kroku prvnimi dvéma
predméty, pak prvnimi tfemi predméty atd.

PopiSme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme pro-
chézet od konce, tj. od i = M. Pokud je hodnota A[i] stale
nulové, ale hodnota A[i —my] je nenulové, zménime hodno-
tu ulozenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, pro¢ zrovna
na k).

Nyni si rozmyslime, Ze po provedeni k-tého kroku odpo-
vidaji nenulové hodnoty v poli A hmotnostem podmnozin
z prvnich k pfedméti (podmnoZina je v podstaté jen vybér
néjaké ¢asti predmétit).

Pokud je hodnota A[i] nenulova, pak bud byla nenulova
pred k-tym krokem (a v tom piipadé odpovidd hmotnosti
néjaké podmnoziny prvnich k — 1 pfedmétii) anebo se stala
nenulovou v k-tém kroku.

Potom ale hodnota A[i —my] byla pfed k-tym krokem nenu-
lova, a tedy existuje podmnozina prvnich k£ — 1 predméti,
jejiz hmotnost je ¢ — my. Pfidanim k-tého pfedmétu k té-
to podmnoziné vytvorime podmnozinu predmétt hmotnosti
presné i.

Naopak, pokud lze vytvofit podmnozinu X hmotnosti ¢
z prvnich k pfedméti, pak takovou podmnozinu X lze bud
vytvoFit jen z prvnich k& — 1 pfedméti, a tedy hodnota A[i]
je nenulova jiz pred k-tym krokem, anebo k-ty predmét je
obsazen v takové mnoziné X.

Potom ale hodnota A[i — my] je nenulova pfed k-tym kro-

kem (hmotnost podmnozZiny X bez k-tého prvku je i —my)
a hodnota A[i] se stane nenulovou v k-tém kroku.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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Po provedeni vsech N kroka odpovidaji nenulové hodno-
ty A[i] pfesné hmotnostem podmnoZin ze vSech pfedméti,
co mame k dispozici. Specidlné nejvétsi index ig takovy,

podmnoziny predmétt, kterd neprekro¢i hmotnost M.

Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni obtizné:
V k-tém kroku jsme ménili nulové hodnoty v poli A na
hodnotu k, takze v Alip] je uloZeno ¢islo jednoho z pfed-
méti néjaké takové mnoziny, v Alig — m 4] ¢islo dalsiho
predmétu atd. Zdrojovy kéd tohoto algoritmu lze nalézt na
dalsi strané.

Casova slozitost algoritmu je O(NM), nebot se sklad4
z N krokd, z nichz kazdy vyzaduje ¢as O(M). Pamétova
slozitost ¢ini O(N + M), coz pfedstavuje pamét potiebnou
pro uloZeni pomocného pole A a hmotnosti danych pred-
meéti.

# JiZ existujici proménné:

# N - pocet predmétd

# M - hmotnostni omezeni

# hmotnosti - pole vah jednotlivjch pfedmétl

A =[0] *M

Af0] =1
for k in range(N):
for i in range(M, hmotnost[k]-1, -1):
if (A[i-hmotnost[k]] !'= 0) and (A[i] == 0):
Ali] = &
i M
while A[i] == O:
i-=1
print ("Maximdlni hmotnost: {}" .format(i))
print ("P¥edméty v mnozin&:", end="")
while A[i] != -1:
print (" {}" .format(A[i]), end="")
i = i - hmotnost[A[i]]

Cviceni a poznamky

® Proc¢ pole A prochizime pozadu a ne popredu?

e Slozitost algoritmu vypadéa jako polynomidlni, ale to je
trochu podvod. Zavisi totiz na hodnoté M. Pokud tu-
to hodnotu na vstupu zapiseme obvyklym zpiisobem, te-
dy v desitkové nebo dvojkové soustavé, pouzijeme Ffadove
log M cifer.

Nase M proto bude vzhledem k délce vstupu az exponen-
cialné velké. To je typicky priklad takzvaného pseudopo-
lynomidiniho algoritmu — tedy takového, jenz je vzhledem
k hodnotdm na vstupu polynomiélni, ale k délce vstupu
exponencialni. Podrobnosti si mizete precist v kucharce
o tézkych tlohach.?

Nejkratsi cesty a Floyduv-Warshalluv algoritmus

N&s dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritmu, ale
zkusime si jej nejdiive Fici bez grafi:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést ve-
dou obousmérné silnice, jejichZ (nezaporné) délky jsou dany
na vstupu. Pfedpokladame, Ze silnice se jinde nez ve més-

vV

tech nepotkéavaji (pokud se kiiZi, tak mimouroviiové).

Ukolem je spoéitat nejkratsi vzdalenosti mezi viemi dvoji-
cemi mést, tj. délky nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi
meést.

Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda dvé
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po sobé nasledujici mésta jsou spojené silnici, a délka cesty
je soucet délek silnic, které tato mésta spojuji.

V grafové terminologii tedy méame dany ohodnoceny neori-
entovany graf a chceme zjistit délky nejkratSich cest mezi
vSemi dvojicemi jeho vrcholi.

Plijdeme na to nasledovné — vzdalenosti mezi mésty jsou
na zacatku algoritmu uloZeny ve dvourozmérném poli D,
tj. D[i][j] je vzdalenost z mésta i do mésta j. Pokud mezi
mésty i a j nevede zadna silnice, bude D[i][j] = oo (v pro-
gramu bude tato hodnota rovna néjakému dostatecné vel-
kému ¢islu).

V pribéhu vypocétu si budeme na pozici D[i|[j] udrZzovat
délku nejkratsi dosud nalezené cesty mezi mésty ¢ a j.

Algoritmus se sklada z N fazi. Na konci k-té faze bude
v DIi][j] uloZena délka nejkratsi cesty mezi mésty ¢ a 7,
kterda muze prochazet skrz libovolna z mést 1,..., k.

V prubéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda je mezi mésty
i a j kratsi stavajici cesta pres mésta 1,..., k—1, jejiz délka
je ulozena v DIi][j], nebo nové cesta pies mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochézi pres mésto k, miizeme si ji
rozdélit na nejkratsi cestu z ¢ do k a nejkratsi cestu z k
do j. Délka takové cesty je tedy rovna D[i|[k] + D[k][J].
Takze pokud je soucet DIi][k] + D[k][j] mensi nez stavajici
hodnota D[i][], nahradime hodnotu na pozici D[i][j] timto
souCtem, jinak ji ponechame.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, ze po N-té fazi je na pozici
D[i][j] uloZena délka nejkratsi cesty z mésta i do mésta j.

Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime vyzkouset vsech-
ny dvojice i a j, vyzaduje kazd4 faze ¢as O(N?). Celkova
¢asova slozitost naseho algoritmu tedy je O(N?3). Co se pa-
méti tyce, vystacime si s polem D a to m4 velikost O(N?).

Program bude vypadat néasledovné:

for k in range(N):
for i in range(N):
for j in range(N):
if dlil (k] + d[k][j] < d[il[j]:
dlil[j] = dlil (k] + d[k][j]

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kro-
mé vzdalenosti mezi mésty chtéli nalézt i nejkratsi cesty
mezi nimi.

To lze jednoduse vytesit naptiklad tak, ze si navic budeme
udrZovat pomocné pole E[i][j] a do néj pfi zméné hodnoty
DJi][j] ulozime nejvyssi ¢islo mésta na cesté z ¢ do j délky
DIi][j] (pfi zméné v k-té fazi je to ¢islo k).

Mame-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nej-
prve cestu z i do EJi][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto
cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim) postupem.
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Poznamky

® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: Jak vime,
Ze spojenim dvou cest, které provadime, vznikne zase ces-
ta (tj. Ze se na ni nemohou néjaké vrcholy opakovat)?
To samoziejmé nevime, ale vSimnéme si, ze kdykoliv by
to cesta nebyla, tak si ji nevybereme, protoze ptvodni
cesta bez vrcholu k£ bude vzdy krats$i nebo alespon stejné
dlouha. .. tedy dokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus
zaporné délky. To bychom méli pfidat do predpokladt
naseho algoritmu, kdybychom byli pedanti.

® Pozor na poradi cykla — program vyslovené svadi k to-
mu, abychom psali cyklus pro k jako vnitini. .. jenze pak
samoziejmé nebude fungovat.

Cviceni

e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jedno-
smérné?

e Na prvni pohled nejpfirozenéjsi hodnota, kterou bychom
mohli pouzit pro oo, je maxint. To ovSem nebude fungo-
vat, protoze oo + oo pretece. Staci maxint div 27

e Hodnoty v poli si prepisujeme pod rukama, takze by se
nam mohly poplést hodnoty z predchozi faze s témi z faze

soucasné. Ale zachrani nas to, Ze ¢isla, o ktera jde, vyjdou
v obou fazich stejné. Proc?

Nejdelsi spoleéna podposloupnost

Posledni priklad dynamického programovani, ktery si pred-
vedeme, se bude tykat posloupnosti. Méjme dvé posloup-
nosti Cisel A a B.

Chceme najit jejich nejdelsi spole¢nou podposloupnost, te-
dy takovou posloupnost, kterou mizeme ziskat z A i B od-
stranénim nékterych prvkt. Naptiklad pro posloupnosti

A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spoleénych podposloupnosti tato po-
sloupnost:

C=23122312.

Jakym zptisobem muzZzeme takovou podposloupnost najit?
Nejdfive nas asi napadne vygenerovat vSechny podposloup-
nosti a ty pak porovnat.

Jakmile si ale spoc¢itame, ze vSech podposloupnosti posloup-
nosti o délce n je 2" (kazdy prvek nezavisle na ostatnich bud
pouzijeme, nebo ne), najdeme radéji néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyresime tento pro-
blém pouze pro prvni prvek posloupnosti A. Pak najdeme
feSeni pro prvni dva prvky A, pficemz vyuzijeme piedcho-
zich vysledkd. Takto pokracdujeme pro prvni tii, ¢tyri, ...
az n prvku.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kro-
ku pamatovat, abychom z toho dokazali spocist krok nasle-
dujici. Uréité ndm nebude stacit pamatovat si pouze nejdel-
§1 podposloupnost, jenze mnozina vsech spole¢nych podpo-
sloupnosti je uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zméni tato mmnozZina
pii pfidani dalsiho prvku k A: VSechny podposloupnosti,
které v mnoziné byly, tam ztstanou a navic pfibude nékolik
novych, konéicich pravé pfidanym prvkem.



Ovsem my si podposloupnosti pamatujeme proto, abychom
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je ¢asem rozsifili na nejdelsi spole¢nou podposloupnost.

Takze pokud zname néjaké dvé stejné dlouhé podposloup-
nosti P a () kon¢ici nové pfidanym prvkem v A a vime, Ze
P konéi v B dfive neZ @, staci si z nich pamatovat pouze P.
V libovolném rozsifeni @-cka totiz mizeme () vyménit za P
a ziskat tim stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.
Proto si sta¢i pro jiz zpracovanych a prvka posloupnosti A
pamatovat pro kazdou délku [ tu ze spoleé¢nych podposloup-
nosti A[1...a] a B délky [, kterd v B kon¢i na nejlevéjsim
mozném misté.

Dokonce nam bude stacit si misto celé podposloupnosti ulo-
Zit jen pozici jejiho konce v B. K tomu pouzijeme dvojroz-
mérné pole Dia,l].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozi-
ce ulozené v poli D se zvétSuji s rostouci délkou podpo-
sloupnosti, ¢ili Dla,l] < Dla,l + 1], protoZe posloupnosti
délky [ 4 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnos-
ti délky ! o 1 prvek.

Ted jiz vypocet samotny:

Pokud uz znadme cely a-ty fadek pole D, muzeme z néj
ziskat (a + 1)-ni fddek. Projdeme postupné posloupnost B.
KdyZ najdeme v B prvek Afa + 1] (ten pravé pridavany
do A), mZeme rozsifit vSechny podposloupnosti konéici
pred aktudlni pozici v B.

Nas bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, protoze rozsire-
nim vsech kratsich ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozi-
ce je vétsi nez koncova pozice nékteré posloupnosti, kterou

jiz zndme. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a ulo-
Zime ji misto pavodni podposloupnosti.

Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloup-
nosti B. V§imnéme si, Ze nemusime prochéazet pole s pod-
posloupnostmi stale od zacatku, ale muZzeme se v ném po-
souvat od nejmensi délky k nejvétsi.

Ukéazeme si, jak vypada zaplnéné pole hodnotami pfi feSeni
problému s posloupnostmi z naseho piikladu. Radky jsou
pozice v A, sloupce délky podposloupnosti.

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 - - - - - - - - - - =
21 5 - - = = = = = = = =
31589 - - = - = - - = =
4 1 4 6 11 - —-— — — - - = =
5 1 2 5 7 12 - - — - - = =
6 1.2 3 7 9 14 - - — - - =
T 1 2 3 7 8 12 - - - - - =
8§ 1.2 3 7 8 12 13 - — — — —
9 1 2 3 5 8 9 13 4 - - — -—
01 2 3 4 6 9 11 4 - — — -—
11 2 3 4 6 9 11 14 - - — -—
121 2 3 4 6 7 11 12 - — — —

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvlddneme rekonstruovat
hledanou nejdelsi spoleénou podposloupnost (NSP).

Ukéazeme si to na nasem prikladu — jelikoz posledni nenulové
¢islo na poslednim fadku je v 8. sloupci, ma hledana NSP
délku 8.

— 11 —

DJ12,8] = 12 tika, Ze posledni pismeno NSP je na pozici
12 v posloupnosti B. Jeho pozici v posloupnosti A uréuje
nejvyssi radek, ve kterém se tato hodnota také vyskytu-
je, v naSem pripadé je to Ffadek 12. Druhé pismeno tedy
budeme urcovat z D[10, 7], t¥eti z D[9, 6], atd.

Jednou z hledanych podposloupnosti je tedy:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

Jiz zbyva jen odhadnout slozitost algoritmu. Casové nejna-
ze dvou hlavnich cykld o délce |A| a |B|, coz jsou délky
posloupnosti A a B.

Vnofeny cyklus while probéhne celkem maximalné | A|-krat
a Casovou slozitost nam nezhorsi. Mizeme tedy Tict, Ze ¢a-
sova slozitost je O(|A|-|B]).

Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi,
protoze pak je maximéalni délka spole¢né podposloupnosti
i pocet krokt algoritmu roven délce kratsi posloupnosti,
a tedy 1 velikost pole s daty je kvadrat této délky.

Pamétovou slozitost odhadneme O(N2+M), kde N je délka
kratsi posloupnosti a M té delsi.

if LA > LB:

(C, A, B) = (A, B, ©

(T, LA, LB) = (LA, LB, T)
for i in range(LA):

d[o][i] = LB
L=0
MaxL = 0O

for i in range(LA):
for j in range(LA):
alil[j1 = d[i-11[j]

L=20
for j in range(LB):
if B[j] == A[i-1]:
while (L == 0) or (d[i-1]1[L] < j):

L +=1
if d[4][L] >= j:
dfi][L] = j
if L > MaxL:
MaxL = L
LC = MaxL
j = LA

for i in range(LC, 0, -1):
while d[j-1][i] == d[j]1[i]:

N =

J =
Cli-1] = A[j-1]
1

j—:

Dnesni menu servirovali

Martin Mares a Petr Skoda
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28-4-1 Sledovani telefonu

Pokryti hovory budeme fikat libovolnému seznamu hovo-
ri, ktery pfi poséitani pres spoje odpovida vstupnim da-
tam. Minimdlni pokryti pak bude takové, které mezi vSemi
pokrytimi ma minimalni pocet hovorti. Uloha po nas chce
najit libovolné minimélni pokryti. Pro zjednoduseni uvazuj-
me, ze pfed prvnim a za poslednim domem je imaginarni
spoj, pres ktery neprobéhl zadny hovor.

Podivejme se ted na libovolné pokryti, a vezméme né&jaky
diim. Z néj vede doleva [ a doprava p hovorid. Pokud | =
p, timto domem muZou vSechny hovory jenom prochazet.
Pokud ale | < p, pak doprava vede vice hovorti, tedy zde
alespoii p — [ musi za¢inat (vést od tohoto domu nékam
doprava). Naopak, pokud [ > p, pak zde alespoii {—p hovortt
musi koncit.

Na chvilku si predstavme, Ze pocty hovort pfes spoj jsou
nadmoiské vysky. Pokud zacneme vlevo v nule, pijdeme
stejné metrit do kopce jako z kopce, protoze na konci zase
skon¢ime v nule. Z toho vidime, ze zacatku je stejné ja-
ko koncti. Navic, budeme-li zleva doprava priubézné pocitat
pocet zacatkid a koncti, pocet zacatkd bude v kazdou chvili
alespon tak velky jako pocet koncil.

V libovolném pokryti musi kazdy hovor nékde zacinat. Po-
s¢itame-li tedy nutné zacatky, dostaneme odhad na mini-
malni pocet hovori H. Pokud by se nam podafilo sestrojit
pokryti, které je sloZzeno z H hovort, vime, ze je minimalni.

Nyni si ukdzeme algoritmus, ktery pravé takové pokryti se-
stroji. Pijdeme pres domy zleva doprava, a kazdy zacatek si
poznamename jako nevyfeseny. Jakmile narazime na néjaky
konec, pridélime ho libovolnému z nevyfesenych zacatki.

Pokud za ,libovolny“ prohlasime ten prvni, mizeme ne-
vyresené zacatky udrzovat ve fronté, ale stejné dobre bu-
de fungovat tfeba zasobnik. Jak uZ jsme si vSimli, nevy-
feSenych zacatkl bude vzdy dostatek a na konci vyresime
vsechny. Tim jsme sestrojili pokryti pravé H hovory, tedy
to musi byt minimalni pokryti.

Reseni projde pfes N domii, a k tomu H-krat vlozi ¢islo na
zésobnik. Casova slozitost tedy bude O(N + H), stejné tak
pamétova.

Neékteti z vas si v tuto chvili fekli, Ze to je nejlepsi mozné,
protoze O(N) nam sebere ¢teni vstupu, a O(H) vypisovani
vystupu. V tom pripadé jste si ale Spatné zvolili forméat
vystupu, ktery byl na vés :)

My si jako format vystupu zvolime seznam trojic (A, B, ).
Kazda tika, ze z A do B bylo provedeno x hovora. Soudet
vSech x bude H, ale ukdzeme, zZe ndmi vygenerované pokryti
Ize popsat pomoci nejvyse 2N trojic.

Nevyiesené zacatky si budeme ukladat do fronty, ale misto
toho, abychom si do ni vkladali kazdy zvlast, ulozime si tam
dvojice (A, a) vyjadiujici, Ze z A mame jesté a nevyfesenych
zacatku.

Jak potom postupujeme, kdyz nalezneme vrchol 7, kde
kon¢i néjaké hovory? V kazdém takovém vrcholu je [—p = z
koncti, které je potfeba propojit se zacatky. Tyto zacatky
poskladame z toho, co najdeme na zacatku fronty.

Podivame se na prvni (4, a) ve fronté. Pokud a < z, vSech-

3 Viz kuchatku na strané 8 tohoto letdku.
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ny nevyfeSené zacatky z A spojime s Z, vypiSeme (A, Z, a)
a odstranime z fronty (A, a). Navic snizime z o a. Toto opa-
kujeme, dokud neodstranime vSechny zacatky, které doka-
zeme vyTesit celé.

A7 posledni zacatek, kdy a > z, nedokazeme vyftesit na-
tolik, abychom ho mohli vyhodit z fronty. V tu chvili a
ve fronté sniZzime o z, a naposledy vypiSeme (A, Z, z). Tim
jsme vyftesili vSechny konce v domé Z.

Vsimnéte si, ze ¢asteénych snizeni ve fronté bude nejvyse
tolik, kolik je vrcholt s konci, tedy nejvyse N. Zaroven,
odstranit z fronty konkrétni dtim Ize jen jednou, a do fronty
jsme vlozili kazdy dim nejvyse jednou. Dohromady tedy
vypiSeme nejvyse 2N fadki. A protoZe jsme si tim zaroven
omezili velikost fronty na IV, takto upraveny algoritmus uz
maé Gasovou 1 pamétovou slozitost O(N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-1.py

Ondra Hlavaty

28-4-2 Podepisovani dokumentu

Na zacatek zvolme jednoduchy pristup. Vybereme si dvojici
a dame ji dokumenty. Potom se podivame na to, jak dlou-
ho by podepisovani trvalo. Takto to zkusime pro kazdou
spolusedici dvojici a vybereme z nich tu nejlepsi.

A jak zjistovat celkovou dobu podepisovani dokumentu pro
danou startovni dvojici? Nejjednodussi je krokovat po mi-
nuté. Rychlejsi pfistup rovnou skace na ty minuty, kdy se
néjaky ¢lovék dokonci sviij podpis.

Mgjme tedy dvé ¢&isla (kazdé pro jednu sadu dokumentit).
Tato ¢isla nam udévaji, ve které minuté pribude dalsi pod-
pis pod danou sadu dokumenti. Pokazdé vybereme men-
§1 z téchto Casu, v takovém Case se sada posune k dalsi-
mu ¢lovéku. Dokument tedy posleme dalsimu ¢lovéku a ¢as
pristiho podpisu aktualizujeme (pfi¢teme dobu podepisovéa-
ni timto ¢lovékem). Toto opakujeme, dokud se nepodepisi
vSichni.

Jeden pribéh dokumentu jsme schopni zpracovat v linear-
nim ¢ase a musime vyzkouset N dvojic. Dostavame tedy
¢asovou slozitost O(N?).

Zrychlujeme

Pojdme se podivat na rychlejsi feseni. Budeme vyuZzivat jiz
spocCitané pripady, ¢imz si usetiime jejich opétovné pocitani
(této technice se iiké dynamické programovani).?

Nejprve si, stejné jako v pfedchozim ptipadé, vybereme li-
bovolnou dvojici a pro ni si algoritmem z ptredchozi ¢és-
ti spocitdme celkovou dobu podepisovani. Navic si ale za-
pamatujeme, kde dokumenty skoné¢i a kdy pribyl posledni
podpis pod prvni sadu a druhou sadu.

Nyni si predstavme, Ze bychom dokumenty dali o jednu
pozici vedle tak, Ze prvni ¢lovék, co podepisoval druhou
sadu, bude nyni prvni, ktery bude podepisovat prvni sadu.
Ukéazeme si, ze tato situace se v uréitém smyslu prilis nelisi
od té predchozi, kterou jiz mame spoctenou.

Podivejme se na skupinu lidi, kterda podepise druhou sadu.
Tato skupina oproti pfedchozimu feseni pfisla o svého prv-
niho ¢lena, ktery nyni podepise prvni sadu. Budeme-li tedy
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vychéazet z predchozich vysledki, staci od ¢asu posledniho
podpisu pod druhou sadou odecist dobu, kterou tento prvni
Clen stravil podepisovanim.

To ale nemusi byt jedind zména. Do skupiny lidi podepisu-
jicich druhou sadu muze nékolik lidi pfibyt. To se mize stat
tim, Ze druhd sada se nyni k poslednimu ¢lovéku dostane
difiv a tedy se muze stihnout pfedat jesté nasledujicim li-
dem v kruhu. Zkousime tedy postupné takové lidi presouvat
do nasi skupiny a prislusné upravovat casy.

Kdy se zastavit? Vsimnéte si, Ze timto pfesouvanim se ¢as
podepisovani druhé sady zvysuje, zatimco u prvni sady se
snizuje. Rozdil téchto ¢asti se tedy bude postupné snizovat
dokud ¢as podepisovani druhé sady nebude vétsi nez cas po-
depisovani té prvni, poté se bude tento rozdil jen zvySovat.
Staci se tedy zastavit v okamziku, kdy doba podepisovéini
druhé sady piekroc¢i dobu podepisovani prvni sady.

Rozmyslete si, ze jedno ze dvou poslednich feSeni (tj. to
prvni, kdy doba podepisovani druhé sady je vétsi nez doba
podepisovani prvni sady, nebo to posledni, kdy tomu tak
jesté neni) je nejrychlejsi FeSeni, a popisuje tedy i skuteé-
nou dobu, kterou by dokumenty kolovaly, pokud bychom je
rozdali zvolené startovni dvojici.

Takto budeme postupné zkouset vSechny startovni dvojice.
Sta¢i z nich pak vybrat to celkové nejrychlejsi a to ndm
tika, které dvojici médme dokumenty dat.

V celém feSeni vlastné postupné posouvame misto, kde do-
kumenty rozdame a misto kde se sady dokumentii opét
stfetnou. Vsimnéte si, ze misto stietnuti nikdy nepiekro-
¢i misto rozdani dokumentt. A jelikoZ zkouS$ime kazdé vy-
chozi misto jen jednou, tak misto stfetnuti udéla nanejvys
jeden okruh. Cas travime pouze pii posouvéni néktergch
z téchto mist (a hleddni pro prvni dvojici, které zvladneme
linearné) a téchto posuni je linedrns, celkova casové slozi-
tost tedy bude O(N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-2.py

Janka Bdtoryovd € Dominik Smrz

28-4-3 Razeni Zivotnich hodnot

I% Ukolem v této tloze bylo sefadit Zivotni hodnoty re-
prezentované ¢isly tak, aby zapadly do zadanych relaci
,2mensi nez“ a ,vétsi nez“. Diky tomu, Ze ¢iselné hodnoty
byly rtzné, nebyla tloha prilis slozita na vyfeseni a mnoho
z vas se s ni ispésné popralo.

Pokud je mezi tfemi pozicemi relace a > b < ¢, vime, Ze na
pozici b nemuzeme umistit nejvétsi ¢islo ze vstupu, protoze
potfebujeme alespon dvé vétsi ¢isla pro umisténi na pozice
a a c. Naopak pro pozice a a ¢ zddné takové omezeni nema-
me a je nam dokonce jedno, v jakém vztahu budou ¢isla na
téchto dvou mistech — staci, ze obé budou vétsi, nez ¢islo
na b.

Po zvoleni ¢isla na pozici b se nam dokonce na tomto misté
rozpadnou zbylé nerovnosti na levou a pravou C¢ast, kte-
ré mizeme teSit samostatné — nevadi ndm, pokud budou
v8echna ¢isla v levé poloviné mensi, nez v pravé (nebo na-
opak vétsi, ¢i n&jak promichand). Zkusme z toho vymyslet
algoritmus.

Mohli bychom vzdy nalézt néjakou pozici, ktera neni ni¢im
zdola omezend, na tuto pozici umistit nejmensi zatim nepo-
uzité ¢islo ze vstupu a tento postup opakovat pro vzniklou

levou a pravou ¢ast. Tim dostaneme rozmisténi Cisel, které
respektuje vSechny nerovnosti.

Abychom nemuseli pokazdé hledat, kterd pozice je zrovna
zdola neomezenda, mizeme si pozice zkusit ocislovat v po-
fadi, v jakém budou pfichazet za sebou. Nejlevéjsi pozici
prifadime ¢islo 0 a kazdé dalsi pak ¢islo o jedna vétsi (po-
kud zde byla relace <), nebo o jedna mensi (pokud zde byla
relace >), nez méla pozice pfedchozi. Napiiklad pokud na
vstupu dostaneme relace < > > < > ocislovani bude: 0, 1,
0,-1,0, —1.

Toto oc¢islovani mé jednu dilezitou vlastnost: kdykoli néja-
ké relace predepisuje, Ze ¢islo na i-té pozici ma byt vétsi nez
na j-té, bude ocislovani ¢ vétsi nez ocislovani j. To pfimo
plyne z toho, jak ocislovani vytvarime, ale mozna lépe je to
vidét na néasledujicim obrazku:

1 —_—— e P — — — - - = =

Vsechny relace jsou orientované ,vétsim koncem nahoru“.
Kdykoli néjaka relace predepisuje nerovnost dvou pozic, ta
vétsi bude v obrazku vys, neboli bude mit vétsi ocislovani.

Kdyz si pak pozice sefadime podle tohoto ocislovani od
nejmensiho, tak vime, ze kazdé pozici, kterd pfijde na ra-
du, mizeme dat nejmensi zatim nepouzité ¢islo ze vstupu.
Vsechny prvky, které mély vynucené mensi ¢islo nez ona, uz
své ¢islo dostaly, a zbylé pozice maji vynucené ¢islo vétsi,
nebo s ni ve vztahu vibec nejsou.

Cely algoritmus tedy spociva v tom si oc¢islovat pozice podle
relaci, sefadit pozice podle tohoto o¢islovani, seradit vstup-
ni ¢isla od nejmensiho a pak je postupné pfifazovat.

Na celém fteSeni je nejpomalejsi tiidéni, které zabere cas
O(N log N), paméti spotfebujeme O(N). Na vzorovou im-
plementaci z CodExu se miizete podivat nize.

Na zavér jesté dodame, ze na tlohu se lze divat i grafové.
Pro kazdou pozici si vytvorime jeden vrchol a mezi soused-
nimi vrcholy povede hrana orientovana ,,od mensiho konce
relace k vétsimu“. VySe popsané ocislovani pak neni nic
jiného neZ topologické usporadani na tomto grafu.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-3.4

Jirka Setnicka

28-4-4 Podivuhodny obraz

Jako prvni si vS§imneme, Ze obarveni v jednotlivych kom-
W1l ponentach souvislosti mizeme volit nezavisle: pokud
najdeme spravné obarveni pro kazdou komponentu zvlast
a dame je dohromady, ziskame korektni obarveni celého gra-
fu. Ve zbytku fesSeni se budeme zabyvat tim, jak obarvit
jednu komponentu, mizeme tedy piedpokladat, Ze barveny
graf je souvisly.

Nejprve vyfesime jednodussi variantu. Oznaceni tlohy jako
kuchatrkové nabada k tomu najit eulerovsky tah — coz v sou-
vislém grafu se sudymi stupni muZzeme udélat. Nyni staci
projit hrany v pofadi ur¢eném eulerovskym tahem a obar-
vovat je stfidavé (Cervend, ¢ernd, Cervena, ...). Jako dobré
budeme oznacovat vrcholy dotykajici se hran obou barev.
Libovolny vrchol uvnitt tahu bude dobry, protoze jsme z néj
odejdeme po hrané opac¢né barvy, nez jsme do néj prisli.
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To ovSem nemusi platit pro poc¢ateéni vrchol tahu (ktery
je zaroveni koncovym). Pokud mé tah lichou délku (v gra-
fu je lichy pocet hran), vratime se do poc¢ateéniho vrcholu
hranou stejné barvy, jako jsme z néj vysli. V pripadé, ze
do tohoto vrcholu nevedou zadné jiné hrany (mé stupen 2),
vysledné obarveni neni spravné:

Ovsem pokud ma vétsi stupen, navstivi jej tah nejen na
zacatku a konci, ale alespon jednou jej projde ,,skrz* —a v tu
chvili korektné vystiida barvy. Pokud tedy graf obsahuje
vrchol stupné vétsiho nez 2, staci zacit obarvovat z tohoto
vrcholu a najdeme spravné obarveni:

Pokud takovy vrchol v grafu neni (vSechny stupné jsou 2),
graf musi byt kruznice. Mé-li sudou délku, obarvime ji st¥i-
davé a mame vyhrano. Méa-li lichou délku, snadno si roz-
myslite, Zze spravné obarveni neexistuje.

Liché stupné

Nyni se vrhnéme na tézsi variantu. Nejprve jednoduché po-
zorovani: listy (vrcholy stupné 1) nikdy nemohou byt dobré,
graf ktery obsahuje list, tedy nejde obarvit. Dale budeme
uvazovat jen grafy bez lista.

Kdyz graf obsahuje vrcholy lichého stupné, eulerovsky tah
neexistuje. Asi by se hodilo néjak graf upravit, aby mél opét
vSechny stupné sudé.

Lidi v takovéto situaci ¢asto napada zkouset vrcholy lichého
stupné umazavat, obarvit zbytek a pak je tam néjakym
zpusobem vracet. Ale to je slepd uli¢ka. Naptiklad proto,
ze graf mize mit klidné vSechny stupné liché. ..

My si poradime jinak. Do grafu pfiddme novy vrchol w
a spojime s nim vSechny vrcholy, které mély ptvodné lichy
stupen. Tim se jejich stupen zméni na sudy. Ale nemuze se
stat, Ze by novy vrchol w mél lichy stupen?

Nikoliv, nebot v kazdém grafu plati, Ze soucet stuptii vSech
vrcholt je sudy. Pokud bychom kazdou hranu pomyslné roz-
sekli uprostied na dvé poloviny, snadno nahlédnete, Zze sou-
éet stupniii je rovny poctu pulhran. A ten je urcité sudy.
Proto zadny graf nemtize mit pravé jeden vrchol lichého
stupné.

Upraveny graf méa tedy vSechny stupné sudé a mizeme
v ném najit eulerovsky tah. Opét budeme barvit podél tahu
stiidavé, ale tentokrat zacneme z vrcholu w. Tim se zbavi-
me specidlniho oSetfovani pocateéniho vrcholu, protoze w
nemusi spliiovat podminky na obarveni. Zbyva si rozmyslet,
7e takto ziskdme spravné obarveni.

Nejprve vSak trocha nazvoslovi: nové pridanym vrcholim
a hrandm budeme Fikat virtudlni, puvodnim skutecné. Sku-
tecny stupen vrcholu v je stupen, ktery mél v ve vstupnim
grafu. Vrchol je dobry, kdyz se dotyka skutecnych hran obou
barev.
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Vrcholy se sudym skuteénym stupném jsou urcité dobré,
protoze jsme do nich museli pfijit i opustit je po skutecné
hrané (za4dné virtualni hrany nemaji). A tyto hrany maji
opacnou barvu.

toze do nich muazeme pfijit ¢i z nich odejit po virtualni
hrané. Ale protoZe ptuvodni graf neobsahoval listy, vSechny
maji skutecny stupen alespon 3, tedy v upraveném gra-
fu stupen alespon 4. Kazdym takovym vrcholem musi tah
projit alespon dvakrat.

A pouze jednoho z téchto pruchodii se muze tcastnit virtu-
aln{ hrana (kazdy vrchol mé nejvyse jednu virtudlni hranu).
Pti tom druhém tedy pfijdeme i odejdeme po skutecné hra-
né, a tyto hrany maji opa¢nou barvu. Tedy i vSechny vrcho-
ly s lichym skuteénym stupném jsou dobré a nase obarveni
je korektni.

Napftiklad nasledujici graf:

obarvime takto:

- =

Na zavér shriime cely algoritmus:

1. Najdeme komponenty souvislosti G.
2. Pro kazdou komponentu C":

3.  Pokud C je lichd kruznice nebo obsahuje listy, vy-
piSeme ,Feseni neexistuje“ a skoncime.

4. Pokud C obsahuje vrcholy lichého stupné, vSechny
je spojime s nové vytvorenym vrcholem w.

Uréime vychozi vrchol z jako:
w, pokud jsme tento vrchol pridavali;

jinak libovolny vrchol stupné alespon ¢tyti, po-
kud takovy existuje;

jinak zcela libovolny vrchol (C je kruznice).
Najdeme uzavieny eulerovsky tah ¢ ze z do z.

10. Projdeme hrany v poradi uréeném t a barvime je
stiidave.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-4.4

Filip Stédronsky
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28-4-5 Hra kroket

Zase po néjaké dobé musite zacit autorské feSeni omluvou:
az nad Sesti prijatymi pracemi nam doslo, Ze jsme poradné
nespecifikovali zadani. O co konkrétné slo?

Chtéli jsme na co nejmensi vzdélenost projet vSechny bran-
ky v predepsaném sméru. Spornym bodem ale byla definice
toho, co presné znamena projet branku. Staci do ni tuk-
nout mickem z jedné strany a ihned se vratit, nebo se mu-
sime dostat i na druhou stranu? Nasledujici trasa micku by
v prvnim ptipadé byla korektni, v tom druhém ne:

Pro Gcely naseho feseni uvazme, ze tisecka tvorici branku
(respektive pfimka, na které lezi) déli celé hiisté na dvé
poloroviny. Projet branku pak znamena, Ze micek se nej-
prve nachéazi v prvni a pak, skrz tsecku, prejde do druhé
poloroviny. V obou stavech se micek alespon na chvili musi
nachéazet ostte, tedy ne na pfimce, kterd roviny déli.

Jak v takovém pripadé vyfesit situaci z obrazku? Znace-
ny tah nase podminky nespliuje. Nékteri Tesitelé si sna-
zili pomoci tim, ze pfi priniku s brankou popojeli naho-
ru a dolid o nejmensi moznou vzdalenost — tim ji skutecné
prosli v obou smérech. Klasicka eukleidovské rovina, v niz
hru hrajeme, ale takovy posun neumoznuje. Sta¢i uvazit,
ze pokud udélate jakkoliv maly krok, miZete jej zkratit
tim, ze jeho délku vydélite dvéma. K jakékoliv trase micku
pak dokézete najit kratsi feSeni: minimum tedy neexistuje
a uloha feseni nemé. Podobnym argumentem mtzete uka-
zat nespravnym i postup, kdy mickem ,,objizdime“ konco-
vou tycku — ani zde neexistuje minimalni délka.

A ted uz k popisu naseho algoritmu. Nejprve jedno pozo-
rovani: pii nasi definici nejkratsi cesta skrz branky vytvori
posloupnost rovnych ¢ar, ldmajici se jen v tyckach (kraj-
nich bodech) branky. Exaktni ditkaz by byl trochu slozi-
téjsi. Zkuste si alespon predstavit, ze ke startu privazete
provazek a ten pak vedete vSsemi brankami podle poradi az
do cile, a nasledné ho napnete. Kde se bude ohybat?

Povazujme ted startovni a cilovy bod za branky nulové dél-
ky. Algoritmus projde vSechny tyCky branek a pro kazdou
z nich zjisti, odkud k ni mze pfimym vrhem (tedy bez
ohybani) pfiletét micek. Méjme tycku T, kterd lezi u K-
té branky. Vezméme obé tycky u branky K — 1 a vedme
jimi z T polopiimky. Vyse¢ mezi nimi odpovida prostoru,
ve kterém miizeme do T odpalit micek letici skrz branku
K -1

https://en.wikipedia.org/wiki/Slopd
> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid

—15 —

Pokracujeme u branky K — 2 a dalsich. Vzdy urc¢ime po-
loprimky vedouci z T do tycek, ¢imz vznikne dalsi vysec.
Udéldme prinik s prostorem, ktery jsme dostali v prede-
slém kroku. Ve vysledné vyseci se mizeme dostat do T' pres
mezilehlé branky:

T

k-2

Pokracujeme tak dlouho, dokud nedojdeme do startu, ne-
bo nedostaneme prazdnou vysec. Navic musime kontrolovat
povoleny smér prichodu brankou: Jiz na zacatku se podle
néj omezime na jednu z polorovin urc¢enych brankou u 7.
Pro branku K — 1 a dalsi ovéfime, ze skrze spravny smeér
by micek sméroval do ¢asti vysece, kde se nachazi T'. Jinak
priichod ukoncime.

Ceho jsme tim dosahli? Dokazeme pro dvé libovolné tycky
(véetné startu a cile) uréit, zda mezi nimi mtze pfimo pro-
letét micek. Proto si zalozime graf, jehoz vrcholy odpovidaji
tyc¢kam, a hrana mezi nimi povede, pokud se z jedné tycky
do druhé mtzeme dostat ,na jedno tuknuti“. Hrany budou
ohodnocené vzdalenosti tycek. Pak uz jen staci zaméstnat
Dijkstriv algoritmus a najit nejkratsi cestu ze startovni do
cilové tycky. (Rozmyslete si, ze v p¥ipadé odpovidajicim
prvinimu obrazku se zadné cesta nenajde.)

Pfi N brankédch tedy médme 2N + 2 = O(N) tycek, procha-
zeni u kazdé z nich zabere O(N), takze dohromady O(N?).
Slozitost Dijkstry je stejnd (mame nejvyse O(N?) hran).
Celkova ¢asova slozitost algoritmu je tedy O(N?), stejné
tak pamétova slozitost (tu navysuje graf).

Par poznamek k implementaci: vysece je mozné v progra-
mu reprezentovat prosté vrcholem a dvojici thla. Vzhledem
k tomu, Ze nas nezajima, jak presné jsou tyto uhly velké,
ale stac¢i ndm je jen umét porovnavat, mizeme misto tthld
pracovat se smérnicemi.* Tim si uSetfime poéitani s gonio-
metrickymi funkcemi. Pro urceni toho, ve které poloroviné
od dané branky lezi néjaky bod, muzeme pouzit techniky
popsané v nasi geometrické kuchatce.? Podrobnéji ve vzo-
rovém programu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-5.py

A na zavér doplnéni k nasi omluvé: Pokud by u jakékoliv
tlohy vypadalo, Ze vas nutime pouzivat podobné chlupa-
té postupy, jako nekone¢né malé kroky, radéji se zeptejte
na féru. Orgové sice Casto jsou docela osobiti lidé, ale ta-
kové Silenosti schvalné nezadévaji (pfipadné si je nechavaji
v zéloze na soustfedéni).

Kuba Marousek


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-5.py
https://en.wikipedia.org/wiki/Slope
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie

28-4-6 Medidnové tridéni

Jak uzit medidnovy blackbox na tfidéni, neni na prvni po-
hled tplné jasné. Proto se misto tahani krélika z klobouku
pokusime nastinit postup, jakym se na feSeni dalo vlastné
prijit.

KdyZ zndme medidn z (fixnich) K éisel, krabicka ndm k4,
ze v ni je pravé -1 mensich ¢isel nez mediédn. (A stej-
ny pocet vétsich.) Kdybych tedy chtél zjistit, které ¢islo
v krabicce je o jedno vétsi nez median, staci do krabicky
nyni vlozit né€jaké hodné velké ¢islo, vétsi nez vSechna cisla
v krabi¢ce. Tim z krabicky vyhodime . .. prvni prvek, ktery
jsme do ni vlozili.

Chtéli bychom vyhodit ten nejmensi. Tak si K o par prvka
zvétsime a nejdiiv do krabicky vlozime néjaka hodné mala
¢isla (mensi nez vSechna v krabi¢ce). Tim si zajistime, Ze
vyhozeny prvek bude urcité mensi nez median.

Pl'Pi?

Rysuje se ndm tady zaklad algoritmu.

. Necht K =V + N.

. Vloz do krabicky V malych ¢isel

. Vloz do krabicky celou vstupni posloupnost (N ¢isel).
. V-krat:

Vypi$ median z krabicky.

Vloz do krabic¢ky velké ¢islo (tim vypadne jedno
malé, které jsme vlozili na zac¢atku).

S U W N

7. Vypis median z krabicky.

Tim jsme pravé vypsali setfidénou posloupnost V' + 1 Cisel
v okoli medidnu. Mizeme tedy zvolit V= N — 1 a vyse
uvedeny algoritmus nam vyda setfidénou posloupnost N
Cisel, coz je presné setfidénd vstupni posloupnost.

Napftiklad pokud dostaneme k setfidéni posloupnost 4, 2,
3, 1, nastavime V = 3 a K = 7. Vyvoj obsahu krabicky
je popsan v nasledujici tabulce. Median je tu¢né zvyraznén
v poslednim sloupci, —oo a 0o zna¢i ona hodné mald/velkd
cisla.

Krok | Obsah krabicky Settidény obsah

7 —00, —00, —00, 4, 2,3, 1| —00, —00, —00, 1, 2, 3, 4
8 —00, —00, 4, 2,3,1,00 |—00, —00, 1,2, 3,4, ©
9 —00, 4, 2,3, 1, 0o, 00 —o0, 1, 2, 3, 4, 0o, 00

10 4,2,3,1, 0o, 00, 00 1,2, 3, 4, oo, 00, o0

Dostaneme postupné medidny 1, 2, 3, 4, tedy pfesné setii-
dénou posloupnost. A mame témér vyreseno.

Pottebujeme jesté vymyslet, jak najit dostateéné malé a do-
statecné velka ¢isla na posouvani medianem v krabicce. Jed-
noduse. Najdeme minimum a maximum ze vstupu a to po-
uzijeme.

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/27-2-1|
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-1/reseni|
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Finalni algoritmus tedy vypadéa takto:

1. Necht K = 2N — 1.

2. Projdi cely vstup, spoéitej z néj minimum (oznacime
m) a maximum (ozna¢ime M) v ase O(N).

3. Vloz do krabicky (N — 1)-krdt m v celkovém case
O(N).

4. Vloz do krabicky vstupni posloupnost v celkovém case

O(N).

(N — 1)-krat:
Vypis§ median z krabicky.
Vloz do krabicky M.

. VypiS median z krabicky.

® N> o

Na zavér bychom radi uvedli na pravou miru, pro¢ jsme
vlastné takovouto na prvni pohled podivnou tilohu zadava-
li. Predstavte si, Ze bychom medidnovou krabicku nedostali
jako kouzelnou skrinku, ale chtéli si ji poctivé implemento-
vat. To jsme po vas chtéli napfiklad v tloze 27-2-1,6 kde
autorské feSeni zvladlo jednu operaci (pfidani prvku a vy-
psani medidnu) zpracovat v ¢ase ©(log N). Nemohlo by to
jit lépe?

Nemohlo. Oznadme si slozitost jedné operace T'(k). Z FeSeni
nasi ulohy vime, Ze s pomoci takovéto krabicky dokazeme
setiidit N ¢éisel v ¢ase N-T'(N). Z toho tedy plyne, ze T'(N)
nemuze byt lepsi nez Q(log N), protoZze kdyby byla, uméli
bychom tfidit rychleji nez v ¢ase Q(NlogN). A je vSeo-
becné zndmo, Ze to (za urcitych predpokladi) neni mozné.
Precist si o tom miizete napiiklad v nasi kucharce o t¥idé-

ni.”

Jan ,Moskyto“ Matéjka

28-4-7 Jizda sanitkou

Pro kazdé policko urcité budeme potfebovat umét rych-
le zjistit vzdalenost od nejblizsiho mista opravy (oznac-
me si toto ¢islo K). Pokud bychom méli jen jedno misto
opravy, staci z tohoto policka pustit prohledavani do Sit-
ky a u kazdého policka si poznamenavat vzdalenost. Pokud
mame mist opravy vice, vSimneme si, ze staci na zacatku
pridat do fronty vSechna mista opravy a pouzit stejny algo-
ritmus. Postupné takto navstivime polickas K =1,2,3,...

Mame mapu, pro kazdé policko zname jeho K a chceme
najit takovou cestu ze startovniho policka do libovolné ne-
mocnice, aby nejmensi K na této cesté bylo co nejvétsi.
Pfimocaré feseni vyuziva Dijkstriv algoritmus, jen délku
cesty budeme pocitat jako minimum z aktualni délky cesty
a K nového policka. Dijkstruv algoritmus postupné hleda
cesty s nejvétsim ohodnocenim (v nasem p¥ipadé je ohodno-
ceni cesty rovno nejmensimu K na této cesté) do vSech vr-
cholti. Postupné vybira vrcholy, do kterych aktualné zname
nejlepsi cestu, a aktualizuje sousedy téchto vrchola tak, ze
pro kazdého souseda zkusime, jestli do néj nevede lepsi cesta
pres aktualni vrchol. Pro pfesny popis algoritmu viz fese-
ni tlohy 28-2-1,% kde misto maximalizace minimalniho K
minimalizuje maximéalni K. Stac¢i tedy jen prohodit maxi-
mum a minimum. Algoritmus bézi v ¢ase O(RS log(RS)),
kde R a S jsou rozméry mapy. Jde to ale rychleji, pojdme
se podivat, jak.

Pokud bychom dopfedu znali minimélni K optimalni cesty
(ozna¢me toto optimum D), mohli bychom pustit prohleda-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/27-2-1
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-1/reseni

vani do 8ifky ze startu S a policka s K < D povazovat na
nepriuichozi. Pokud bychom béhem priichodu nenarazili na
zadnou nemocnici, cesta pres vrcholy s K > D neexistuje.
Mizeme postupné zkouset vSsechna mozné D pfes hodnoty
R+S R+S—-1,R+ S — 2..., dokud nenarazime na ne-
mocnici. Ve chvili, kdy jsme nasli nemocnici, mame urcité
optimalni cestu (pokud by existovala lepsi, nasli bychom ji
uz v néjakém predchozim priichodu). Protoze K je maxi-
mélné O(R + S), dostavame kvadraticky algoritmus vaci
poctu policek.

Zamyslime-li se nad pruchodem algoritmu, zjistime, ze zby-
tecné prochazi opakované ¢asti mapy. Pak si vSimneme,
ze K dvou sousednich policek se miize lisit maximéalné o jed-
na, tedy policka, ktera jsme pii néjakém priichodu objevili
jako nedostupné, budou hned v piistim prichodu dostup-
na. Navic, policka, kterd jsme aktualné prosli, jiz znovu
prochazet nemusime, protoze vime, Ze na zadném z nich
urc¢ité neni nemocnice (jinak bychom skonéili). PoFidime si
tedy pomocnou frontu a pii prichodu do ni budeme vkla-
dat vSechna objevena nedostupné policka. Ve chvili, kdy
vyprazdnime frontu pro prichod do $ifky, mizeme zmen-
it pozadované D o 1 a zpristupnit tak policka v pomocné
fronté. Prohodime obé fronty a pokracujeme v prichodu.

Takto postupné prochazime cesty s ¢im dal tim nizsimi D.
Prvni hodnota, kterou vyzkousime, je K startovniho polic-
ka (vyS$si hodnoty nemé smysl zkousSet).

Kazdé policko vlozime maximalné jednou do jedné z front
a jednou jej vyjmeme. Protoze kazdé policko ma maximéalné
Gtyfi sousedy, mame algoritmus bézici v éase O(RS) s pa-
métovou slozitosti O(RS), coz uz jisté zlepsit neptjde.
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-7-bfs.cpp

Martin ,Medvéd“ Mares & Honza KniZek

28-4-8 Strojové uceni

0 Nahodné rozdéleni datasetu

Ptali jsme se vas, pro¢ je potieba dataset rozdélovat na
trénovaci a testovaci mnozinu ndhodné. Na nasem ptikladu
to neni tézké ukazat: v datasetu D mame nejdiiv 100 znacek

X

»stop“, pak 100 znacek ,dej prednost v jizdé“ a nakonec 100
znacek ,slepa ulice“.

Kdybychom naptiklad prvnich 90 % datasetu pouzili na tré-
novéani a poslednich 10 % na testovéni, testovaci mnozina
by obsahovala jenom znacky ,slepa ulice“ a tudiz by mé-
feni vykonu na testovaci mnoziné jenom mérilo, jak dobfe
poznévame tenhle jediny druh znacek, misto toho, aby ob-
sahovala rovnomeérny vzorek.

S dostatecné malym Stéstim se muize rozbit jesté jedna véc.
Af rozpoznévame 50 druht znaéek a od kazdé méme 100
vzorkl. Kdybychom je méli v datasetu postupné za sebou
a vybrali bychom prvnich 90 % na natrénovani, model by
umél rozpoznat prvnich 45 druht znacek. Na poslednich 5
druzich by ale samozfejmé neumél nic, protoze by nemél
viibec prilezitost se je naucit.

Hloupé uéeni

At zkousime do vSech slozek vektoru 5 dosadit vSechny hod-
noty od —100 do 100 s krokem 0.1, kterych je 2001. Vektor g
ma p slozek, takze budeme testovat 20017 ruznych modela.
Ohodnoceni jednoho modelu trva ¢as ©(]S]). Dohromady

by tohle ,trividlni uceni“ trvalo ¢as ©(|S| - 20017), neboli,
odborné feceno, dlouho.
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SpotFeba benzinu

Na linearni regresi nic nebylo a vSem, kdo se o ni pokusili,
se povedla. Sta¢i naimplementovat algoritmus podle naseho
navodu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-3.py|

Kvalita vina

Opét stacilo nasledovat navod. Kli¢ové bylo pouzit tréno-
vaci set jako data pro modely, vybrat model s nejlepsim
K podle nejmensi kvadratické chyby a nakonec odhadnout
skute¢nou accuracy nejlepsiho modelu s pomoci testovaci
mnoziny.

Na trénovaci mnoziné bude nejmensi chyba pro K = 1, pro-
toze pak bude kvalita kazdého vina X v trénovaci mnoziné
predpovézena podle jeho jediného nejblizsiho souseda v tré-
novaci mnoziné, tedy podle X. Proto z definice bude chyba
na trénovaci mnoziné pro K = 1 rovna nule. Se zvysujicim
se K se bude chyba zvétsovat.

Na valida¢ni mnoziné je nejmensi chyba pro K ,nékde upro-
stfed“. Pro mensi K se necha model vice ovliviiovat lokal-
nim Sumem a pro vétsi K naopak prumeéruje tak moc bliz-
kych vzorkt, ze si nevSimne lokdlnich vlastnosti datasetu
a ¢im dal tim vic jenom pocita prumér ze vSech vin.

To, které konkrétni K da nejmensi chybu na validaé¢ni mno-
7ing, zélezi na ndhodé (tj. na rozdéleni datasetu). Nam na-
ptiklad vyslo K = 15, které mélo na valida¢ni mnoziné
stfedni kvadratickou chybu 0.6343.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-4.pj|

Kosatce

Nase autorské feseni funguje tak, Ze si natrénujeme tii per-
ceptrony, jeden pro kazdy druh kosatce. Ukolem perceptro-
ni je fict 1 na kosatcich jejich druhu a -1 na vSech ostatnich.

V idealnim svété bychom doufali, Ze vystup perceptront bu-
de [1;—-1; 1], [-1;1; —1], nebo [—1; —1;1], a jako vystupni
tfidu bychom zvolili tu, jejiz perceptron fekl ,1¢.

To se ale bohuzel nepovede. Nékdy se nam stane, ze tfeba
dostaneme vystupy [1;1; —1]. Kterou tfidu zvolime potom?

V autorském feseni jsme k rozseknuti téchhle spornych pri-
padi pouzili par pravdépodobnostnich triki. V téhle tlo-
ze nebyly nutné potfeba. Uvadime je spise pro zajimavost,
protoze podobny princip se pouziva naptiklad na bayesov-
ské rozpoznévani spamu, které jste mohli vidét na Jarnim
soustfedéni na prednasce o strojovém uceni.

Necht nadm piijde ke klasifikaci novy kosatec. Jeho skutec-
nou t¥idu si oznac¢ime jako C'. Budeme se na ni divat jako na
nahodnou proménnou, kterd méa jednu ze t¥i hodnot: s jako
setosa, v jako versicolor, nebo g jako virginica.

Parametry kosatce vlozime do t¥i natrénovanych perceptro-
ni a jejich vystupy, které jsou rovné 1 nebo -1, si oznacime
jako P;, P, a P,. Vystupy perceptronli pouZijeme jako sig-
naly, podle kterych spocitame pravdépodobnosti, ze C' = s,
C=valC=g.

Kdyz na kosatci dostaneme vystupy Ps = 1, P, = —1
a P, = 1, zajimaji nds podminéné pravdépodobnosti, ze
pfi takovychto vystupech perceptronti je kosatec skutecné
setosa, versicolor, nebo virginica. Podminéna pravdépodob-
nost, ze za nasich podminek je kosatec setosa, se zapisuje:

P[C=s|P,=1,P,=—1,P, =1]


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-7-bfs.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-4.py

Jako vystupni tfidu vratime tu, kterd bude mit tuto pod-
minénou pravdépodobnost nejvétsi.

Podminéna pravdépodobnost jevu X za predpokladu jevu
Y je definovand jako pravdépodobnost, Ze se stane jev X
ijev Y, lomeno pravdépodobnost, Ze se stane Y':

P[X,Y]

P[X|Y] = P[]

Dale pouzijeme Bayesovu vétu, kterd rika:

PlY|X] - P[X]

P[X|V] = By

V naSem piipadé, kde X je C =saY jejev Ps=1,P, =
—1, P; = 1, rozepiSeme podminénou pravdépodobnost na-
sledovné:

P[C=s|P,=1,P,=—1,P,=1] =

P[P, =1,P,=—1,P,=1/C =] -P
P[P, =1,P, = —1,P, = 1]

Protoze perceptrony jsou natrénované nezavisle na sobé,

budeme piedpokladdat, ze Ps, P,, P, jsou nezdvislé nahodné

promeénné. To znamena dveé véci, jednak:

P[P,=1,P,=-1,P,=1] =

— P[P, =1]- P[P, = ~1] - P[P, = 1]

a druhak:

Cela podminéna pravdépodobnost, ze dany kosatec je seto-
sa, tedy bude vypadat takhle:

P[C=s|P,=1,P,=—1,P,=1] =
P[P, =1|C =5 P[P,=-1|C=3]

IR U | R S
P[P, = 1/C = s
P[P, =1]

P[C = s] je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany kosatec
je setosa. Dataset obsahuje 50 kosatci setosa, 50 kosatci
versicolor a 50 kosatct virginica, takze v nasSem pifipadé

P[C =s]=P[C =v]=P[C =g]=1/3.
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Ted potiebujeme pro kazdy z perceptronti zjistit pravdépo-
dobnost, ze d4 na ndhodném kosatci vystup 1, resp. -1. Ta-
ky potfebujeme vSechny podminéné pravdépodobnosti ty-
pu P[P = 1|C5] (to je pravdépodobnost, ze pokud ndhodné
vybereme kosatec typu setosa, perceptron na rozpoznavani
typu setosa na ném vrati 1).

Rozdélime si dataset na trénovaci, kalibracni a testovaci
mnozinu. Na trénovaci mnoziné natrénujeme perceptrony.
Potom pouzijeme kalibra¢ni mnozinu na urcéeni pravdépo-
dobnosti typu P[Ps = 1] a P[Ps = 1|C,].

Budeme si budovat tfirozmérné pole A. Jeho prvni index
bude skutecnd trida kosatce, druhy index bude oznaceni
perceptronu, tfeti index bude oznacovat, jestli perceptron
vratil 1, nebo -1. Pole nejdfiv naplnime nulami, a pak po-
jedeme pres kazdy kosatec v kalibra¢ni mnoziné. Kazdy
kosatec stréime do vSech perceptronii a podivime se na
jejich vystupy. Pro kazdy perceptron pripocteme jednic-
ku do prislusného mista v poli. Naptiklad, kdyz uvidime
kosatec typu virginica, na kterém perceptrony fekly P, =
1,P, =1, P, = —1, tak pfipo¢teme jednicku k bunikdm pole
Alv][s][1], A[][v][1], Alv][g][-1].

Tohle pole pouzijeme k odhadnuti chybéjicich pravdépo-
dobnosti. Konkrétneé:

Als][s][1]
(Als][s][1] + Als][s][-1])
= 1|Cy] + P[P, = 1|C,] + P[P,

P[P; = 1|C;] ~

P[P, = 1] = P[P, —1|C,]

Zbyvéa jenom jeden problém. Predstavme si, Zze na kalibrac¢ni
mnoziné se vSechny perceptrony ndhodou chovaji dokonale,
tedy vrati 1 na svém druhu -1 na ostatnich kosatcich z ka-
libra¢ni mnoziny. Potom bude nase kalibrace odhadovat,
7e napiiklad P[P, = 1|C = s] = 0, protoze v kalibraé-
ni mnoziné nikdy nedaval perceptron pro virginicu vysle-
dek 1 zatimco kosatec byl ve skutec¢nosti setosa. Stejné tak
P[P;=1|C =v]=0aP[P,=1|C =g] =0.

Zkusme potom do takhle zkalibrovaného modelu stréit ko-
satec, na kterém perceptrony daji vysledek P; =1, P, =1,

P, = —1. Kdyz pocitdime podminénou pravdépodobnost
P[C = s|P, = 1,P, = 1,P, = —1], tak jeden ze ¢lent,
kterymi nahofe ndsobime, je P[P, = 1|C = s], coz je 0,

takze i celd podminéné pravdépodobnost vyjde 0. Podob-
né se ndm na nulu zredukuje i pravdépodobnost P[C =
v|Ps=1,P,=1,Py=—-1]aP[C=g|Ps=1,P,=1,P; =
—1]. V8echny podminéné pravdépodobnosti odhadneme na
0 a nevime nic. To je problém ze dvou davodu: jednak by
soucet pravdépodobnosti mél vyjit 1 (protoZe pfece ten ko-
satec musi nékam skuteéné patfit), a druhak pfece i takhle
mame néjakou informaci, kterou bychom mohli néjak vyu-
zit: P, = —1, takze to virginica spi$§ nebude, nez bude.

N&s program tady pouziva takzvany add-one smoothing.
Je to jednoduché: misto toho, abychom zacali s polem P
plnym nul, naplnime ho misto toho jednickami. Tim zajis-
time, Ze z modelu nikdy nevypadne pravdépodobnost nula,
a to i kdyz uvidi né€jakou situaci, jakd neni v kalibrac¢ni
mnoziné.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-4-8-5.pjy|

Michal Pokorng
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