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Vzorova feSeni tfeti série dvacatého devatého rocniku KSP

29-3-1 Verbovani

m Predstavme si, Zze jsme u mésta Leyfast a prochdzime
W1l oéislované domy. V kazdém z domt mame nékolik moz-
nosti, jak se rozhodnout. Abychom nalezli nejlepsi Feseni,
muzeme zkusit kazdou moznou kombinaci rozhodnuti a vy-
brat tu nejvyhodnéjsi, ale to by trvalo pfili§ dlouho.
Miuzeme také zkusit vybirat dalsi krok hladové, neboli vybi-
rat moznost neporusujici pravidla, kterd nam lokalné (pro
tento dfim) da nejlepsi vysledek. To bude sice rychlé, ale
nedostaneme takhle spravnou odpovéd. Zkuste si to na né-
jakych vstupech, k rozbiti tohoto postupu staci jiz ukazkovy
vstup ze zadani.

Problémem hladového feSeni je, Ze nijak nerespektuje to,
ze volba v i-tém domé ovliviiuje mozné volby v okolnich
domech. Pripometime si, co mizeme v domé udélat. Pokud
skrz domy pujdeme odzadu, tak muzeme:

e Naverbovat vojaka, pokud jsme tak neucinili v predcho-
zim a neudinime-li tak v ani nasledujicim domé.

® Vzit zbrané, pak musime nutné naverbovat vojéka v na-
sledujicim domé.

® Nevzit zbrané ani nenaverbovat vojaka.

Volba, ktera ovliviiuje vybér v okolnich domech, je verbo-
vani. Pokud se zkusime podivat na problém omezeny jen
na prvnich ¢ domt, tak by nas pro dalsi rozhodovani moh-
lo zajimat, jaké nejvyssi bojeschopnosti umime dosahnout,
pokud si v i-tém domé dovolime naverbovat vojaka a pokud
si zde vojédka nepovolime naverbovat.

Postavime si pro to rekurzivni funkei B(i, (true|false)),
kterda bude pocitat presné toto. Pokud se nam povede ji
spocitat, tak celkovou maximalni bojeschopnost ziskdme
zavolanim B(N, true).

Ted si budeme muset sestavit funkei (pro pfipomenuti, v Z;
je zisk bojeschopnosti pfi brani zbrani z i-tého domu, v V;
to samé, ale pro verbovani z i-tého domu).

® Pro i <0 bude mit funkce vzdy hodnotu 0.
® B(i, false) bude maximum z:
® Z;+Vi_1+ B(i—2, false) (budeme bréat zbrang, coz
vynuti verbovani v i — 1; lze pouzit jen pro i > 1)
® B(i —1,true) (nebudeme délat nic)
® B(i,true) bude maximum z B(i, false) a navic:
e V; + B(i — 1, false) (budeme verbovat)

Takovouto funkei lze jednoduse naprogramovat. Horsi je
exponencialni ¢asova slozitost zptsobena vétvenim vypo-
¢tu v kazdém domu. Nastésti funkce, kterou jsme prave
definovali, zavisi pouze na dvou parametrech: i a verbovat.

Vysledky volani si tak mutzeme ukladat do tabulky veli-
kosti 2V. Pfi opakovaném zavolani pak staci vratit uz dri-
ve spocitany vysledek. Spocitame tedy nejvyse 2N hodnot
funkce B, proto dostédvame linearni slozitost vzhledem k po-
¢tu hodnot na vstupu.

Zbyva domyslet, jak navic zjistit jeden z plant verbovani
nabyvajici hodnoty B(N,true). Napiiklad miZeme spustit

znovu trochu modifikovanou funkci pocitajici B, ktera bude
nyni vracet odkaz na i-ty prvek spojového seznamu, ktery
reprezentuje jeden ze znaki (z,v,-). Vsimnéme si, Ze takto
pouzijeme jen N polozek seznamu, protoze uz mame spoci-
tany hodnoty B a v kazdém kroku tak voldme pouze jednou
nasi modifikovanou funkei.

Na trochu (ale jen konstantné) elegantnéjsi feseni s nahra-
zenim spojového seznamu Fetézcem se muzete podivat do
vzorového programu v C++.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-1.cpp

Marek Cerny

29-3-2 Trpasli¢i zavazi

K porovnéavani vahy sad zévazi a protizavazi se dalo po-
uzit nékolik riznych postupi. Jednim z nich bylo prevést
zapis na takovy, ktery bude obsahovat jen jednicky a nuly,
a tento pak porovnat jako se porovnavaji binarni ¢isla. Dru-
hou moznosti je porovnat zapisy v této ,rozsifené dvojkové
soustavé“ primo.

Za chvili si ukdZeme ob& moZnosti, nejdiive ale provedme
pozorovani. Podobné jako v klasické dvojkové soustavé ma
kazdé pozice dvojnasobnou hodnotu nez pozice predchozi.
Kdyz si budeme postupné s¢itat hodnoty na dalsich pozi-
cich (za né&jakou pozici s hodnotou z), tak nejdiive dosta-
neme polovinu z, z dalsi pozice ¢tvrtinu (neboli polovinu té
zbyvajici poloviny do ) a tak dale. Kazda dalsi pozice ndm
soucet vice pfiblizi k hodnoté z, ale nikdy ho nepfesahne.
Protoze pozic v bindrnim ¢isle je koneéné mnoho, pfiblizi
se na jednicku a vic uz ne — matematici by rekli:

MMM _ontl _q
i=0

Takze pokud bude nejlevéjsi nenulova pozice ¢isla zapsa-
ného v této soustavé zaporna, tak i kdyby vsechny ostatni
pozici jiz byly kladné, dostaneme nejvyse -1 (a tedy celé ¢is-
lo bude zéporné). A naopak, pokud bude kladnd, tak ¢islo
bude kladné.

Podle tohoto miizeme udélat prvni porovnani a pokud maji
nejvyssi pozice obou porovnavanych ¢isel rozdilnd znamén-
ka, mizeme rovnou oznamit vysledek a kon¢ime. Dal tedy
budeme zabyvat jen pfipady, kdy jsou znaménka na nejvys-

Sich pozicich stejna.

Dalsi trividlni pozorovani je, Ze pfeklopenim vSech znamé-
nek na opa¢nd vlastné jen zménime znaménko celého ¢isla.



Pfevod do dvojkové soustavy

Pro jednoduchost budeme popisovat pfevod pro ¢isla, je-
jichz nejvyssi nenulova pozice je kladna (kdyztak si je podle
predchoziho pozorovani preklopime a zapamatujeme si, ze
je ¢islo vlastné zédporné).

Budeme se chtit zbavit vSech vyskytti —1 v zdpisu ¢isla.
Vsimnéme si, Ze nasledujici zapisy miizeme bez zmény hod-
noty prevadét:

e (L-1)—=(0,1)

¢ (0,-1) = (-L1)

V obou situacich délame to, Ze pfi¢teme dvojici (—1,+2),
coz je v souctu nula, a tim vlastné posilame minus jednic¢ku
dal doleva.

Mizeme tedy zahdajit pfevod od nejmensiho fadu zprava
a takto si minus jednicky pribézné eliminovat, nebo si je
posilat dal doleva. Mame ale jednu situaci, kterou jsme si
nepopsali — co kdyz se nam vedle sebe objevi dvé minus
jednicky?

Na chvili si povolime pouzit i hodnotu —2 a podivejme se,
co se ndm pri pficteni dvojice (—1,+2) miZe stat:

e (-L-1) = (-21)
e (-1,-2) = (-2,0)
* (0,-2) = (-1,0)
. (1,-2) - (0,0)

Zkusme si to na ¢isle 5 zapsaném jako 1,0, —1, —1. Pfi pfe-
vodu zprava dostaneme postupné 1,0, -2, 1, pak 1,—-1,0,1
a nakonec 0, 1,0, 1, coz odpovida ¢islu 5.

Prevod tedy umime udélat linedrnim prichodem ¢islem od
nejmensiho fadu k nejvétsimu a eliminovanim minus jedni-
¢ek pomoci pri¢itani vzoru (—1,+2). Pokud takto prevede-
me obé &isla, uz je snadno porovname bindrné (priichodem
od nejvétsiho fadu a hleddnim prvni pozice, kde se lisf).
Porovnani odeétenim

Pokud vam pievod do norméalni dvojkové soustavy prijde
jako nehezky trik, d4 se porovnani udélat i odedtenim jed-
noho ¢isla od druhého. Podle toho, jestli ndm vysledek vy-
jde kladny, nebo zdporny (coZ poznadme podle znaménka

nejvyssi jednicky), uréime snadno, které éislo je vétsi.

Odecitani mizeme délat klasickym Skolnim postupem od
nejmensiho fadu. Pokud nam vysledek odecteni vyjde 1, 0
nebo —1, je vSe v poradku. Pokud nadm vyjde mensi, nez
—1, tak musime udélat pfevod —1 do vyssiho fadu (a k to-
mu souc¢asnému pri¢teme +2, vlastné opét aplikujeme vzor
(—1,+2)). Pokud nédm vyjde naopak vétsi nez 1, pfi¢teme
—2 a posleme prevod 1 (tedy pouzijeme vzor (+1, —2)).
Pojdme se podivat na pribéh vypoctu tfeba ¢isla 1, —1, —1,
od kterého odecteme ¢&islo 1,1 (neboli 1 —3 = —2). V prv-
nim kroku ndm na posledni pozici vysledku vznikne —2, coz
prevedeme na 0 a do vyssiho fadu posleme —1. Na druhé
pozici dostaneme —3 (i s pfevodem), coz pfevedeme na —1
a do vyssiho fadu posleme —1. A nakonec na nejvyssi po-
zici dostaneme 1 — 1 = 0, ¢imz ziskdme spravny vysledek
0,-1,0.

Tento postup zabere také linearni ¢as vzhledem k velikosti
vstupnich ¢isel. Na oba postupy se mizete podivat v ptilo-
Zeném programu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-2.py

Jirka Setnicka

29-3-3 Skreti vZe

Mnoho z vas pfislo s ndpadem zkouset riizné primky a ové-
tit, jestli se nahodou nejedna o hledanou osu. Vsechny moz-
né piimky vSak ur¢ité vyzkouSet nemuizeme, téch je neko-
neéné mnoho. Které piimky tedy pfipadaji v ivahu?
Vyuzijeme toho, ze kazdy bod musi mit pfi osové soumér-
nosti svij obraz. Odcislujeme si tedy body postupné Py,
Py, ..., Py_;. Budeme nejprve predpokladat, ze bod Py
se zobrazi na néjaky jiny bod a ne sdm na sebe.

Vsimnéte si, ze pokud bychom védéli, na ktery bod se Py
zobrazi, je osa soumérnosti jednoznac¢né uréena: musi to byt
osa usecky spojujici Py s jeho obrazem. My samoziejmé
nevime, na ktery bod se Py zobrazi, ale mizeme vyzkouset
vSechny moznosti. Tim ziskdme N — 1 pfimek, mezi nimiz
se ur¢ité hledana osa nachézi (za pfedpokladu, Ze néjakéa
osa existuje a bod Py neni obrazem sebe sama).
Rozmyslime si jesté pfipad, kdy Py je saim sobé obrazem
a nachazi se tedy pfimo na ose. Nejjednodussi je vzit misto
Py bod P; a k nému stejnym postupem zkouset body P, az
Pn_1. Takto vyfesime pripady, kdy alespon jeden z bodu
Py a Py nelezi na ose. Pokud by oba lezely na ose, je osou
pfimka Py P, — tu také pfidame do seznamu kandidéata.

Timto postupem jsme tedy ziskali 2N — 2 piimek, mezi
nimiz se uréité osa nachézi (existuje-li). Staci pro kazdou
z piimek oveérit, jestli osou skutecné je, tj. jestli ma kazdy
bod sviij obraz.

Nejprve si pro kazdy bod spocitame, kam by se pii dané
ose zobrazil. Pokud bod lezi pfimo na ose, je sdm sobé ob-
razem. Pokud na ose neni, chce to trochu pocitani, ale nic
naro¢ného. Vezmeme pfimku prochézejici danym bodem,
ktera je kolma na osu, a spocitame jeji prusecik s osou.
Tento prusec¢ik se musi nachézet ve stiedu tsecky spojujici
dany bod a obraz, takze soufadnice obrazu se uz jednoduse
dopocditaji.

Pro kazdy bod tedy vime, kam se zobrazi. Ted uz staci zkon-
trolovat, ze v misté obrazu lezi néjaky jiny bod — v opaé-
ném piipadé zkoumand piimka osou neni. Pokud bychom
pfi kontrolovani obrazu pokazdé prochazeli vSechny body,
bude nam kontrola jednoho obrazu trvat O(N), kontrola
vech obrazit O(N?) a prozkoumén{ viech 2N — 2 piimek

O(N?).

Tento postup lze zrychlit vhodnym setfidénim bodu. Pro
kazdou potencidlni osu body setfidime podle polohy jejich
priimétu na osu (to je pata kolmice k ose, na niz lezi dany
bod). Vsimnéte si, Ze tento primét jsme uz spocitali p¥i hle-
déni souradnic obrazu. Mizeme vyuzit toho, ze pokud ma
byt bod Py obrazem P, budou soufadnice jejich praméta
na osu stejné.

Nejprve dokazeme, ze soucet vsech ¢isel mezi dvéma vysky-
ty téhoz vrcholu v v ET-posloupnosti je nulovy. Urcité to
sta¢i dokazat pro ,sousedni* vyskyty, tedy takové, mezi ni-
miz jsme v nenavstivili. Nechme DFS bézet tak dlouho,
nez dospéje do prvniho z nasich dvou vyskyti vrcholu v.
Pak bude pokracovat do nékterého ze syni vrcholu v, na-
¢ez proleze cely podstrom pod timto synem, a nakonec se
vrati zpét do v, coz bude druhy z vyskytia. Kdykoliv pfi
tomto priichodu prosel po néjaké hrané dolu, vratil se po ni
pak nahoru, takze k celkovému sou¢tu tato hrana prispéje
nulou.

Nyni dokazeme, ze soucet vSech ¢isel mezi jakymkoli vysky-
tem vrcholu p a jakymkoli vyskytem vrcholu z je roven
souctu cesty mezi x a p. Vzhledem k pfedchozimu odstavci
si muzeme vybrat konkrétni vyskyty: pro p si vybereme ten,
z n&jz odejdeme hranou vedouci smérem k z; pro = zvolime
prvni vyskyt.

Uvazujme, co DFS provede mezi témito dvéma vyskyty.
Urcité proslo po cesté z p do z. VSechny podstromy odpo-
jujici se od této cesty doleva, kompletné proslo, takze cel-
kem pfispély nulou. Podstromy odpojujici se vpravo viibec
nenavstivilo. Nenulou tedy pfispély pouze hrany na cesté.

K odpovidani na dany typ dotazi tedy sta¢i predpocitat
prefixové souéty pro ohodnocenou ET-posloupnost, a pa-
matovat si pro kazdy vrchol jeho libovolny vyskyt. To zvlad-

neme v linedrnim Case, na dotazy pak odpovidame odecte-
nim dvou prefixovych soucti, tedy v konstantnim case.

Ukol 6: Syn v zadaném sméru

Dostaneme vrchol x a jeho predchidce p. Chceme najit to-
ho ze synu vrcholu p, ktery lezi na cesté z p do z. Pouzi-
jeme podobny trik jako pro vypocet LCA. ET-posloupnost
ohodnotime hloubkami a budeme hledat vrchol s minimélni
hloubkou lezici mezi libovolnym vyskytem vrcholu z a po-
slednim vyskytem vrcholu p.

Z toho pfimo nic nezjistime: minimum se evidentné naby-
véa pro vrchol p. Ale pokud v zadaném intervalu nalezneme
nejlevéjsi minimum, je to ten z vyskytu vrcholu p, do néjz
jsme se z x vratili. Tésné pred nim v posloupnosti lezi hle-
dany syn.

Sta¢i nam tedy vylepsit strukturu pro intervalovd minima,
aby vzdy nasla nejlevéjsi vyskyt minima v intervalu. To se
da zafidit tfeba tak, ze do ET-posloupnosti pro -ty vyskyt
vrcholu v misto hloubky d(v) zapiSeme uspofddanou dvojici
(d(v),) a dvojice budeme porovnéavat lexikograficky. Nebo
miizeme dvojici zakédovat do pfirozeného ¢&isla d(v) - n + i.

Takto upravend struktura bude stejné rychla jako ta pivod-
ni, takze s pfedvypoctem v O(nlogn) dokdZeme odpovidat
v konstantnim case.

Martin ,,Medvéd“ Mares
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29-3-6 Obrazec pro draka

Pro jednodussi feseni lohy je dobré prevést si mnohotuhel-
nik na néco, s ¢im se pracuje lépe. Vytvofime si graf, jehoz
vrcholy predstavuji trojuhelniky a hrany reprezentuji tyce.
Vrcholy sousednich trojihelniki jsou tedy spojené hranou.
Jesté se nam bude hodit, kdyz i strany mnohothelniku bu-
dou hrany a za kazdou stranou budeme mit také vrchol.
Miuizeme si v§imnout, Ze tento graf je stromem.

Nyni si mizeme vybrat jeden z vrcholtt mimo mnohothelnik
a prohlasit ho za kofen naseho, nyni binarniho, stromu. Ted
by nés zajimalo, co udéla s nasim stromem jedno pieklopeni
tyce. Ukédzeme si, Ze odpovida operaci stromové rotace.

‘e

Rotace je ,otoceni® hrany mezi dvéma vrcholy, kde zacho-
vame poradi vrcholi a podstromy pfevésime, viz obrazek.

/N /8\ /B\ [\

Piesné tohle udéla zvednuti tyce a jeji umisténi napfic:

BN B

[N/

Pocatecni i cilovy obrazec pfevedeme na binarni strom, kde
za koFen zvolime ten stejny vrchol (neboli vrchol za stejnou
stranou mnohothelniku). Ted hleddme, jak prevést pomoci
rotaci jeden na druhy. Jesté je dobré si ocislovat listy — tedy
vrcholy za hranami mnohothelniku. Aby dva stromy repre-
zentovaly stejnou triangulaci, tak musi sedét i ocislovani
list.

Stromové rotace maji jednu dilezitou vlastnost, totiz za-
chovéavaji poradi listi. Nestane se nam tak, ze by se pofa-
di list néjakym zpiisobem pomichalo (coz by znamenalo,
Ze by se nam i mnohothelnik musel néjak preklapét). Za-
chovani této vlastnosti je dulezité, protoze bychom jinak
mohli sice vymyslet zpiisob, jak piejit od jednoho stromu
k druhému, ale nesedély by nam listy, tedy by vlastné viibec
nemuselo jit o tu samou triangulaci.

Nyni uz jsme velmi blizko cile. Pfipomindme, Ze hledame
libovolnou posloupnost rotaci, nemusi byt nutné nejkratsi.
Pokud budeme opakovat dostatecné dlouho rotace do jed-
noho sméru, tfeba doleva, ziskdme linedrni strom.

Staci zacit u kofene a opakovat rotace, dokud neni vpravo
jenom list. Poté pijdeme k jeho pravému synovi a bude-
me to opakovat. V kazdé rotaci jeden vrchol zaradime do
linearniho stromu a tedy ndm to bude trvat O(n) kroku.

To samé muzeme provést s cilovym stromem. VyuZijeme
toho, Ze k rotaci vpravo je rotace vlevo inverzni operaci.

Abychom ziskali hledanou posloupnost pfeklopeni, muze-
me provést rotace stromu pocateéniho obrazce na linearni
strom a pak pozpatku ty, co jsme provedli s cilovym stro-
mem.

Strom sestrojime v linedrnim Case, obé pfevedeni na line-
arni strom zvladdneme O(n) rotacemi, a protoze kazd4 trva
jen konstantni ¢as, tak celkovy ¢as bude O(n). Podet rotaci
bude také O(n).

Najit nejkratsi posloupnost rotaci, ktera prevadi jeden bi-
narni strom na druhy, v polynomialnim ¢ase zatim bohuzel
neumime. Jestli to vibec jde, je stile otevieny problém.
Umoznilo by ndm to efektivné spocitat rota¢ni vzdalenost
dvou strom, totiz kolik nejméné rotaci je pot¥eba pro pie-
vedeni jednoho stromu na jiny. To je hezka metrika — zpt-
sob, jak méfit ,vzdalenost“ (rozdilnost) dvou stromii.

Jirka Sejkora

29-3-7 Stromovi predci

Ukol 1: Chytiejsi znackovani

Ke kofeni chceme stoupat z obou vrcholtl soucasné. Jelikoz
nam asi nedali paralelni pocita¢, budeme to co nejvérnéji
simulovat. Vzdycky jeden krok na cesté z prvniho vrcholu,
pak jeden z druhého, a tak dale. Vrcholy na obou cestach
znackujeme a jakmile prvni vrchol dostane obé znacky, je
to hledany spole¢ny piedchidce (LCA).

Jak dlouho to trva? Oznacme d; a do vzdéalenosti k LCA.
Tento LCA dostane prvni znacku po d; krocich, druhou
po ds. Algoritmus se tedy zastavi po O(max(dy,ds)) kro-
cich, coz je totéz jako pozadovanych O(dy + da).

Ukol 2: Minimum svislé cesty

i

Chceme pocitat minimum ohodnoceni hran na ,svislé* ces-
té mezi vrcholem x a jeho predkem p. Predpocitame si
hloubky vrcholi d(v), takZze dotaz umime pfelozit na mi-
nimum na cesté mezi « a Pra(z,d(z) — d(p)).

V zadani jsme ukézali, jak si pfedpocitat skocky, tedy hrany
z v do Pra(v,2%), a pak poéitat Pra(w, k) slozenim O(logn)
skocek. Nyni si pro kazdou skocku predpocitame jesté mi-
nimum z ohodnoceni pfeskakovanych hran. To pro kazdou
zvladneme v konstantnim case slozenim dvou uz spocita-
nych minim. A p¥i skldddni Pra(v,2*) ze skoéek rovnou
slozime i pfislu$nd minima.

Piedvypocet trva O(nlogn), pak odpovidame v O(logn).
Ukol 3: Soucet svislé cesty

Soucet je mnohem jednodussi. Spocitame si analogii prefi-
xovych soucti, tedy soucty S(v) vSech hran z kofene do v.
Soucet na cesté mezi = a jeho predkem p pak je prosté
S(xz) — S(p). Pfedvypocet trvd O(n), na dotazy odpovida-
me v O(1).

Ukol 4: Minimum obecné cesty

Minimum nebo soucet na obecné cesté mezi x a y spoc¢teme
tak, Ze nejdfive nalezneme ¢ = lca(z,y). Pokud je x = ¢
nebo y = £, cesta je svisla a jsme hotovi. V opaéném piipadé
cestu rozlozime na dvé svislé cesty: z « do £ a z £ do y, pro
které uz umime odpovédét.

Ukol 5: Soucet pomoci ET-posloupnosti

Dostaneme ET-posloupnost, do niz jsme pii prachodu hra-
nou smérem dolt napsali jeji ohodnoceni, a pfi navratu na-
horu minus ohodnoceni. Chceme pocéitat soucty na svislych

cestach, opét ozna¢ime x nizsi vrchol cesty a p ten vyssi.

-

Pokud mame tedy takto setfidéné body, muzeme je brat po-
stupné. Vzdy vezmeme vSechny body se stejnymi soufadni-
cemi priamétu a ulozime je do dalsiho pole. Toto dalsi pole
opét setfidime, tentokrat podle pozice na piimce, na které
se vSechny nachézeji (to je néjaka p¥imka kolm4 k ose). Je
ziejmé, Ze prvni bod v tomto mensim seznamu musi byt
obrazem posledniho, druhy pfedposledniho atd. Pokud si
néjaka tato dvojice neni navzajem obrazem, néktery bod
z dvojice nema obraz a zkoumana pfimka neni osou.

Piavodni setfidéni bodi zvladneme v ¢ase O(N log N), tii-
déni mensich seznamt stihneme jesté rychleji. Kontrolu po
setfidéni stihneme v linedrnim case. Jelikoz zkoumanych
piimek je stéle linedrng, ¢ini celkova slozitost O(N2log N).
Cely tento algoritmus miZeme jesté zrychlit pouzitim he-
Sovaci tabulky.! Jednoduse si soufadnice vech bodii do
jedné takové tabulky ulozime. Pak pro kazdy bod spodci-
tame soufadnice jeho obrazu podle dané osy a podivame
se do tabulky, jestli se tam bod s takovymi soufadnicemi
nachdazi. Jelikoz zjisténi existence v heSovaci tabulce pro-
béhne v pramérné konstantnim case, ziskdme ovéfeni osy
v ¢ase prumérné linedrnim. Celkové tedy v priamérném ca-
se O(N?). Toto feseni uz stacilo na ziskani plného poctu
bodt.

Tézisté€ na pomoc

Pojdme se ale jesté podivat na feSeni jiného typu, tieba po-
vede k jesté lepsim vysledktim. Nékteti z vas chytfe vyuzili
toho, Ze t&zisté bodi se jisté nachézi na ose soumérnosti.
Pro¢ tomu tak vlastné je? Tézisté mizeme poéitat postup-
né, tedy tak, Ze si body rozdélime do skupinek, spocitame
te7iSté skupinek a pak spocitame t&zisté téchto tézist (kaz-
dé z téchto tézist jesté vazime poctem bodu z prislusné
skupinky).

Miuzeme tedy vzit body po dvojicich - vzdy si vezmeme bod
a jeho obraz (body, co lezi pfimo na ose, nechdme samostat-

se nachazi pfesné na ose. Tézisté samostatného bodu je pii-
mo tento bod. Kazdé takto spocitané tézisté se nachazi na
ose, tedy i tézisté téchto tézist — jakkoli vazené — se bude

nim case. Staci spo¢itat primér z-ovych a prumeér y-ovych
soufadnic jednotlivych bodu. Vysledkem jsou soufadnice

téziste.

Takto ziskdme jeden bod osy, musime jesté pfijit na dru-
hy. Jeden zptisob je opét zkouset stiedy usecek PyPj pro
ostatni k. Tento zptsob je zdanlivé lepsi oproti pfedchozimu
v tom, ze muzeme pomérné rychle odmitat piimky, které
nejsou osami. Protoze aby se Py zobrazilo na Py, musi byt
piimka PyP se stfedem S kolmé na osu T'S (T je t&zis-
té) a navic musi T'S protinat Py Py ve stiedu tsecky PoPy.
Vsechno toto dokdzeme zkontrolovat v konstantnim Case
a rychle tak odmitnout spoustu potencialnich os.

Kdyz vSak vSechny tyto rychlé kontroly uspéji, musime opét
ovérit, jestli je dana pfimka skutecéné osou. To mizeme pro-
vést jednim ze zpusob® popsanym v predchozi ¢asti.

Nicméné v obecném piipadé jsme si moc nepomohli. Jako
Géinny protiptiklad se ukdze mnozina vrcholi pravidelné-
ho n-thelniku sjednocend s mnozinou bodi rovnostranné-

ho trojthelniku se stejnym tézistém, ktera zpisobi, ze celd

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani

mnozina osové symetricka neni.

Sami si muzete vyzkouset, ze pokud budou vrcholy z troj-
thelniku brany az jako posledni v poradi, skutecné jsme si,
co se rychlosti tyka, oproti pfedchozimu postupu viibec ne-
pomohli - stale budeme muset zkouset O(N) os a zZadnou se
nam nepodaii odmitnout rychlym zptsobem. Kazdou osu
budeme muset ovéfit pomalym zpusobem, celkové jsme te-
dy stale na slozitosti O(N?). Pro jiné piistupy je jestd horsi
pfipad, kdy vSechny body z trojuhelniku i z n-tithelniku maji

od tézisté stejnou vzdalenost.

Zda se, ze najit tézisté ndm vlastné viibec nepomohlo. Kde-
pak, opak je pravdou. Na nasledujicich fadcich si ukazeme
jesté rychlejsi feseni, které se pravé o tézisté opira.

Jde to jesté rychleji

tak, aby tézisté bylo na pocatku souradnicového systému
a nadéle budeme pocitat s témito upravenymi soufadni-
cemi. Pak vime, Ze osa soumérnosti, pokud existuje, bude

Dale budeme pracovat s takzvanymi polarnimi souradnice-
mi, tj. misto x-ové a y-ové soufadnice budeme mit u kaz-
dého bodu uhel, ktery svird z-ova osa s pfimkou spojujici

dany bod s pocatkem (t€Zistém), a vzdalenost od pocatku.
Potom si sefadime body podle tihlu (prozatim budeme pfed-
pokladat, ze zadné dva body nemaji stejny tthel). Mame te-
dy u kazdého bodu P; thel ¢;. V tomto setfidéném poradi
budeme nadéle vrcholy zpracovévat, ale ukaze se, ze dulezi-
té pro nas bude pamatovat si rozdil thlu oproti predchozi-
mu vrcholu. Tedy pro kazdy vrchol spoéitame §; = p;—p;—1
a pro nulty vrchol 6y = @o + 360° — oy _1. VSimnéte si, ze
soucet pres vSechna d; nam déa 360°.

Pokud vzdalenost jednotlivych bodi budeme znacit pomo-
ci r;, mizeme ted thly a vzdalenosti zapsat do Fetézce
s = 0oro017r1...0n—17N—1. Tedy jednotlivé r; a &; bude-
me chapat jako jednotlivé znaky Fetézce. VSimnéte si, ze
z tohoto Fetézce lze zpétné zrekonstruovat piivodni rozloze-
ni bodt (aZ na rotaci okolo stfedu, ktera neovliviiuje osovou
soumérnost). Prosté se vzdy oto¢ime o dany thel §; a na-
kreslime bod ve vzdélenosti r; od pocatku.

Pfedstavme si na chvili, Ze osa x je hledanou osou sou-
mérnosti. Uvazujme pfipad, kdy zadny bod nelezi na pravé
strané této osy (tedy neexistuje bod s ¢; = 0). Pak neni
tézké si predstavit, ze nékteré thly a vzdélenosti si musi
odpovidat. Konkrétné ro = ry_1, 01 = Ony—1, "1 = 'nN—2,
02 = On—_o atd. Pro pfipad, kdy bod lezi na pravé strané
osy x dostaneme podobné rovnosti, jen trochu posunuté,
0o =O0N_1, 71 =7Tn_1 atd.

Kazdopadné si vSimnéte, ze oba piipady znamenaji, Ze fe-
tézec s je skoropalindrom (palindrom je fetézec, ktery se



stejné cte zepredu i zezadu, tedy Ze prvni znak je stejny ja-
ko posledni, druhy je stejny jako pfedposledni atd.). Pfes-
néji feCeno v prvnim piipadé dostaneme palindrom, kdyz
za s pfipiSeme prvni znak s (tj. dp), ve druhém, kdyz pied
s piipiSeme jeho posledni znak (tedy ry_1).

Bohuzel nemame zarucéeno, ze osou soumérnosti bude osa x.
TakZe musime Fetézec s vhodné zrotovat, tj. opakované brat
posledni znak Fetézce a dat jej na prvni misto. VSimnéte si,
ze pokud zrotujeme do néjakého stavu

0k

a na konec zkopirujeme prvni znak (r), vysledek je palin-
dromem préavé tehdy, kdyz osa prochazi bodem ry. Analo-
gicky pokud rotaci dostaneme Tetézec

Tk0k+1 - - - ON—17N—100T0 -
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a opét zkopirujeme Jy, vysledek je palindromem praveé teh-
dy, kdyz osa prochézi stfedem tsecky mezi body Py_1 a Pj.
Uvédomme si, Ze to jsou jediné moznosti, kde osa soumeér-
nosti miize lezet. Mame-li totiz tézisté T' (nebo jiny libo-
volny bod na ose soumérnosti), bod A a jeho obraz A’, tak
thel mezi pfimkou T'A a osou soumérnosti musi byt stejny
jako mezi osou a p¥imkou T'A’. Predstavme si, Ze by tedy
osa délila néjaky uhel 6, na uhly dj, a ;. Necht je 6} ten
mensi z nich a bod pfi tomto Ghlu (P, nebo Pj,_1) ozna-
¢ime K. Bod K se musi zobrazit na jiny bod, ktery déva
s osou thel &) (resp. 360° — dj,, podle toho, jak se na to
divate), ale vSechny ostatni body dévaji thel vétsi (resp.
mensi), K tedy nema obraz a zkoumand piimka neni osa.

Staci vyzkouset vSechny tyto rotace a podivat se zda nejsou
skoropalindromem. Pokud si budeme uchovavat fetézec ve
spojovém seznamu s ukazatelem na zacatek i konec, dalsi
rotaci vytvofime v konstantnim case, sta¢i odebrat prvek
z konce seznamu a dat jej na zacatek. Samotnd kontrola,
jestli je Tetézec skoropalindromem, bude v linedrnim case.
Staci zkontrolovat jestli je prvni prvek shodny s predposled-
nim, druhy s pfedpredposlednim atd. To zvladneme pomoci
dvou ukazateli, které vzdy posuneme o jednu pozici.

Nicméné to opét vypada, Ze jsme si viibec nepomohli. Jednu
rotaci zkontrolujeme v ¢ase O(N), ale rotaci je také O(N),
dohromady dostaneme opét O(N?). Nicméné Castym tri-
kem, kdyz hleddme vhodnou rotaci, je negenerovat nové
a nové rotace, nybrz fetézec zkopirovat dvakrat za sebe.
Zkusme to také.

Pivodné jsme hledali rotaci s palindromem délky 2N — 1
(nezapominejme, ze N je podet bodi, délka s je tedy 2NV),
stejné tak mizeme hledat palindrom délky 2N — 1 ve zdvo-
jeném fetézci. To miZeme udélat tak, ze najdeme nejdelsi
palindrom liché délky, pokud je delsi nez 2N — 1, mtuzeme
jej jednoduse zkratit (odebiranim vzdy dvojici znak z kra-
je) na tuto délku. A jak najit nejdelsi palindrom? Na to se
podivame spolu v paté sérii. Zatim jen prozradime, Ze to
zvladneme v linearnim case.

Uz jsme téméf na konci, ale nesmime zapomenout jesté na
jednu véc. Na zacatku tohoto FeSeni jsme predpokladali, ze
zadné dva body nebudou mit pfifazeny stejny thel ;.

S tim se uz da celkem snadno vyporadat. Trochu upravi-
me konstrukei fetézce s. Kdyz budeme mit nékolik bodu
stejny thel, napiSeme jejich vzdalenosti do tohoto Fetézce
hned za sebou v setfidéném poradi. Protoze ale potfebu-
jeme, aby se sekvence bodu se stejnym uhlem cetla stej-
né popiedu i pozpatku (abychom mohli problém pievést

na hledani palindromu), tak ji hned za ni zapiSeme zno-

va, v opacném poradi. Nas fetézec mize vypadat napiiklad
takto: dororirerariTodarsrsdy .. .

Odpovidajicim zptisobem upravime i délku hledaného pa-
lindromu. Ta je 2N + A, kde N je pocet bodii a A je pocet
nenulovych §;.

Pojdme si to shrnout a podivat se na vyslednou slozitost.
Posunout body podle tézisté, stejné tak spocitat polarni
soufadnice zvladneme v linedrnim case. Setfidénim bodu
podle hla stravime O(N log N). Zkonstruovat a zdvojit Fe-
tézec opét zvladneme linedrné a konecné jsme slibili, Ze na-
lezeni samotného palindromu jde také rychle. Celkové jsme
se tedy kone¢né dostali na ¢asovou slozitost O(N log N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-3.py

Dominik Smrz € Martin ,Medvéd“ Mares

29-3-4 Mezi hlidkami

Ze vseho nejdfive tlohu pievedeme na variantu, kde je zaka-
zano vstupovat pouze na policka s hlidkou, ale na sousedni
Slapnout muzete. Udélame to tak, ze pfidame ,virtudlni“
hlidku na vSechna pole sousedici s hlidkami ze zadéani. Od-
povéd pro takto upravenou ulohu a vstup bude stejné jako
pro puvodni zadani.

Jednou z moznosti, jak se tloha dala Tesit, bylo si na za-
¢atku najit pomoci prohleddvani do sifky nejkratsi cesty
mezi vSemi dvojicemi poli¢ek. Pfi odpovidani na dotaz uz
budeme mit délku nejkratsi cesty pfedpocitanou a mizeme
ji jen vrétit.

Protoze pocitame cesty na poli velikosti N x M policek,
zabere nam vyhledani nejkratsich cest z jednoho policka do
viech ostatnich ¢as O(NM) (jedno prohledavani do siiky).
Jelikoz potiebujeme pocitat vzdalenost mezi vSemi dvojice-
mi poli¢ek, musime prohledavani spustit pro kazdé policko
samostatné, coz zabere O((NM)?) ¢asu a O((NM)?) pa-
méti. To neni pfili§ rychlé, zkusime to vylepsit.

Rychlejsi postup

Muzeme si v§imnout, ze vzhledem k malému poctu hlidek
nejkratsi cesta piijde vétsinu ¢asu po ¢asti plané, kde zadné
hlidky nejsou. Toho jde vyuzit a dosdhnout tak lepsi ¢aso-
vé i pamétové slozitosti. DAl v feSeni budeme pracovat se
soufadnicemi startu z, ys a soufadnicemi cile ., yc.

Resent si rozdélime na dva piipady — bud neexistuje hlidka,
ktera je v obdélniku definovaném startem a cilem, a délka
nejkratsi cesty je tedy |zs — zc| + |ys — ye|, nebo ndm po
cesté néjaka hlidka bude prekdzet a budeme to muset vyfe-
sit. Tyto dva piipady také musime byt schopni odlisit, coz
vyfeSime v posledni ¢asti FeSeni.

Chtéli bychom si pfedpocitat nejkratsi cestu mezi kazdymi
dvéma vrcholy, jenze to by trvalo pfili§ dlouho. VSimneme
si ale, ze ve sloupcich a fadcich, kde neni hlidka, se ,nic
nedéje. Pokud je takovych fadkt nebo sloupci vice vedle
sebe, tak vzdy vSechny slouéime (zkontrahujeme) do jedno-
ho a poznamename si ke kazdému polic¢ku, kolika policktim
odpovida ve vertikdlnim a horizontalnim sméru. Jednotliva
zkontrahovand policka tak mohou odpovidat i docela vel-
kych obdélniktim v ptvodni plani. Nejkratsi cesty si pak
predpocitame az na této upravené plani.

Pii slucovani si u kazdého policka z ptuvodni plané navic
zaznamename, kde je jeho ,sloucend verze“ v kontrahova-

né plani. To se nam bude pozdéji hodit a takto se k této
informaci dostaneme v konstantnim case.

Na této kontrahované plani budeme chtit hledat nejkratsi
cesty. Mize se zdat, ze po tpravé, kdy néktera policka re-
prezentuji vétsi vzdalenosti, nebude bézné prohledavani do
sifky stacit, ale mizeme si rozmyslet, ze diky kontrahovani
vzdy celych fadku a sloupci bude i obycejné prohledavani
do sifky stale dostavat policka ve spravném poradi — takové
prohledavani do sifky totiz pfifadi polickim stejnd ohod-
noceni, jako kdybychom ho spustili na pavodni plani. Nad
timto prohleddvanim do Sifky také mtZeme premyslet jako
nad Dijkstrovym algoritmem, ktery namisto haldy pouziva

frontu.

Protoze hlidek bylo k, tak takto upravena plan ma rozmé-
ry O(k?) (mezi sousednimi hlidkami je maximalné jeden
zkontrahovany sloupec nebo fadek) a predpocitat si vech-
ny nejkratsi cesty tedy bude trvat O(k?).

Potfebujeme jesté umét zjistit, zda je v obdélniku defino-
vaném startem a cilem hlidka. To mtzeme udélat jednodu-
Se pomoci dvoudimenzionalnich prefixovych souctit (o nich
si muzete precist tfeba v nasi kuchafce zakladnich algo-
ritmt1).? Hlidky budeme povazovat za jednicky a prazdna
policka za nuly. V daném obdélniku pak bude hlidka pravé
tehdy, kdyZ je v ném nenulovy soucet.

Dotaz pak bude vypadat néasledovné: Pokud mezi policky
neni z4dna hlidka, délka nejkratsi cesty je |xs—xe|+|ys —yel-
Pokud mezi nimi hlidka je, vyuZijeme naSi kontrahované
plané, kde mame pro kazdou dvojici policek pfedpocitanou
nejkratsi cestu

Drobnou nesnézi je, Ze start (nebo cil) mohou leZet uvnit¥
néjakého kontrahovaného obdélniku. Mtzeme si rozmyslet,
ze Gast cesty, kterd je v tomto obdélniku, mize jit libovol-

nou nejkratsi cestou do rohu nejblizsiho k cili (respektive
startu), tuto Gast cesty spocitame jako v pripadé vyse.
A dal uz pak vyhleddvdme jen ve zkontrahované plani, re-

spektive v predpocitané datové strukture délek cest mezi
dvojici zkontrahovanych policek.

Piedpoéitani kontrahované plané bude trvat O(MN + k%)
a stejné prostoru bude zabirat vysledna datova struktura.
Na dotazy pak budeme schopni odpovidat v konstantnim
Case.

Kuba Tétek

29-3-5 Dradi zamek

K zadani této ulohy jste vSichni dostali napovédu, totiz ku-
chatku o metodé Rozdél a panuj. Toho jste vSichni sprav-
né vyuzili, a tfebaze dosla feseni vyuzivala rizné pristupy,
vzdy byly zaloZeny na této metodé.

TakZe jak se k tloze spravné postavit? Pfipometime, Ze
¢tvercova miizka ma rozméry N x IV, kde N je né¢jakd moc-
nina dvojky. Je snadné si vS§imnout, Ze pro N = 1 mé tloha
trividlni feSeni: mame jediné plné pole.

Pro vétsi N chceme celé zadani rozdélit na mensi tlohy.
Mrizku uprostied rozsekneme na ¢tyfi podmfizky, kazdou
S rozmeéry AWV X AWV Na podmfizku, kde se vyskytuje pl-
né pole, mizeme rekurzivné zavolat stejny algoritmus. Pro

ostatni podmfizky si pomizeme tak, ze do rohu, ktery vza-
jemné tvori, vlozime navic dilek:

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy
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V kazdé z nich se ted nachézi plné pole, tudiZ i na né se
muZeme zavolat rekurzivné.

Cely algoritmus slouzi zaroven i jako dikaz, ze kteroukoliv
miizku velikosti N = 2¥ lze pokryt dilky. Pocatecni pozo-
rovani pro k = 0 je indukénim pfedpokladem, rozdéleni na

podmiizky indukénim krokem.

Pokud bychom chtéli algoritmus implementovat (coZ jsme
od vas nepozadovali), je zajimavé se podivat na Casovou
slozitost. Budeme nésledovat vySe uvedeny postup a vy-
tvofime funkci, kterd vzdy polozi novy dilek a navic pro
N > 1 zavold rekurzivné ctyfikrat sama sebe. Samotny
pribéh funkce mé konstantni ¢asovou slozitost (pouze vy-
pocitdme polohu plného pole), takze zbyva vyfesit, kolikrat
se zavola.

Zkusime pro zménu premyslet odspodu: volame funkci na
kazdou podmfizku velikosti 1 x 1, a téch se v mfizce nachéazi
N2; dale na kazdou podmiizku velikosti 2 x 2, téch je celkem
%. Dostéavame se tak k souctu fady: N2+ N,% + \% +...+1.
K jejimu feSeni miuzeme vyuzit napfiklad kuchafkovou vétu
(Master Theorem), kterd ndm odpovi, Ze celkova Casova
slozitost je O(N?).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-5.py

Kuba Marousek




