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M
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K
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Š
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L
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G
L
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H

3
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8
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O
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L
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H
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A
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G
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36.
D
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G
T
om
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L
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1

2
6
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37.
R
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O
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M
ensaG

2
1
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38.
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D
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V
O
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ŠŽ
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1
2
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P
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G
Ž
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4
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C
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P
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V
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Č
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B
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P
ředstavm

e
si,
že
jsm
e
u
m
ěsta

L
eyfast

a
procházím

e
očíslované

dom
y.V

každém
z
dom
ů
m
ám
e
několik

m
ož-

ností,
jak
se
rozhodnout.

A
bychom

nalezli
nejlepší

řešení,
m
ůžem

e
zkusit

každou
m
ožnou

kom
binaci

rozhodnutí
a
vy-

brat
tu
nejvýhodnější,

ale
to
by
trvalo

příliš
dlouho.

M
ůžem

e
také

zkusit
vybírat

dalšíkrok
hladově

,neb
olivybí-

rat
m
ožnost

nep
orušující

pravidla,
která

nám
lokálně

(pro
tento

dům
)
dá
nejlepší

výsledek.
T
o
bude

sice
rychlé,

ale
nedostanem

e
takhle

správnou
odp
ověď.

Z
kuste

si
to
na
ně-

jakých
vstup

ech,k
rozbitítohoto

p
ostupu

stačíjiž
ukázkový

vstup
ze
zadání.

P
roblém

em
hladového

řešení
je,
že
nijak

neresp
ektuje

to,
že
volba

v
i-tém

dom
ě
ovlivňuje

m
ožné

volby
v
okolních

dom
ech.
P
řip
om
eňm
e
si,
co
m
ůžem

e
v
dom
ě
udělat.

P
okud

skrz
dom
y
p
ůjdem

e
odzadu,

tak
m
ůžem

e:

•
N
averb

ovat
vojáka,

p
okud

jsm
e
tak
neučinili

v
předcho-

zím
a
neučiním

e-li
tak
v
ani
následujícím

dom
ě.

•
V
zít
zbraně,

pak
m
usím

e
nutně

naverb
ovat

vojáka
v
ná-

sledujícím
dom
ě.

•
N
evzít

zbraně
ani
nenaverb

ovat
vojáka.

V
olba,

která
ovlivňuje

výb
ěr
v
okolních

dom
ech,

je
verb
o-

vání.
P
okud

se
zkusím

e
p
odívat

na
problém

om
ezený

jen
na
prvních

i
dom
ů,
tak
by
nás
pro
další

rozhodování
m
oh-

lo
zajím

at,
jaké

nejvyšší
b
ojeschopnosti

um
ím
e
dosáhnout,

p
okud

siv
i-tém

dom
ě
dovolím

e
naverb

ovat
vojáka

a
p
okud

si
zde
vojáka

nep
ovolím

e
naverb

ovat.

P
ostavím

e
si
pro
to
rekurzivní

funkci
B
(i,(tru

e|f
a
lse)),

která
bude

p
očítat

přesně
toto.

P
okud

se
nám

p
ovede

ji
sp
očítat,

tak
celkovou

m
axim

ální
b
ojeschopnost

získám
e

zavoláním
B
(N

,tru
e).

T
eď
sibudem

e
m
uset

sestavit
funkci(pro

přip
om
enutí,v

Z
i

je
zisk
b
ojeschopnosti

při
braní

zbraní
z
i-tého

dom
u,
v
V
i

to
sam
é,
ale
pro
verb
ování

z
i-tého

dom
u).

•
P
ro

i≤
0
bude

m
ít
funkce

vždy
hodnotu

0.
•
B
(i,f

a
lse)
bude

m
axim

um
z:

•
Z
i +

V
i−
1
+
B
(i−
2,f

a
lse)
(budem

e
brát

zbraně,
což

vynutí
verb
ování

v
i−
1;
lze
p
oužít

jen
pro

i
>
1)

•
B
(i−
1,tru

e)
(nebudem

e
dělat

nic)
•
B
(i,tru

e)
bude

m
axim

um
z
B
(i,f

a
lse)
a
navíc:

•
V
i +

B
(i−
1,f

a
lse)
(budem

e
verb
ovat)

T
akovouto

funkci
lze
jednoduše

naprogram
ovat.

H
orší

je
exp
onenciální

časová
složitost

zp
ůsob

ená
větvením

výp
o-

čtu
v
každém

dom
u.
N
aštěstí

funkce,
kterou

jsm
e
právě

definovali,
závisí

p
ouze

na
dvou

param
etrech:

i
a
v
erbov

a
t.

V
ýsledky

volání
si
tak
m
ůžem

e
ukládat

do
tabulky

veli-
kosti

2
N
.
P
ři
opakovaném

zavolání
pak
stačí

vrátit
už
dří-

ve
sp
očítaný

výsledek.
Sp
očítám

e
tedy

nejvýše
2N
hodnot

funkce
B
,proto

dostávám
e
lineárnísložitost

vzhledem
k
p
o-

čtu
hodnot

na
vstupu.

Z
bývá

dom
yslet,

jak
navíc

zjistit
jeden

z
plánů

verb
ování

nabývající
hodnoty

B
(N

,tru
e).
N
apříklad

m
ůžem

e
spustit

znovu
trochu

m
odifikovanou

funkcip
očítající

B
,která

bude
nyní

vracet
odkaz

na
i-tý
prvek

sp
ojového

seznam
u,
který

reprezentuje
jeden

ze
znaků

(z,v,-).
V
šim
něm
e
si,
že
takto

p
oužijem

e
jen

N
p
oložek

seznam
u,
protože

už
m
ám
e
sp
očí-

tány
hodnoty

B
a
v
každém

kroku
tak
volám

e
p
ouze

jednou
naši

m
odifikovanou

funkci.

N
a
trochu

(ale
jen
konstantně)

elegantnější
řešení

s
nahra-

zením
sp
ojového

seznam
u
řetězcem

se
m
ůžete

p
odívat

do
vzorového

program
u
v
C
+
+.

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
9
-
3
-
1
.
c
p
p

M
arek

Č
ern
ý

29-3-2
T
rp
asličí

závaží

K
p
orovnávání

váhy
sad
závaží

a
protizávaží

se
dalo

p
o-

užít
několik

různých
p
ostup

ů.
Jedním

z
nich

bylo
převést

zápis
na
takový,

který
bude

obsahovat
jen
jedničky

a
nuly,

a
tento

pak
p
orovnat

jako
se
p
orovnávajíbinárníčísla.D

ru-
hou
m
ožností

je
p
orovnat

zápisy
v
této

„rozšířené
dvojkové

soustavě“
přím

o.

Z
a
chvíli

si
ukážem

e
ob
ě
m
ožnosti,

nejdříve
ale
proveďm

e
p
ozorování.

P
odobně

jako
v
klasické

dvojkové
soustavě

m
á

každá
p
ozice

dvojnásobnou
hodnotu

než
p
ozice

předchozí.
K
dyž
si
budem

e
p
ostupně

sčítat
hodnoty

na
dalších

p
ozi-

cích
(za
nějakou

p
ozicí

s
hodnotou

x
),
tak
nejdříve

dosta-
nem
e
p
olovinu

x
,
z
další

p
ozice

čtvrtinu
(neb
oli
p
olovinu

té
zbývajícíp

oloviny
do

x
)
a
tak
dále.K

aždá
dalšíp

ozice
nám

součet
více

přiblíží
k
hodnotě

x
,
ale
nikdy

ho
nepřesáhne.

P
rotože

p
ozic

v
binárním

čísle
je
konečně

m
noho,

přiblíží
se
na
jedničku

a
víc
už
ne
–
m
atem

atici
by
řekli:

n
∑i=
0

2
i
=
2
n
+
1−
1

T
akže

p
okud

bude
nejlevější

nenulová
p
ozice

čísla
zapsa-

ného
v
této

soustavě
záp
orná,

tak
i
kdyby

všechny
ostatní

p
ozicijiž

byly
kladné,dostanem

e
nejvýše

-1
(a
tedy

celé
čís-

lo
bude

záp
orné).

A
naopak,

p
okud

bude
kladná,

tak
číslo

bude
kladné.

P
odle

tohoto
m
ůžem

e
udělat

prvníp
orovnánía

p
okud

m
ají

nejvyšší
p
ozice

ob
ou
p
orovnávaných

čísel
rozdílná

znam
én-

ka,
m
ůžem

e
rovnou

oznám
it
výsledek

a
končím

e.
D
ál
tedy

budem
e
zabývat

jen
případy,kdy

jsou
znam

énka
na
nejvyš-

ších
p
ozicích

stejná.

D
alší
triviální

p
ozorování

je,
že
překlop

ením
všech

znam
é-

nek
na
opačná

vlastně
jen
zm
ěním

e
znam

énko
celého

čísla.

–
1
–



P
řevod

do
dvojkové

soustavy

P
ro
jednoduchost

budem
e
p
opisovat

převod
pro
čísla,

je-
jichž

nejvyššínenulová
p
ozice

je
kladná

(kdyžtak
sije
p
odle

předchozího
p
ozorování

překlopím
e
a
zapam

atujem
e
si,
že

je
číslo

vlastně
záp
orné).

B
udem

e
se
chtít

zbavit
všech

výskytů
−
1
v
zápisu

čísla.
V
šim
něm
e
si,že

následujícízápisy
m
ůžem

e
b
ez
zm
ěny
hod-

noty
převádět:

•
(1
,−
1)→

(0
,1)

•
(0
,−
1)→

(−
1
,1)

V
ob
ou
situacích

dělám
e
to,
že
přičtem

e
dvojici

(−
1,+
2),

což
je
v
součtu

nula,
a
tím
vlastně

p
osílám

e
m
ínus

jedničku
dál
doleva.

M
ůžem

e
tedy

zahájit
převod

od
nejm

enšího
řádu

zprava
a
takto

si
m
ínus

jedničky
průb

ěžně
elim
inovat,

neb
o
si
je

p
osílat

dál
doleva.

M
ám
e
ale
jednu

situaci,
kterou

jsm
e
si

nep
opsali

–
co
když

se
nám

vedle
seb
e
ob
jeví
dvě
m
ínus

jedničky?

N
a
chvíli

si
p
ovolím

e
p
oužít

i
hodnotu

−
2
a
p
odívejm

e
se,

co
se
nám

při
přičtení

dvojice
(−
1,+
2)
m
ůže
stát:

•
(−
1
,−
1)→

(−
2
,1)

•
(−
1,−
2)→

(−
2,0)

•
(0
,−
2)→

(−
1
,0)

•
(1
,−
2)→

(0
,0)

Z
kusm

e
si
to
na
čísle

5
zapsaném

jako
1,0,−

1,−
1.
P
ři
pře-

vodu
zprava

dostanem
e
p
ostupně

1,0,−
2,1,

pak
1
,−
1,0,1

a
nakonec

0,1,0,1,
což
odp
ovídá

číslu
5.

P
řevod

tedy
um
ím
e
udělat

lineárním
průchodem

číslem
od

nejm
enšího

řádu
k
největším

u
a
elim
inováním

m
ínus

jedni-
ček
p
om
ocí
přičítání

vzoru
(−
1
,+
2).
P
okud

takto
převede-

m
e
ob
ě
čísla,

už
je
snadno

p
orovnám

e
binárně

(průchodem
od
největšího

řádu
a
hledáním

první
p
ozice,

kde
se
liší).

P
orovnání

odečtením

P
okud

vám
převod

do
norm

ální
dvojkové

soustavy
přijde

jako
nehezký

trik,
dá
se
p
orovnání

udělat
i
odečtením

jed-
noho

čísla
od
druhého.

P
odle

toho,
jestli

nám
výsledek

vy-
jde
kladný,

neb
o
záp
orný

(což
p
oznám

e
p
odle

znam
énka

nejvyšší
jedničky),

určím
e
snadno,

které
číslo

je
větší.

O
dečítání

m
ůžem

e
dělat

klasickým
školním

p
ostup

em
od

nejm
enšího

řádu.
P
okud

nám
výsledek

odečtení
vyjde

1,
0

neb
o
−
1,
je
vše
v
p
ořádku.

P
okud

nám
vyjde

m
enší,

než
−
1,
tak
m
usím

e
udělat

převod
−
1
do
vyššího

řádu
(a
k
to-

m
u
současném

u
přičtem

e
+
2,
vlastně

op
ět
aplikujem

e
vzor

(−
1
,+
2)).
P
okud

nám
vyjde

naopak
větší

než
1,
přičtem

e
−
2
a
p
ošlem

e
převod

1
(tedy

p
oužijem

e
vzor

(+
1
,−
2)).

P
ojďm

e
se
p
odívat

na
průb

ěh
výp
očtu

třeba
čísla

1
,−
1,−
1,

od
kterého

odečtem
e
číslo

1,1
(neb
oli
1
−
3
=

−
2).
V
prv-

ním
kroku

nám
na
p
osledníp

ozicivýsledku
vznikne

−
2,což

převedem
e
na
0
a
do
vyššího

řádu
p
ošlem

e
−
1.
N
a
druhé

p
ozici

dostanem
e
−
3
(i
s
převodem

),
což
převedem

e
na

−
1

a
do
vyššího

řádu
p
ošlem

e
−
1.
A
nakonec

na
nejvyšší

p
o-

zici
dostanem

e
1
−
1
=
0,
čím
ž
získám

e
správný

výsledek
0
,−
1
,0.

T
ento

p
ostup

zab
ere
také

lineární
čas
vzhledem

k
velikosti

vstupních
čísel.

N
a
oba
p
ostupy

se
m
ůžete

p
odívat

v
přilo-

ženém
program

u.

P
rogram

(P
ython

3):
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
9
-
3
-
2
.
p
y

Jirka
S
etn
ička

29-3-3
S
k
řetí

věže

M
noho

z
vás
přišlo

s
nápadem

zkoušet
různé

přím
ky
a
ově-

řit,jestlise
náhodou

nejedná
o
hledanou

osu.V
šechny

m
ož-

né
přím

ky
však

určitě
vyzkoušet

nem
ůžem

e,
těch

je
neko-

nečně
m
noho.

K
teré

přím
ky
tedy

připadají
v
úvahu?

V
yužijem

e
toho,

že
každý

b
od
m
usí
m
ít
při
osové

soum
ěr-

nosti
svůj

obraz.
O
číslujem

e
si
tedy

b
ody

p
ostupně

P
0 ,

P
1 ,
...,

P
N

−
1 .
B
udem

e
nejprve

předp
okládat,

že
b
od

P
0

se
zobrazí

na
nějaký

jiný
b
od
a
ne
sám

na
seb
e.

V
šim
něte

si,
že
p
okud

bychom
věděli,

na
který

b
od
se

P
0

zobrazí,je
osa
soum

ěrnostijednoznačně
určená:m

usíto
být

osa
úsečky

sp
ojující

P
0
s
jeho

obrazem
.
M
y
sam
ozřejm

ě
nevím

e,
na
který

b
od
se

P
0
zobrazí,

ale
m
ůžem

e
vyzkoušet

všechny
m
ožnosti.

T
ím
získám

e
N

−
1
přím

ek,
m
ezi
nim
iž

se
určitě

hledaná
osa
nachází

(za
předp

okladu,
že
nějaká

osa
existuje

a
b
od

P
0
není

obrazem
seb
e
sam
a).

R
ozm
yslím

e
si
ještě

případ,
kdy

P
0
je
sám

sob
ě
obrazem

a
nachází

se
tedy

přím
o
na
ose.
N
ejjednodušší

je
vzít
m
ísto

P
0
b
od

P
1
a
k
něm
u
stejným

p
ostup

em
zkoušet

b
ody

P
2
až

P
N

−
1 .
T
akto

vyřeším
e
případy,

kdy
alesp

oň
jeden

z
b
odů

P
0
a
P
1
neleží

na
ose.
P
okud

by
oba
ležely

na
ose,
je
osou

přím
ka

P
0 P
1
–
tu
také

přidám
e
do
seznam

u
kandidátů.

T
ím
to
p
ostup

em
jsm
e
tedy

získali
2N

−
2
přím

ek,
m
ezi

nim
iž
se
určitě

osa
nachází

(existuje-li).
Stačí

pro
každou

z
přím

ek
ověřit,

jestli
osou

skutečně
je,
tj.
jestli

m
á
každý

b
od
svůj

obraz.

N
ejprve

si
pro
každý

b
od
sp
očítám

e,
kam

by
se
při
dané

ose
zobrazil.

P
okud

b
od
leží
přím

o
na
ose,
je
sám

sob
ě
ob-

razem
.
P
okud

na
ose
není,

chce
to
trochu

p
očítání,

ale
nic

náročného.
V
ezm
em
e
přím

ku
procházející

daným
b
odem

,
která

je
kolm

á
na
osu,

a
sp
očítám

e
její
průsečík

s
osou.

T
ento

průsečík
se
m
usí
nacházet

ve
středu

úsečky
sp
ojující

daný
b
od
a
obraz,

takže
souřadnice

obrazu
se
už
jednoduše

dop
očítají.

P
ro
každý

b
od
tedy

vím
e,kam

se
zobrazí.T

eď
už
stačízkon-

trolovat,
že
v
m
ístě
obrazu

leží
nějaký

jiný
b
od
–
v
opač-

ném
případě

zkoum
aná
přím

ka
osou

není.
P
okud

bychom
při
kontrolování

obrazu
p
okaždé

procházeli
všechny

b
ody,

bude
nám

kontrola
jednoho

obrazu
trvat

O
(N
),
kontrola

všech
obrazů

O
(N
2)
a
prozkoum

ání
všech

2
N

−
2
přím

ek
O
(N
3).

T
ento

p
ostup

lze
zrychlit

vhodným
setříděním

b
odů.

P
ro

každou
p
otenciální

osu
b
ody
setřídím

e
p
odle

p
olohy

jejich
prům

ětu
na
osu
(to
je
pata

kolm
ice
k
ose,
na
níž
leží
daný

b
od).V

šim
něte

si,že
tento

prům
ět
jsm
e
už
sp
očítalipřihle-

dání
souřadnic

obrazu.
M
ůžem

e
využít

toho,
že
p
okud

m
á

být
b
od

P
k
obrazem

P
ℓ ,
budou

souřadnice
jejich

prům
ětů

na
osu
stejné.

P
0
,0P

1
,0

P
1
,1 P
1
,2 P
1
,3

P
1
,4

P
2
,0

P
2
,1

P
3
,0

P
3
,1

P
4
,0

P
5
,0

P
5
,1

–
2
–

N
ejprve

dokážem
e,
že
součet

všech
čísel

m
ezi
dvěm

a
výsky-

ty
téhož

vrcholu
v
v
E
T
-p
osloupnosti

je
nulový.

U
rčitě

to
stačí

dokázat
pro
„sousední“

výskyty,
tedy

takové,
m
ezi
ni-

m
iž
jsm
e
v
nenavštívili.

N
echm

e
D
F
S
b
ěžet

tak
dlouho,

než
dosp

ěje
do
prvního

z
našich

dvou
výskytů

vrcholu
v.

P
ak
bude

p
okračovat

do
některého

ze
synů

vrcholu
v,
na-

čež
proleze

celý
p
odstrom

p
od
tím
to
synem

,
a
nakonec

se
vrátí

zp
ět
do

v,
což
bude

druhý
z
výskytů.

K
dykoliv

při
tom
to
průchodu

prošelp
o
nějaké

hraně
dolů,vrátilse

p
o
ní

pak
nahoru,

takže
k
celkovém

u
součtu

tato
hrana

přisp
ěje

nulou.

N
ynídokážem

e,že
součet

všech
číselm

ezijakým
kolivýsky-

tem
vrcholu

p
a
jakým

koli
výskytem

vrcholu
x
je
roven

součtu
cesty

m
ezi

x
a
p.
V
zhledem

k
předchozím

u
odstavci

sim
ůžem

e
vybrat

konkrétnívýskyty:pro
p
sivyb

erem
e
ten,

z
nějž

odejdem
e
hranou

vedoucí
sm
ěrem

k
x
;
pro

x
zvolím

e
první

výskyt.

U
važujm

e,
co
D
F
S
provede

m
ezi
těm
ito
dvěm

a
výskyty.

U
rčitě

prošlo
p
o
cestě

z
p
do

x
.
V
šechny

p
odstrom

y
odp
o-

jující
se
od
této

cesty
doleva,

kom
pletně

prošlo,
takže

cel-
kem

přisp
ěly
nulou.

P
odstrom

y
odp
ojující

se
vpravo

vůb
ec

nenavštívilo.
N
enulou

tedy
přisp

ěly
p
ouze

hrany
na
cestě.

K
odp
ovídání

na
daný

typ
dotazů

tedy
stačí

předp
očítat

prefixové
součty

pro
ohodnocenou

E
T
-p
osloupnost,

a
pa-

m
atovat

sipro
každý

vrcholjeho
lib
ovolný

výskyt.T
o
zvlád-

nem
e
v
lineárním

čase,
na
dotazy

pak
odp
ovídám

e
odečte-

ním
dvou

prefixových
součtů,

tedy
v
konstantním

čase.

Ú
kol
6:
Syn
v
zadaném

sm
ěru

D
ostanem

e
vrchol

x
a
jeho

předchůdce
p.
C
hcem

e
najít

to-
ho
ze
synů

vrcholu
p,
který

leží
na
cestě

z
p
do

x
.
P
ouži-

jem
e
p
odobný

trik
jako

pro
výp
očet

L
C
A
.
E
T
-p
osloupnost

ohodnotím
e
hloubkam

ia
budem

e
hledat

vrchols
m
inim
ální

hloubkou
ležící

m
ezi
lib
ovolným

výskytem
vrcholu

x
a
p
o-

sledním
výskytem

vrcholu
p.

Z
toho

přím
o
nic
nezjistím

e:
m
inim
um
se
evidentně

nabý-
vá
pro
vrchol

p.
A
le
p
okud

v
zadaném

intervalu
naleznem

e
n
ejlevější

m
inim
um
,
je
to
ten
z
výskytů

vrcholu
p,
do
nějž

jsm
e
se
z
x
vrátili.

T
ěsně

před
ním
v
p
osloupnosti

leží
hle-

daný
syn.

Stačí
nám

tedy
vylepšit

strukturu
pro
intervalová

m
inim
a,

aby
vždy

našla
nejlevější

výskyt
m
inim
a
v
intervalu.

T
o
se

dá
zařídit

třeba
tak,
že
do
E
T
-p
osloupnosti

pro
i-tý
výskyt

vrcholu
v
m
ísto
hloubky

d(v)
zapíšem

e
usp
ořádanou

dvojici
(d(v),i)

a
dvojice

budem
e
p
orovnávat

lexikograficky.
N
eb
o

m
ůžem

e
dvojici

zakódovat
do
přirozeného

čísla
d(v)·n

+
i.

T
akto

upravená
struktura

bude
stejně

rychlá
jako

ta
p
ůvod-

ní,
takže

s
předvýp

očtem
v
O
(n
log

n
)
dokážem

e
odp
ovídat

v
konstantním

čase.

M
artin

„M
edvěd“

M
areš

Výsledková
listina

třetísérie
dvacátého

devátého
ročníku

KSP

řešitel
škola

ročn
ík
sérií

H
3-1
H
3-2
H
3-3
H
3-4
H
3-5
H
3-6
H
3-7

série
celkem

0.
8

10
11

11
9

13
15

60
,0

180,0
1.

L
ukáš

R
ozsypal

G
Ú
stavníP

H
4

6
8

10
5
,5

9
11

47
,0

140,2
2.

R
ichard

H
ladík

G
O
A
M
arL
az

4
23

8
8,0

121,6
3.

T
om
áš
D
om
es

M
endelG

O
P

4
4

10
7

8
11

39
,1

112,3
4.

Jakub
P
elc

G
U
herB

rod
3

8
10

11
9

15
45
,0

100,6
5.

P
avel

T
urek

G
T
om
kovaO

L
4

7
8

10
6

9
12

47
,6

99,8
6.

R
om
an
B
ujdák

G
JM
G
alanta

3
3

8
10

4
7

31
,2

99,5
7.

P
eter

G
rajcar

G
M
etodovaB

A
3

3
2

10
3

6
27
,1

92,7
8.

R
ajm
und
H
ruška

G
P
ošK
ošice

4
2

8
10

9
27
,0

70,0
9.

P
avel

T
urinský

G
B
randýs

4
12

8
10

9
2

28
,4

67,4
10.

F
ilip
G
eib

G
M
M
H
L
M

3
5

6
5

14
,5

66,6
11.

Jonáš
F
iala

G
Jungm

anLT
4

7
0,0

56,0
12.

M
artin

P
icek

G
JirsíkaČ

B
2

2
8

8,0
55,0

13.
M
artin

K
urečka

G
JarošeB

O
3

1
8

10
9

8
15

53
,3

53,3
14.

Jakub
P
intera

SP
Š
P
rosek

4
2

8
8,0

51,4
15.

M
iroslav

H
rabal

G
T
om
kovaO

L
3

4
8

10
18
,0

43,6
16.

M
atouš

B
ílek

G
JŠkodyP

Ř
2

1
10

6
6

10
41
,0

41,0
17.

M
atouš

M
ařík

G
K
rum
lov

4
1

0,0
40,7

18.
L
ukáš

C
aha

G
Z
b
orovP

H
3

2
0,0

38,7
19.

K
ateřina

Č
ížková

G
R
okycany

3
2

8
8

8
25
,8

34,6
20.

Jan
K
aifer

G
K
epleraP

H
1

5
8

10
6

24
,0

34,5
21.

T
om
áš
R
aunig

G
H
lu

2
2

0,0
34,3

22.
F
rantišek

K
m
ječ

G
B
randýs

1
4

0,0
33,3

23.
K
ryštof

M
itka

Z
ŠU
niverzum

0
3

2
10

13
,8

31,2
24.

F
rantišek

D
eckert

G
O
patovP

H
A

4
1

8
10

11
29
,0

29,0

–
7
–



29-3-6
O
b
razec

p
ro
d
raka

P
ro
jednodušší

řešení
úlohy

je
dobré

převést
si
m
nohoúhel-

ník
na
něco,

s
čím
se
pracuje

lép
e.
V
ytvořím

e
si
graf,

jehož
vrcholy

představují
trojúhelníky

a
hrany

reprezentují
tyče.

V
rcholy

sousedních
trojúhelníků

jsou
tedy

sp
ojené

hranou.
Ještě

se
nám

bude
hodit,

když
i
strany

m
nohoúhelníku

bu-
dou

hrany
a
za
každou

stranou
budem

e
m
ít
také

vrchol.
M
ůžem

e
si
všim

nout,
že
tento

graf
je
strom

em
.

N
ynísim

ůžem
e
vybrat

jeden
z
vrcholů

m
im
o
m
nohoúhelník

a
prohlásit

ho
za
kořen

našeho,nyníbinárního,strom
u.T
eď

by
nás
zajím

alo,co
udělá

s
naším

strom
em
jedno

překlop
ení

tyče.
U
kážem

e
si,
že
odp
ovídá

op
eraci

strom
ové
rotace.

R
otace

je
„otočení“

hrany
m
ezi
dvěm

a
vrcholy,

kde
zacho-

vám
e
p
ořadí

vrcholů
a
p
odstrom

y
převěsím

e,
viz
obrázek.

P
řesně

tohle
udělá

zvednutí
tyče

a
její
um
ístění

napříč:

y

A

B

x
C

y
A

B

x
C

P
očátečníicílový

obrazec
převedem

e
na
binárnístrom

,kde
za
kořen

zvolím
e
ten
stejný

vrchol
(neb
oli
vrchol

za
stejnou

stranou
m
nohoúhelníku).

T
eď
hledám

e,
jak
převést

p
om
ocí

rotacíjeden
na
druhý.Ještě

je
dobré

siočíslovat
listy

–
tedy

vrcholy
za
hranam

im
nohoúhelníku.A

by
dva
strom

y
repre-

zentovaly
stejnou

triangulaci,
tak
m
usí
sedět

i
očíslování

listů.

Strom
ové
rotace

m
ají
jednu

důležitou
vlastnost,

totiž
za-

chovávají
p
ořadí

listů.
N
estane

se
nám

tak,
že
by
se
p
ořa-

dí
listů

nějakým
zp
ůsob

em
p
om
íchalo

(což
by
znam

enalo,
že
by
se
nám

i
m
nohoúhelník

m
usel

nějak
překláp

ět).
Z
a-

chování
této

vlastnosti
je
důležité,

protože
bychom

jinak
m
ohli

sice
vym
yslet

zp
ůsob,

jak
přejít

od
jednoho

strom
u

k
druhém

u,ale
neseděly

by
nám

listy,tedy
by
vlastně

vůb
ec

nem
uselo

jít
o
tu
sam
ou
triangulaci.

N
yní
už
jsm
e
velm

i
blízko

cíle.
P
řip
om
ínám

e,
že
hledám

e
lib
ovolnou

p
osloupnost

rotací,
nem
usí
být
nutně

nejkratší.
P
okud

budem
e
opakovat

dostatečně
dlouho

rotace
do
jed-

noho
sm
ěru,

třeba
doleva,

získám
e
lineární

strom
.

Stačí
začít

u
kořene

a
opakovat

rotace,
dokud

není
vpravo

jenom
list.

P
oté
p
ůjdem

e
k
jeho

pravém
u
synovi

a
bude-

m
e
to
opakovat.

V
každé

rotaci
jeden

vrchol
zařadím

e
do

lineárního
strom

u
a
tedy

nám
to
bude

trvat
O
(n
)
kroků.

T
o
sam
é
m
ůžem

e
provést

s
cílovým

strom
em
.
V
yužijem

e
toho,

že
k
rotaci

vpravo
je
rotace

vlevo
inverzní

op
erací.

A
bychom

získali
hledanou

p
osloupnost

překlop
ení,

m
ůže-

m
e
provést

rotace
strom

u
p
očátečního

obrazce
na
lineární

strom
a
pak
p
ozpátku

ty,
co
jsm
e
provedli

s
cílovým

stro-
m
em
.

Strom
sestrojím

e
v
lineárním

čase,
ob
ě
převedení

na
line-

ární
strom

zvládnem
e
O
(n
)
rotacem

i,
a
protože

každá
trvá

jen
konstantní

čas,
tak
celkový

čas
bude

O
(n
).
P
očet

rotací
bude

také
O
(n
).

N
ajít
nejkratší

p
osloupnost

rotací,
která

převádí
jeden

bi-
nární

strom
na
druhý,

v
p
olynom

iálním
čase

zatím
b
ohužel

neum
ím
e.
Jestli

to
vůb
ec
jde,

je
stále

otevřený
problém

.
U
m
ožnilo

by
nám

to
efektivně

sp
očítat

rotační
vzdálenost

dvou
strom

ů,
totiž

kolik
nejm

éně
rotací

je
p
otřeba

pro
pře-

vedení
jednoho

strom
u
na
jiný.

T
o
je
hezká

m
etrika

–
zp
ů-

sob,
jak
m
ěřit
„vzdálenost“

(rozdílnost)
dvou

strom
ů.

Jirka
S
ejkora

29-3-7
S
trom

ov
í
p
řed
ci

Ú
kol
1:
C
hytřejší

značkování

K
e
kořeni

chcem
e
stoupat

z
ob
ou
vrcholů

současně.
Jelikož

nám
asi
nedali

paralelní
p
očítač,

budem
e
to
co
nejvěrněji

sim
ulovat.

V
ždycky

jeden
krok

na
cestě

z
prvního

vrcholu,
pak
jeden

z
druhého,

a
tak
dále.

V
rcholy

na
ob
ou
cestách

značkujem
e
a
jakm

ile
první

vrchol
dostane

ob
ě
značky,

je
to
hledaný

sp
olečný

předchůdce
(L
C
A
).

Jak
dlouho

to
trvá?

O
značm

e
d
1
a
d
2
vzdálenosti

k
L
C
A
.

T
ento

L
C
A
dostane

první
značku

p
o
d
1
krocích,

druhou
p
o
d
2 .
A
lgoritm

us
se
tedy

zastaví
p
o
O
(m
ax(d

1 ,d
2 ))
kro-

cích,
což
je
totéž

jako
p
ožadovaných

O
(d
1
+
d
2 ).

Ú
kol
2:
M
inim
um
svislé

cesty

C
hcem

e
p
očítat

m
inim
um
ohodnocení

hran
na
„svislé“

ces-
tě
m
ezi
vrcholem

x
a
jeho

předkem
p.
P
ředp
očítám

e
si

hloubky
vrcholů

d(v),
takže

dotaz
um
ím
e
přeložit

na
m
i-

nim
um
na
cestě

m
ezi

x
a
P
ra
(x
,d(x
)−

d(p)).

V
zadáníjsm

e
ukázali,jak

sipředp
očítat

skočky,tedy
hrany

z
v
do
P
ra
(v
,2

i),a
pak
p
očítat

P
ra
(w

,k)
složením

O
(log

n
)

skoček.
N
yní
si
pro
každou

skočku
předp

očítám
e
ještě

m
i-

nim
um
z
ohodnocení

přeskakovaných
hran.

T
o
pro
každou

zvládnem
e
v
konstantním

čase
složením

dvou
už
sp
očíta-

ných
m
inim
.
A
při
skládání

P
ra
(v
,2

k)
ze
skoček

rovnou
složím

e
i
příslušná

m
inim
a.

P
ředvýp

očet
trvá

O
(n
log

n
),
pak
odp
ovídám

e
v
O
(log

n
).

Ú
kol
3:
Součet

svislé
cesty

Součet
je
m
nohem

jednodušší.
Sp
očítám

e
si
analogii

prefi-
xových

součtů,
tedy

součty
S
(v)
všech

hran
z
kořene

do
v.

Součet
na
cestě

m
ezi

x
a
jeho

předkem
p
pak

je
prostě

S
(x
)−

S
(p).
P
ředvýp

očet
trvá

O
(n
),
na
dotazy

odp
ovídá-

m
e
v
O
(1).

Ú
kol
4:
M
inim
um
ob
ecné

cesty

M
inim
um
neb
o
součet

na
ob
ecné

cestě
m
ezi

x
a
y
sp
očtem

e
tak,

že
nejdříve

naleznem
e
ℓ
=
lca
(x
,y).

P
okud

je
x
=

ℓ
neb
o
y
=

ℓ,cesta
je
svislá

a
jsm
e
hotovi.V

opačném
případě

cestu
rozložím

e
na
dvě
svislé

cesty:
z
x
do

ℓ
a
z
ℓ
do

y,
pro

které
už
um
ím
e
odp
ovědět.

Ú
kol
5:
Součet

p
om
ocí
E
T
-p
osloupnosti

D
ostanem

e
E
T
-p
osloupnost,

do
níž
jsm
e
při
průchodu

hra-
nou
sm
ěrem

dolů
napsali

její
ohodnocení,

a
při
návratu

na-
horu

m
inus

ohodnocení.
C
hcem

e
p
očítat

součty
na
svislých

cestách,
op
ět
označím

e
x
nižší

vrchol
cesty

a
p
ten
vyšší.

–
6
–

P
okud

m
ám
e
tedy

takto
setříděné

b
ody,m

ůžem
e
je
brát

p
o-

stupně.
V
ždy
vezm

em
e
všechny

b
ody
se
stejným

i
souřadni-

cem
i
prům

ětu
a
uložím

e
je
do
dalšího

p
ole.
T
oto
další

p
ole

op
ět
setřídím

e,
tentokrát

p
odle

p
ozice

na
přím

ce,
na
které

se
všechny

nacházejí
(to
je
nějaká

přím
ka
kolm

á
k
ose).

Je
zřejm

é,
že
první

b
od
v
tom
to
m
enším

seznam
u
m
usí
být

obrazem
p
osledního,

druhý
předp

osledního
atd.

P
okud

si
nějaká

tato
dvojice

není
navzájem

obrazem
,
některý

b
od

z
dvojice

nem
á
obraz

a
zkoum

aná
přím

ka
není

osou.

P
ůvodní

setřídění
b
odů
zvládnem

e
v
čase

O
(N
log

N
),
tří-

dění
m
enších

seznam
ů
stihnem

e
ještě

rychleji.
K
ontrolu

p
o

setřídění
stihnem

e
v
lineárním

čase.
Jelikož

zkoum
aných

přím
ek
je
stále

lineárně,
činí
celková

složitostO
(N
2
log

N
).

C
elý
tento

algoritm
us
m
ůžem

e
ještě

zrychlit
p
oužitím

he-
šovací

tabulky. 1
Jednoduše

si
souřadnice

všech
b
odů

do
jedné

takové
tabulky

uložím
e.
P
ak
pro
každý

b
od
sp
očí-

tám
e
souřadnice

jeho
obrazu

p
odle

dané
osy
a
p
odívám

e
se
do
tabulky,

jestli
se
tam

b
od
s
takovým

i
souřadnicem

i
nachází.

Jelikož
zjištění

existence
v
hešovací

tabulce
pro-

b
ěhne

v
prům

ěrně
konstantním

čase,
získám

e
ověření

osy
v
čase

prům
ěrně

lineárním
.
C
elkově

tedy
v
prům

ěrném
ča-

se
O
(N
2).
T
oto
řešení

už
stačilo

na
získání

plného
p
očtu

b
odů.

T
ěžiště

na
p
om
oc

P
ojďm

e
se
ale
ještě

p
odívat

na
řešeníjiného

typu,třeba
p
o-

vede
k
ještě

lepším
výsledkům

.
N
ěkteří

z
vás
chytře

využili
toho,

že
těžiště

b
odů

se
jistě

nachází
na
ose
soum

ěrnosti.
P
roč
tom
u
tak
vlastně

je?
T
ěžiště

m
ůžem

e
p
očítat

p
ostup-

ně,
tedy

tak,
že
si
b
ody
rozdělím

e
do
skupinek,

sp
očítám

e
těžiště

skupinek
a
pak
sp
očítám

e
těžiště

těchto
těžišť

(kaž-
dé
z
těchto

těžišť
ještě

vážím
e
p
očtem

b
odů

z
příslušné

skupinky).

M
ůžem

e
tedy

vzít
b
ody
p
o
dvojicích

–
vždy

sivezm
em
e
b
od

a
jeho

obraz
(b
ody,co

ležípřím
o
na
ose,nechám

e
sam
ostat-

ně).
T
ěžiště

každé
této

dvojice
(tj.
střed

příslušné
úsečky)

se
nacházípřesně

na
ose.T

ěžiště
sam
ostatného

b
odu
je
pří-

m
o
tento

b
od.
K
aždé

takto
sp
očítané

těžiště
se
nachází

na
ose,

tedy
i
těžiště

těchto
těžišť

–
jakkoli

vážené
–
se
bude

op
ět
nacházet

na
ose.
T
ím
pádem

tam
bude

ležet
i
těžiště

p
ůvodních

b
odů.

P
oznam

enám
e
ještě,

že
těžiště

dokážem
e
sp
očítat

v
lineár-

ním
čase.

Stačí
sp
očítat

prům
ěr

x
-ových

a
prům

ěr
y-ových

souřadnic
jednotlivých

b
odů.

V
ýsledkem

jsou
souřadnice

těžiště.

T
akto

získám
e
jeden

b
od
osy,

m
usím

e
ještě

přijít
na
dru-

hý.
Jeden

zp
ůsob

je
op
ět
zkoušet

středy
úseček

P
0 P

k
pro

ostatní
k.T
ento

zp
ůsob

je
zdánlivě

lepšíoprotipředchozím
u

v
tom
,
že
m
ůžem

e
p
om
ěrně

rychle
odm
ítat
přím

ky,
které

nejsou
osam

i.
P
rotože

aby
se

P
0
zobrazilo

na
P
k ,
m
usí
být

přím
ka

P
0 P

k
se
středem

S
kolm

á
na
osu

T
S
(T
je
těžiš-

tě)
a
navíc

m
usí

T
S
protínat

P
0 P

k
ve
středu

úsečky
P
0 P

k .
V
šechno

toto
dokážem

e
zkontrolovat

v
konstantním

čase
a
rychle

tak
odm
ítnout

sp
oustu

p
otenciálních

os.

K
dyž
však

všechny
tyto

rychlé
kontroly

usp
ějí,m

usím
e
op
ět

ověřit,jestlije
daná

přím
ka
skutečně

osou.T
o
m
ůžem

e
pro-

vést
jedním

ze
zp
ůsob

ů
p
opsaným

v
předchozí

části.

N
icm
éně
v
ob
ecném

případě
jsm
e
si
m
oc
nep
om
ohli.

Jako
účinný

protipříklad
se
ukáže

m
nožina

vrcholů
pravidelné-

ho
n
-úhelníku

sjednocená
s
m
nožinou

b
odů

rovnostranné-
ho
trojúhelníku

se
stejným

těžištěm
,
která

zp
ůsobí,

že
celá

m
nožina

osově
sym
etrická

není.

Sam
i
si
m
ůžete

vyzkoušet,
že
p
okud

budou
vrcholy

z
troj-

úhelníku
brány

až
jako

p
oslední

v
p
ořadí,

skutečně
jsm
e
si,

co
se
rychlosti

týká,
oproti

předchozím
u
p
ostupu

vůb
ec
ne-

p
om
ohli–

stále
budem

e
m
uset

zkoušetO
(N
)
os
a
žádnou

se
nám

nep
odaří

odm
ítnout

rychlým
zp
ůsob

em
.
K
aždou

osu
budem

e
m
uset

ověřit
p
om
alým

zp
ůsob

em
,
celkově

jsm
e
te-

dy
stále

na
složitostiO

(N
2).P

ro
jiné
přístupy

je
ještě

horší
případ,kdy

všechny
b
ody
z
trojúhelníku

iz
n
-úhelníku

m
ají

od
těžiště

stejnou
vzdálenost.

Z
dá
se,že

najít
těžiště

nám
vlastně

vůb
ec
nep
om
ohlo.K

de-
pak,

opak
je
pravdou.

N
a
následujících

řádcích
si
ukážem

e
ještě

rychlejší
řešení,

které
se
právě

o
těžiště

opírá.

Jde
to
ještě

rychleji

O
drazím

e
se
od
souřadnic

těžiště.
V
šechny

b
ody
p
osunem

e
tak,

aby
těžiště

bylo
na
p
očátku

souřadnicového
systém

u
a
nadále

budem
e
p
očítat

s
těm
ito
upraveným

i
souřadni-

cem
i.
P
ak
vím
e,
že
osa
soum

ěrnosti,
p
okud

existuje,
bude

procházet
p
očátkem

(tj.
těžištěm

).

D
ále
budem

e
pracovat

s
takzvaným

i
p
olárním

i
souřadnice-

m
i,
tj.
m
ísto

x
-ové

a
y-ové

souřadnice
budem

e
m
ít
u
kaž-

dého
b
odu

úhel,
který

svírá
x
-ová

osa
s
přím

kou
sp
ojující

daný
b
od
s
p
očátkem

(těžištěm
),
a
vzdálenost

od
p
očátku.

P
otom

siseřadím
e
b
ody
p
odle

úhlu
(prozatím

budem
e
před-

p
okládat,že

žádné
dva
b
ody
nem
ajístejný

úhel).M
ám
e
te-

dy
u
každého

b
odu

P
i
úhel

φ
i .
V
tom
to
setříděném

p
ořadí

budem
e
nadále

vrcholy
zpracovávat,ale

ukáže
se,že

důleži-
té
pro
nás
bude

pam
atovat

si
rozdíl

úhlu
oproti

předchozí-
m
u
vrcholu.T

edy
pro
každý

vrcholsp
očítám

e
δ
i
=

φ
i −

φ
i−
1

a
pro
nultý

vrchol
δ
0
=

φ
0
+
360

◦
−

φ
N

−
1 .
V
šim
něte

si,
že

součet
přes

všechna
δ
i
nám

dá
360

◦.

P
okud

vzdálenost
jednotlivých

b
odů
budem

e
značit

p
om
o-

cí
r
i ,
m
ůžem

e
teď
úhly

a
vzdálenosti

zapsat
do
řetězce

s
=

δ
0 r
0 δ
1 r
1
...δ

N
−
1 r

N
−
1 .
T
edy
jednotlivé

r
i
a
δ
i
bude-

m
e
chápat

jako
jednotlivé

znaky
řetězce.

V
šim
něte

si,
že

z
tohoto

řetězce
lze
zp
ětně

zrekonstruovat
p
ůvodní

rozlože-
níb
odů
(až
na
rotaciokolo

středu,která
neovlivňuje

osovou
soum

ěrnost).
P
rostě

se
vždy

otočím
e
o
daný

úhel
δ
i
a
na-

kreslím
e
b
od
ve
vzdálenosti

r
i
od
p
očátku.

P
0

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

r
0

r
1

r
2

r
3

r
4

r
5

δ
0

δ
1

δ
2

δ
3δ
4
δ
5

x

P
ředstavm

e
si
na
chvíli,

že
osa

x
je
hledanou

osou
sou-

m
ěrnosti.

U
važujm

e
případ,

kdy
žádný

b
od
neleží

na
pravé

straně
této

osy
(tedy

neexistuje
b
od
s
φ
i
=
0).
P
ak
není

těžké
si
představit,

že
některé

úhly
a
vzdálenosti

si
m
usí

odp
ovídat.

K
onkrétně

r
0
=

r
N

−
1 ,

δ
1
=

δ
N

−
1 ,

r
1
=

r
N

−
2 ,

δ
2
=

δ
N

−
2
atd.

P
ro
případ,

kdy
b
od
leží
na
pravé

straně
osy

x
dostanem

e
p
odobné

rovnosti,
jen
trochu

p
osunuté,

δ
0
=

δ
N

−
1 ,

r
1
=

r
N

−
1
atd.

K
aždopádně

si
všim

něte,
že
oba
případy

znam
enají,

že
ře-

tězec
s
je
skoropalin

drom
(palindrom

je
řetězec,

který
se

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
h
e
s
o
v
a
n
i

–
3
–



stejně
čte
zepředu

i
zezadu,

tedy
že
první

znak
je
stejný

ja-
ko
p
oslední,

druhý
je
stejný

jako
předp

oslední
atd.).

P
řes-

něji
řečeno

v
prvním

případě
dostanem

e
palindrom

,
když

za
s
připíšem

e
první

znak
s
(tj.

δ
0 ),
ve
druhém

,
když

před
s
připíšem

e
jeho

p
oslední

znak
(tedy

r
N

−
1 ).

B
ohuželnem

ám
e
zaručeno,že

osou
soum

ěrnostibude
osa

x
.

T
akže

m
usím

e
řetězec

s
vhodně

zrotovat,tj.opakovaně
brát

p
oslední

znak
řetězce

a
dát
jej
na
první

m
ísto.

V
šim
něte

si,
že
p
okud

zrotujem
e
do
nějakého

stavu

r
k δ

k
+
1
...δ

N
−
1 r

N
−
1 δ
0 r
0
...δ

k−
1

a
na
konec

zkopírujem
e
první

znak
(r

k ),
výsledek

je
palin-

drom
em
právě

tehdy,
když

osa
prochází

b
odem

r
k .
A
nalo-

gicky
p
okud

rotací
dostanem

e
řetězec

δ
k r

k
...δ

N
−
1 r

N
−
1 δ
0 r
0
...δ

k−
1 r

k−
1

a
op
ět
zkopírujem

e
δ
k ,
výsledek

je
palindrom

em
právě

teh-
dy,když

osa
procházístředem

úsečky
m
ezib

ody
P
k−
1
a
P
k .

U
vědom

m
e
si,
že
to
jsou

jediné
m
ožnosti,

kde
osa
soum

ěr-
nosti

m
ůže
ležet.

M
ám
e-li
totiž

těžiště
T
(neb
o
jiný

lib
o-

volný
b
od
na
ose
soum

ěrnosti),
b
od

A
a
jeho

obraz
A

′,
tak

úhel
m
ezi
přím

kou
T
A
a
osou

soum
ěrnosti

m
usí
být
stejný

jako
m
ezi
osou

a
přím

kou
T
A

′.
P
ředstavm

e
si,
že
by
tedy

osa
dělila

nějaký
úhel

δ
k
na
úhly

δ
′k
a
δ
′′k .
N
echť

je
δ
′k
ten

m
enší

z
nich

a
b
od
při
tom
to
úhlu

(P
k
neb
o
P
k−
1 )
ozna-

čím
e
K
.
B
od

K
se
m
usí
zobrazit

na
jiný

b
od,
který

dává
s
osou

úhel
δ
′k
(resp.

360
◦
−

δ
′k ,
p
odle

toho,
jak
se
na
to

díváte),
ale
všechny

ostatní
b
ody

dávají
úhel

větší
(resp.

m
enší),

K
tedy

nem
á
obraz

a
zkoum

aná
přím

ka
není

osa.

Stačívyzkoušet
všechny

tyto
rotace

a
p
odívat

se
zda
nejsou

skoropalin
drom

em
.
P
okud

si
budem

e
uchovávat

řetězec
ve

sp
ojovém

seznam
u
s
ukazatelem

na
začátek

i
konec,

další
rotaci

vytvořím
e
v
konstantním

čase,
stačí

odebrat
prvek

z
konce

seznam
u
a
dát
jej
na
začátek.

Sam
otná

kontrola,
jestli

je
řetězec

skoropalin
drom

em
,
bude

v
lineárním

čase.
Stačízkontrolovat

jestlije
prvníprvek

shodný
s
předp

osled-
ním
,druhý

s
předpředp

osledním
atd.T

o
zvládnem

e
p
om
ocí

dvou
ukazatelů,

které
vždy

p
osunem

e
o
jednu

p
ozici.

N
icm
éně
to
op
ět
vypadá,že

jsm
e
sivůb

ec
nep
om
ohli.Jednu

rotaci
zkontrolujem

e
v
čase

O
(N
),
ale
rotací

je
také

O
(N
),

dohrom
ady

dostanem
e
op
ět

O
(N
2).
N
icm
éně
častým

tri-
kem
,
když

hledám
e
vhodnou

rotaci,
je
negenerovat

nové
a
nové

rotace,
nýbrž

řetězec
zkopírovat

dvakrát
za
seb
e.

Z
kusm

e
to
také.

P
ůvodně

jsm
e
hledali

rotaci
s
palindrom

em
délky

2
N

−
1

(nezap
om
ínejm

e,
že

N
je
p
očet

b
odů,

délka
s
je
tedy

2
N
),

stejně
tak
m
ůžem

e
hledat

palindrom
délky

2
N

−
1
ve
zdvo-

jeném
řetězci.

T
o
m
ůžem

e
udělat

tak,
že
najdem

e
nejdelší

palindrom
liché

délky,
p
okud

je
delší

než
2N

−
1,
m
ůžem

e
jej
jednoduše

zkrátit
(odebíráním

vždy
dvojicíznaků

z
kra-

je)
na
tuto

délku.
A
jak
najít

nejdelší
palindrom

?
N
a
to
se

p
odívám

e
sp
olu
v
páté

sérii.
Z
atím

jen
prozradím

e,
že
to

zvládnem
e
v
lineárním

čase.

U
ž
jsm
e
tém
ěř
na
konci,

ale
nesm

ím
e
zap
om
enout

ještě
na

jednu
věc.
N
a
začátku

tohoto
řešení

jsm
e
předp

okládali,
že

žádné
dva
b
ody
nebudou

m
ít
přiřazený

stejný
úhel

φ
i .

S
tím
se
už
dá
celkem

snadno
vyp
ořádat.

T
rochu

upraví-
m
e
konstrukci

řetězce
s.
K
dyž
budem

e
m
ít
několik

b
odů

stejný
úhel,

napíšem
e
jejich

vzdálenosti
do
tohoto

řetězce
hned

za
seb
ou
v
setříděném

p
ořadí.

P
rotože

ale
p
otřebu-

jem
e,
aby

se
sekvence

b
odů

se
stejným

úhlem
četla

stej-
ně
p
opředu

i
p
ozpátku

(abychom
m
ohli

problém
převést

na
hledání

palindrom
u),
tak
ji
hned

za
ni
zapíšem

e
zno-

va,
v
opačném

p
ořadí.

N
áš
řetězec

m
ůže
vypadat

například
takto:

δ
0 r
0 r
1 r
2 r
2 r
1 r
0 δ
3 r
3 r
3 δ
4
...

O
dp
ovídajícím

zp
ůsob

em
upravím

e
i
délku

hledaného
pa-

lindrom
u.
T
a
je
2N
+
A
,
kde

N
je
p
očet

b
odů
a
A
je
p
očet

nenulových
δ
i .

P
ojďm

e
si
to
shrnout

a
p
odívat

se
na
výslednou

složitost.
P
osunout

b
ody

p
odle

těžiště,
stejně

tak
sp
očítat

p
olární

souřadnice
zvládnem

e
v
lineárním

čase.
Setříděním

b
odů

p
odle

úhlů
strávím

e
O
(N
log

N
).Z
konstruovat

a
zdvojit

ře-
tězec

op
ět
zvládnem

e
lineárně

a
konečně

jsm
e
slíbili,

že
na-

lezení
sam
otného

palindrom
u
jde
také

rychle.
C
elkově

jsm
e

se
tedy

konečně
dostali

na
časovou

složitost
O
(N
log

N
).
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M
ezi
h
líd
kam

i

Z
e
všeho

nejdříve
úlohu

převedem
e
na
variantu,kde

je
zaká-

záno
vstup

ovat
p
ouze

na
p
olíčka

s
hlídkou,

ale
na
sousední

šlápnout
m
ůžete.

U
dělám

e
to
tak,

že
přidám

e
„virtuální“

hlídku
na
všechna

p
ole
sousedící

s
hlídkam

i
ze
zadání.

O
d-

p
ověď

pro
takto

upravenou
úlohu

a
vstup

bude
stejná

jako
pro
p
ůvodní

zadání.

Jednou
z
m
ožností,

jak
se
úloha

dala
řešit,

bylo
si
na
za-

čátku
najít

p
om
ocí
prohledávání

do
šířky

nejkratší
cesty

m
ezi
všem

i
dvojicem

i
p
olíček.

P
ři
odp
ovídání

na
dotaz

už
budem

e
m
ít
délku

nejkratší
cesty

předp
očítanou

a
m
ůžem

e
ji
jen
vrátit.

P
rotože

p
očítám

e
cesty

na
p
oli
velikosti

N
×

M
p
olíček,

zab
ere
nám

vyhledání
nejkratších

cest
z
jednoho

p
olíčka

do
všech

ostatních
čas

O
(N

M
)
(jedno

prohledávání
do
šířky).

Jelikož
p
otřebujem

e
p
očítat

vzdálenost
m
ezivšem

idvojice-
m
i
p
olíček,

m
usím

e
prohledávání

spustit
pro
každé

p
olíčko

sam
ostatně,

což
zab
ere

O
((N

M
) 2)
času

a
O
((N

M
) 2)
pa-

m
ěti.
T
o
není

příliš
rychlé,

zkusím
e
to
vylepšit.

R
ychlejší

p
ostup

M
ůžem

e
si
všim

nout,
že
vzhledem

k
m
além

u
p
očtu

hlídek
nejkratšícesta

p
ůjde

většinu
času

p
o
částipláně,kde

žádné
hlídky

nejsou.
T
oho
jde
využít

a
dosáhnout

tak
lepší

časo-
vé
i
pam
ěťové

složitosti.
D
ál
v
řešení

budem
e
pracovat

se
souřadnicem

i
startu

x
s ,y

s
a
souřadnicem

i
cíle

x
c ,y

c .

Ř
ešenísirozdělím

e
na
dva
případy

–
buď
neexistuje

hlídka,
která

je
v
ob
délníku

definovaném
startem

a
cílem

,
a
délka

nejkratší
cesty

je
tedy

|x
s
−

x
c |+

|y
s
−

y
c |,
neb
o
nám

p
o

cestě
nějaká

hlídka
bude

překážet
a
budem

e
to
m
uset

vyře-
šit.
T
yto
dva
případy

také
m
usím

e
být
schopni

odlišit,
což

vyřeším
e
v
p
oslední

části
řešení.

C
htěli

bychom
si
předp

očítat
nejkratší

cestu
m
ezi
každým

i
dvěm

a
vrcholy,

jenže
to
by
trvalo

příliš
dlouho.

V
šim
nem
e

si
ale,
že
ve
sloup

cích
a
řádcích,

kde
není

hlídka,
se
„nic

neděje“.
P
okud

je
takových

řádků
neb
o
sloup

ců
více

vedle
seb
e,
tak
vždy

všechny
sloučím

e
(zkontrahujem

e)
do
jedno-

ho
a
p
oznam

enám
e
si
ke
každém

u
p
olíčku,

kolika
p
olíčkům

odp
ovídá

ve
vertikálním

a
horizontálním

sm
ěru.
Jednotlivá

zkontrahovaná
p
olíčka

tak
m
ohou

odp
ovídat

i
docela

vel-
kých

ob
délníkům

v
p
ůvodní

pláni.
N
ejkratší

cesty
si
pak

předp
očítám

e
až
na
této

upravené
pláni.

P
ři
slučování

si
u
každého

p
olíčka

z
p
ůvodní

pláně
navíc

zaznam
enám

e,
kde
je
jeho

„sloučená
verze“

v
kontrahova-

–
4
–

né
pláni.

T
o
se
nám

bude
p
ozději

hodit
a
takto

se
k
této

inform
aci
dostanem

e
v
konstantním

čase.

N
a
této

kontrahované
pláni

budem
e
chtít

hledat
nejkratší

cesty.
M
ůže
se
zdát,

že
p
o
úpravě,

kdy
některá

p
olíčka

re-
prezentují

větší
vzdálenosti,

nebude
b
ěžné

prohledávání
do

šířky
stačit,

ale
m
ůžem

e
si
rozm

yslet,
že
díky

kontrahování
vždy

celých
řádků

a
sloup

ců
bude

i
obyčejné

prohledávání
do
šířky

stále
dostávat

p
olíčka

ve
správném

p
ořadí–

takové
prohledávání

do
šířky

totiž
přiřadí

p
olíčkům

stejná
ohod-

nocení,
jako

kdybychom
ho
spustili

na
p
ůvodní

pláni.
N
ad

tím
to
prohledáváním

do
šířky

také
m
ůžem

e
přem

ýšlet
jako

nad
D
ijkstrovým

algoritm
em
,
který

nam
ísto
haldy

p
oužívá

frontu.

P
rotože

hlídek
bylo

k,
tak
takto

upravená
pláň

m
á
rozm

ě-
ry

O
(k
2)
(m
ezi
sousedním

i
hlídkam

i
je
m
axim

álně
jeden

zkontrahovaný
sloup

ec
neb
o
řádek)

a
předp

očítat
si
všech-

ny
nejkratší

cesty
tedy

bude
trvat

O
(k
4).

P
otřebujem

e
ještě

um
ět
zjistit,

zda
je
v
ob
délníku

defino-
vaném

startem
a
cílem

hlídka.
T
o
m
ůžem

e
udělat

jednodu-
še
p
om
ocí
dvoudim

enzionálních
prefixových

součtů
(o
nich

si
m
ůžete

přečíst
třeba

v
naší

kuchařce
základních

algo-
ritm
ů). 2

H
lídky

budem
e
p
ovažovat

za
jedničky

a
prázdná

p
olíčka

za
nuly.

V
daném

ob
délníku

pak
bude

hlídka
právě

tehdy,
když

je
v
něm

nenulový
součet.

D
otaz

pak
bude

vypadat
následovně:

P
okud

m
ezi
p
olíčky

nenížádná
hlídka,délka

nejkratšícesty
je|x

s −
x
c |+

|y
s −

y
c |.

P
okud

m
ezi
nim
i
hlídka

je,
využijem

e
naší

kontrahované
pláně,

kde
m
ám
e
pro
každou

dvojici
p
olíček

předp
očítanou

nejkratší
cestu

D
robnou

nesnází
je,
že
start

(neb
o
cíl)
m
ohou

ležet
uvnitř

nějakého
kontrahovaného

ob
délníku.

M
ůžem

e
si
rozm

yslet,
že
část

cesty,
která

je
v
tom
to
ob
délníku,

m
ůže
jít
lib
ovol-

nou
nejkratší

cestou
do
rohu

nejbližšího
k
cíli
(resp

ektive
startu),

tuto
část

cesty
sp
očítám

e
jako

v
případě

výše.

A
dál
už
pak
vyhledávám

e
jen
ve
zkontrahované

pláni,
re-

sp
ektive

v
předp

očítané
datové

struktuře
délek

cest
m
ezi

dvojicí
zkontrahovaných

p
olíček.

P
ředp
očítání

kontrahované
pláně

bude
trvat

O
(M

N
+

k
4)

a
stejně

prostoru
bude

zabírat
výsledná

datová
struktura.

N
a
dotazy

pak
budem

e
schopni

odp
ovídat

v
konstantním

čase.

K
uba
T
ětek
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D
račí

zám
ek

K
zadání

této
úlohy

jste
všichni

dostali
náp
ovědu,

totiž
ku-

chařku
o
m
etodě

R
ozděl

a
panuj.

T
oho
jste
všichni

správ-
ně
využili,

a
třebaže

došlá
řešení

využívala
různé

přístupy,
vždy

byly
založeny

na
této

m
etodě.

T
akže

jak
se
k
úloze

správně
p
ostavit?

P
řip
om
eňm
e,
že

čtvercová
m
řížka

m
á
rozm

ěry
N

×
N
,kde

N
je
nějaká

m
oc-

nina
dvojky.

Je
snadné

si
všim

nout,
že
pro

N
=
1
m
á
úloha

triviální
řešení:

m
ám
e
jediné

plné
p
ole.

P
ro
větší

N
chcem

e
celé

zadání
rozdělit

na
m
enší

úlohy.
M
řížku

uprostřed
rozseknem

e
na
čtyři

p
odm
řížky,

každou
s
rozm

ěry (
N2 )× (

N2 ).
N
a
p
odm
řížku,

kde
se
vyskytuje

pl-
né
p
ole,
m
ůžem

e
rekurzivně

zavolat
stejný

algoritm
us.
P
ro

ostatní
p
odm
řížky

si
p
om
ůžem

e
tak,
že
do
rohu,

který
vzá-

jem
ně
tvoří,

vložím
e
navíc

dílek:

čá
st

s p
ln

ý
m

p
o
le

m

V
každé

z
nich

se
teď
nachází

plné
p
ole,
tudíž

i
na
ně
se

m
ůžem

e
zavolat

rekurzivně.

C
elý
algoritm

us
slouží

zároveň
i
jako

důkaz,
že
kteroukoliv

m
řížku

velikosti
N
=
2
k
lze
p
okrýt

dílky.
P
očáteční

p
ozo-

rování
pro

k
=
0
je
indukčním

předp
okladem

,
rozdělení

na
p
odm
řížky

indukčním
krokem

.

P
okud

bychom
chtěli

algoritm
us
im
plem

entovat
(což

jsm
e

od
vás
nep
ožadovali),

je
zajím

avé
se
p
odívat

na
časovou

složitost.
B
udem

e
následovat

výše
uvedený

p
ostup

a
vy-

tvořím
e
funkci,

která
vždy

p
oloží

nový
dílek

a
navíc

pro
N

>
1
zavolá

rekurzivně
čtyřikrát

sam
a
seb
e.
Sam
otný

průb
ěh
funkce

m
á
konstantní

časovou
složitost

(p
ouze

vy-
p
očítám

e
p
olohu

plného
p
ole),takže

zbývá
vyřešit,kolikrát

se
zavolá.

Z
kusím

e
pro
zm
ěnu
přem

ýšlet
odsp

odu:
volám

e
funkci

na
každou

p
odm
řížku

velikosti1×
1,a
těch

se
v
m
řížce

nachází
N
2;dále

na
každou

p
odm
řížku

velikosti2×
2,těch

je
celkem

N
2

4
.D
ostávám

e
se
tak
k
součtu

řady:
N
2+

N
2

2
+

N
2

4
+
...+

1.
K
jejím

u
řešením

ůžem
e
využít

například
kuchařkovou

větu
(M
aster

T
heorem

),
která

nám
odp
oví,

že
celková

časová
složitost

je
O
(N
2).
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