Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

31. ro€nik KSP

Mili resitelé, milé Tesitelky!

Vénoce uz jsou za nami a pred ndmi se otevira rok 2019. A spolecné s nim se pfed vami otevird
zadani dalsi série KSP, opét plné rozmanitych tlozek k feseni.

Ptipominame, %e do celkového hodnoceni se Vam z kazdé série zapocte 5 nejlépe vyreSenych
tloh. Kazdému fesiteli, ktery ziskd v tomto rocniku z kazdé série alespon 5 bodt, posleme KSP
propisku, blok, placku a tfeba i néco navic.

Diky feSeni KSP se také muzete vyhnout piijimacim zkouskdm na MFF UK! Staci, kdyz ziskéte
alespoii polovinu bodt z roéniku (tedy 150 bodi) a my vam vystavime osvédceni, diky kterému
vas pfijmou na MFF bez zkousek. Pozor ale: pokud studujete posledni ro¢nik stfedni skoly a

Leden 2019

chcete letoSni osvédcéeni vyuzit, musite mit potiebné body jiz po ¢tvrté sérii.

Termin série: pondéli 4. bifezna v 8:00 rano

Odevzdavani:

Pies web na adrese |https://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odmeéna série:

Sladkou odménu si vyslouZi ten, kdo z kazdé alohy série ziska alespon 2 body.

Treti série tficatého prvniho roéniku KSP

Bylo nebylo, za sedmero horami, devatero tekami, dva-
ndctero meésty a dvacatero nukleonovymi urychlovaci stdlo
jedno malé hospoddrstvi, ve kterém bydlel otec s dcerou.
Matka jim neddvno zemtela, a tak se jal otec znovu ozZeniti.
Jeho druhd Zena do domu privedla také své dvé dcery. Tim
vSak pro ubohou divku mastaly zl€ casy.

Nevlastni sestry ji nutily turdé pra-
covat, uklizet, varit, ... prosté vse,
co si umanuly. A protoZe divenka mi-
vala c¢asto tvdre umounéné od pope-
la, zacaly ji Fikat Popelka. Na rozdil
od Popelky jeji nevlastni sestry doma
nehnuly ani prstem a zajimaly se jen
o drah€ Saty a Sperky. Chuddk otec
pak musel kazdy druhy tyden na nd-
kupy do mésta.
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10 bodu

31-3-1 Shanéni latky

Ve mésté se nachéazi spousta obchodii nabizejicich latky.
Kazdy obchod vsak prodava jeden metr latky za jinou ce-
nu. Kromé toho cestovani také néco stoji, jelikoz se na vSech
cestach vybird mytné. Nevlastni dcery posilaji otce na na-
kup casto, jenomze pokazdé chtéji koupit jiné mnozstvi lat-
ky. Pravidelné nakupy jsou pomérné finanéné naroc¢né, pro-
to se otec snazi pokazdé naplanovat trasu tak, aby zaplatil
co nejméné penéz. Chudédk uz je ale z toho vSeho planovani
zoufaly.

Meésto si muzeme predstavit jako neorientovany graf, kde
vrcholy jsou obchody a hrany jsou cesty mezi nimi. Kazda
hrana je ohodnocend cenou, kterou zaplatime, kdyz pfes ni
pojedeme. Kazdy vrchol je ohodnocen cenou za jeden metr
latky. Jeden z vrcholi je oznacen jako vychozi, v ném otec
s dcerami bydli a vzdy po nédkupu se tam chce vratit. Na-
vrhnéte algoritmus, ktery pomitze otci vyfesit jeho problém
s planovanim. Algoritmus si nejprve néco predpocita a pak
bude dostavat dotazy typu ,Jak nejlevnéji poridit £ metra
latky?“ Zajiméa nas jak doba predvypoctu, tak ¢asova slozi-
tost jednoho dotazu. Muzete predpokladat, ze dotaz bude
radove tolik, co obchodt, a ze v kazdém obchodé l1ze koupit
libovolné mnozstvi latky.
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Jakmile otec dorazil dom1, nevlastni dcery se na nakou-
pené latky slétly jako véely na med, zacaly si je zkouSet a na-
krucovat se pred zrcadly. Popelka sla otce také pozdravit.
Vsimla si, Ze ma ve vlasech zamotanou liskovou vétvicku.
Musela se mu tam dostat cestou z mésta... Vymotala ji
a odnesla do svého kamrliku. Sestry by otci nedovolily pri-
vézt Popelce z mésta Zadné cennosti, ale liskovou vétvicku
Popelce nechaly. Alespori md od otce také néjaky ddrek.

Jen co se sestry dostatecné nabazily pohledi na ldtky, vy-
tahl otec z brasny jesté jedno prekvapeni: zlaté ndhrdelniky.
Ve zdejsim krdlovstvi se totiz chystal veliky ples, na kteréem
st pry mlady princ mél vybrat jednu divku, kterou si vezme
za zenu. Otec proto chtél, aby se dcery mohly dostatecné
vyparadit.

13 bodu

31-3-2 Cennéjsi nahrdelnik

Obé nevlastni dcery dostaly od otce krasny zlaty na-
é’ hrdelnik. Protoze jsou sestry velmi zavistivé, hned se
zacaly dohadovat, ¢i nahrdelnik je vzacnéjsi. Hadaly se spo-
lu do té doby, nez se jedna z nich urazila a zavtela se do
svého pokoje. Jediny, s kym je ochotna komunikovat, je je-
den ze sluzebniki.

Sestry chtéji prostfednictvim sluzebnika zjistit, ktery néhr-
delnik je drazsi. Na kazdém néhrdelniku je sice cenovka, ale
protoze spolu v soucasné dobé odmitaji komunikovat napti-
mo, chtéji minimalizovat mnozstvi informaci, které si spolu
vymeéni. Nastésti méa kazda z nich v pokoji vydobytek mo-
derni doby — generator nahodnych ¢isel, ktery funguje tak
trochu magicky. Generuje ndhodn4 ¢isla tak, ze i-té nadhod-
né Cislo prvni sestry je shodné s i-tym nahodnym cislem
druhé sestry. Vymyslete zpusob, jakym sestry s pravdépo-
dobnosti alesponi 75 % dokazi zjistit, ¢i ndhrdelnik je drazsi.

Jak je v kryptografii béZznym zvykem, pojmenujeme si se-
stry Alice a Bob. Kazda ma jedno binarni ¢islo délky N
a zazrafny generator, ktery jim obéma generuje stejnd na-
hodné ¢isla. Cilem je s pravdépodobnosti alespoii 75 % zjis-
tit, kterd ze sester ma vétsi Cislo, a to na co nejmensi pocet
vyménénych biti.

Leh¢i varianta (za 8 bodu): Zjistéte jen, zda jsou oba
@ nahrdelniky stejné drahé.


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Nekolik tydnu se sestry pripravovaly na ples, nechaly si
usit z latek nddherné Saty a ucesat ohromugict ucesy. Vsich-
ni se na ples moc tésili. Kdyz konecéné nastal den D a sest-
ry se nachystaly k odchodu, velmi je prekvapilo, Ze Popel-
ka chce jit taky. VZdyt tu md jesté spoustu prdce! Popelka
vSak turdila, Ze md vse hotové. Posledni tyden tvrdé praco-
vala, aby méla nyni volno. To sestry nastvalo. Vzaly popel
a hrdch a sesypaly ho na zem.

Popelka byla celd zoufald. ,Vidyt tohle nemiZu v néja-
kém konecném case stihnout roztridit!“ , Tuk, tiduk, tiduik,
tuk® ozvalo se najednou. To na okno tukal maly holoubek.
Popelka, kterd byla zbéhld v lusténi morseovky, pochopila,
Ze se jt holoubek snazi nabidnout pomoc.

31-3-3 Prebirani hrachu 9 bodu
Na podlaze se nachézi sesypany hrach s popelem a me-
W1l zi tim poskakuje nékolik holoubkt a vrabcéakt. Chtéji
Popelce pomoct vysbirat vSechen hrach. Pro kazdou kulic-
ku hrachu chceme zjistit, zda ji néjaky ptacek dokaze se-
zobnout a pfenést do osatky. Holoubci i vrab¢aci se vSak
pohybuji kazdy jinak. Vrabcaci poskakuji rovné dopfedu,
dozadu, doleva i doprava, zato holoubci chodi Sikmo do
vSech Ctyt stran.

Celou situaci si lze pfedstavit jako rozmisténi figurek na Sa-
chovnici. Holoubci predstavuji ¢erné stielce, vrabcaci ¢erné
véze a kulicky hrachu pak bilé pésaky. Pro kazdou bilou
figurku chceme zjistit, zda ji dokdzeme v jednom tahu né-
jakou ¢ernou figurkou vyhodit.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate piislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim rfadku vstupu se nachazi dvé ¢is-
la B a C, a to pocet kuli¢ek hrachu (neboli bilych figurek)
a polet ptackl (neboli éernych figurek). Na dalsich B fad-
cich se nachazi soutradnice kuli¢ek hrachu jako dvojice ¢isel
oddélenych mezerou, ¢islo fadku a ¢islo sloupce udavajicich,
kde se kulicka nachézi. Na dalsich C' fadcich se pak nachazi
pozice ptackt — kazdy takovy Ffadek obsahuje znak H nebo
V a dvojici ¢isel udavajicich fadek a sloupec, kde ptacek
stoji (opét vse oddélené mezerami). Znak H znac¢i holoubka
(pohybuje se jako stielec) a znak V vrabédka (pohybuje se
jako vé7). Figurky na vstupu mohou byt sefazené nahodné.

Format vystupu: Na B Fadki vystupu vypiste (ve stejném
pofadi, jako na vstupu) pro kazdou kulicku hrachu ANO nebo
NE podle toho, jestli existuje néjaky holoubek nebo vrabcak,
ktery miize tuto kulicku hrachu jednim tahem sezobnout.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

4 3 ANO
01 ANO
02 NE
03 ANO
22
Voo
H13
V33

Poznamka: Vsimnéte si, Ze stejnou ¢ernou figurkou (stiel-
cem) miZeme vzit dva bilé p&sce. Naopak bilého pésce vpra-
vo nahofe nemtizeme vzit ani spodni vézi (v cesté stoji stfe-
lec), ani levou vézi (v cesté stoji jiné bilé figurky).

Sestry netusily, Ze si Popelka rozumi s ptacky, a méla tak
vée za chvilicku hotové. Ples by jesté stihla, ale kde ted na-
rychlo sehnat Saty? Rozesmutnila se a rozbéhla se do svého

kamrliku, kde se rozplakala. Proc¢ jen md takové zdvistivé
sestry, které ji nedovoli ani podivat se na ples! Rozhodla
se, ze si spravi ndladu jidlem, a vzpomnéla si na liskovy
orisek od otce. ,, Ten bude urcité velice chutny,“ pomyslela
si. Kdyz ho vsak rozlouskla, nemohla wvérit svgm ocim. Ze-

vnitt vykukoval cip Sati! Popelka zatahla a z ofisku vypadly
tak nadherné Saty, jaké jesté nikdy nevidéla.
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Kdyz Popelka dorazila na ples, vsichni byli okouzleni jeji
krdsou. Nevlastni sestry ji nepoznaly, protoZe doma nenosi-
la nic jiného neZ otrhané Saty umazané od popela. Popelky
st vsiml dokonce i samotng princ a zacal se prodirat davem
tanecnikid, jen aby si s nt mohl zatancit.

31-3-4 Dlazdéni salu 11 bodu

Ples se odehrava v nejvétsim a nejhonosnéjsim salu na zam-
ku, ktery nedavno prosel rekonstrukci. Podlaha je nyni vy-
dlazdéna krasné barevnymi dlazdicemi. Obcas spolu ale
sousedni dlazdice neladi. Uméli byste sal vydlazdit 1épe?

Sal mé obdélnikovy pudorys o rozmérech K x N metra
a kazda z jeho Ctyt stén je obarvend jednou barvou. Nasim
ukolem je sal vydlazdit barevnymi dlazdicemi o rozmérech
1 x 1 metr. K tomu jich mame dispozici hned nékolik dru-
hi, ptricemz kazdy druh dlazdice mé pevné urcené obarve-
ni hran. Z estetickych dtvodi také s dlazdicemi nemtzeme
otacet, tj. kazdy druh dlazdice mé urceno, ktera hrana bude
oto¢ena na sever. Od kazdého druhu miZeme pouzit neo-
mezené dlazdic. Umime sal vydlazdit, aby pfiléhajici hrany
sousednich dlazdic a hrany sousedici se sténami salu barev-
né ladily? Zajimé nés casova a paméfova slozitost pouze



vzhledem k N, muzete predpokladat, Ze hodnota K a se-
znam povolenych druhii dlazdic jsou pevné dané.

V prikladu mame k dispozici Sest druht dlazdic, z nichz
Ctyti se od sebe lisl jenom otofenim (my vSak dlazdicemi
otacet nemuzeme, takze je povazujeme za ruzné). Znazor-
nén je sl s K = 2 a N = 4 a jeho (jediné) vydlazdéni.
Rozmyslete si, ze pro K = 2, tyto druhy dlazdic a obarveni
stén umime vydlazdit pravé vSechny saly se sudou Sitkou.

Kdyz uz se blizila pulnoc, Popelka si uvédomila, Ze se
must dostat domu drive nez jeji sestry, aby nikdo nepoznal,
ze na plese byla taky. Omluvila se tedy princi a zamirila ke
schodim vedoucim ven z paldce. Princ se vSak béhem ple-
su stihl do Popelky zamilovat, a tak nezavdhal ani vterinu
a okamzité se za ni rozbéhl. ,Neodchdzej! Vidyt jd ani ne-
zndm tvé jméno!“ zavolal za Popelkou. Jak se Popelka na
schodech za princem ohlédla, ztratila na chvilku rovnovdhu
a nedopatrenim se ji vyzul jeden stievicek. Princ ji vSak byl
natolik v patdch, Ze nechala strevicek strevickem a vybéhla
ven z paldce.

Princ byl tuze smutny, Ze mu prdave prchla nejvétsi ldska
jeho Zivota. Jediné, co mu po ni zustalo, byl onen strevicek.
Rozhodl se, Ze pomoci néj nezndmou princeznu vypdtrd.

31-3-5 Hledani princezny 11 bodu

Princ chce zjistit, komu stfevicek padne. Jeho kralovstvi je
ale opravdu rozlehlé, a tak neni v jeho silach zajit za kaz-
dym osobné. Nastésti vsak kralovstvi o kazdém poddaném
eviduje spoustu informaci, véetné adresy bydlisté a velikos-
ti nohy (¢irou ndhodou je cely soupis sefazeny zrovna podle
velikosti nohy). Navic je dvorni $vec schopen podle pfedlo-
hy vyrobit stfevicek na chlup stejny jako original. Vyroba
jednoho takového stfevicku trva pfiblizné jednu hodinu.
Princ dostal napad: Nechal po celém kralovstvi vyhlasit, ze
kazdou hodinu posle jednomu z poddanych strevicek, aby
si ho vyzkousel a v odpovédi poslal, zda mu je maly, velky,
nebo akorat. Princ, znaly binarniho vyhledavani, pocital
s tim, Ze tak svou lasku dokaze najit v ¢ase logaritmickém
k poc¢tu poddanych. To se ale prepocital! Kralovska posta
uz mé sva nejlepsi 1éta za sebou, a tak poslani stievicku
poddanému a nasledné doruceni odpovédi trva K hodin,
kde K muze (ale nemusi) byt zavislé na poétu poddanjych
v kralovstvi. Jak méa princ postupovat?

Trosku formalnéji feceno: Mame setiidéné pole N Cisel, ve
kterém chceme najit konkrétni hodnotu. Dotaz miizeme po-
slat jednou za hodinu, ale trva K hodin, nez nam zpatky
prijde odpovéd. Dotazii miizeme mit na cesté vice. Najdéte
Casové efektivni algoritmus v zavislosti na K.

Pdatrdni trvalo uz nekolik tydni a princ uZ zacinal byt
cely zoufaly, Ze svou lasku nikdy nenajde. AZ byl jednoho
dne poslan strevicek také Popelce. Nevlastni sestry st byly
jisté, Ze Popelce strevicek patFit nemiZe, a tak ji ho ani
nechtély dat vyzkouset. Otec se vsak (poprvé za cely sviyj
Zivot) postavil proti jejich vili a stievicéek Popelce prinesl.

Jak byli vsichni prekvapeni, kdyz Popelce strevicek padl
jak ulity. Princ nechal pro Popelku okamZzité poslat kocdr
a odvezl si ji k sob€ na zdamek. Za necely tyden se pak konala
velkolepd svatba.

A Zili spolu $tastné aZ do smrti. . .

Zuzka Urbanovd € Kldrka Tauchmanovd

https://doc.qgt.io/qtforpython/
https://doc.qgt.io0/qt-5/]

http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/python-pip.html]

31-3-6 Model-ViewController 15 bodu

Tteti dil seridlu pokracuje vyrabénim simulatoru do-

pravy na kfizovatce. Minule jsme si slibili, ze v progra-
mech konecné uklidime a zacneme programovat Cisté, tak
si to pojdme splnit.
Prvné je vSak tfeba ucinit dulezité oznameni. Vyvojari Qt5
prevzali projekt PySide, coz je, stejné jako PyQt, rozhrani
knihovny Qt pro Python. Vytvorili PySide2 jako oficidlni
rozhrani Qt5 pro Python. My tedy taktéz opustime PyQt5
a budeme pokracovat s PySide2. Prace s nim je, alespon
pro nase ucely, stejna jako s PyQt5. V nasich programech
by se nemélo téméf nic zménit, kromé toho, Ze nebudeme
psat from PyQt5 ..., ale from PySide2 ...; to je jedno-
duché, ne?

Ptece jenom se ale néco zménilo:

® Data prectena ze socketu je tifeba regulérné dekddovat
skrze knihovnu Qt; uz nedostdvame pythoni bytearray,
nybrz QByteArray, ktery dekédujeme pomoci objektu
QTextCodec.

® Metody predavané jako cil udalosti je vhodné oznacit de-
koratorem @Slot(...), ale neni to nutné.

® Pro spusténi programu nelze volat exec(), je nutné po-
uzit exec_().

Od nynéjska také cerpame z dokumentace pfimo pro PySi-
de2! na webu Qt; stale je vSak tieba pro podrobnéjsi popis
a detaily jednotlivych metod sahnout do dokumentace pro
C++.2

Debian Buster jiz PySide2 obsahuje; pokud nemate balicky
pro svuj systém, pouzijte Pip, stejné jako v prvnim dile.
Pokud nevite, co je Pip nebo jak jej pozit, napsali jsme
néavod na Pip.3

$ pip3 install pyside2
Navrhovy vzor Model-View—Controller (MVC)

Zékladem programu je datovy model. V piipadé naseho si-
muléatoru dopravy na kfiZovatce to jsou informace o poloze
aut. Do modelu patii i ¢asovace, které posilaji auta pryc.

Uzivatel by s datovym modelem nemél ptijit do styku. Data
jsou ulozena ve strojové Citelné formé a pristupuje se k nim
pomoci hezkého a milého API.

Aby vsak uzivatel neptisel zkratka, je tady nahled, ¢ili View.
To je ta cast GUI, ktera uzivateli oznamuje néjaké infor-


https://doc.qt.io/qtforpython/
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mace; napriklad vypisovatko jednotlivych aut a chodci ve
sledovaném useku. Model informuje View o zménach zob-
razovanych dat, naptiklad pokud pfijede dalsi auto. Nebo
si View naopak pravidelné fika Modelu o data.

Na opacné strané je Controller, ¢ili ovladaé¢. Uzivatel pro-
stfednictvim Controlleru ovlada Model. Controller tedy pie-
klada napriklad stisk tlacitka na volani néjakého vnitiniho
API. Controller také ovlada pfimo View, pokud neni tieba
volat Model.

Poskytuje data Provddi zmény

Hezky napsany program pak dokaze mit nékolik rtz-
@ nych rozhrani, mezi kterymi je mozno si vybrat; napii-
klad jedno v Qt, jedno jako webovou aplikaci, jedno v ter-
minalu v Curses a jedno ¢isté API pro skriptovani. To je ta-
kovy svaty gral programovdni s uZivatelskym rozhranim, ne
povinnost. Je vsak dobré pamatovat na to, Ze md byt pro-
gram takto rozdélitelny, uz pri prvotnim rozmysleni. Uset-
Tite si tak spoustu prdce.

Qt nicméné pocitd s tim, ze View a Controller jsou pro-
pojené do jednoho modulu, proto se tomuto modelu v Qt
tikd pouze Model-View. O zmény dat se pak stard Dele-
gate, coz je vlastné ta ¢ast Controlleru, kterd komunikuje
s Modelem; o komunikaci s uzivatelem se stard View.

Poskytuje data

Zobrazuje

Provadi zmény

Preddvd poZadavky

Simulator dopravy: Model

Datovy model je v nasem simuldtoru seznam aut a chod-
ci, které mame aktualné v oblasti. Model zdédime z t¥idy
QAbstractListModel, ktera do sebe bali seznam — to pres-
né potfebujeme. V ni potfebujeme nadefinovat dvé metody,
které vola view, kdyz si chce precist data:

® rowCount vraci pocet Ffadkl v seznamu (jako ¢islo)

® 3 data vracl samotnd data ulozena v modelu.

Qt pocita s tim, ze seznam muze byt dvourozmérny; na ten-
to model se tak miize napojit naptiklad QTableView, kte-
ry zobrazuje tabulku. My pouzijeme QListView, viz niZe.
Metoda data tedy jako prvni argument dostane objekt ty-
pu QModelIndex, ze kterého ziskdme c¢islo fadku zavolanim
metody row.

Jako druhy argument pak dostaneme ¢iselnou hodnotu role
(Qt.ItemDataRole);* v Qt jsou definovany konstanty ja-
ko Qt.DisplayRole, Qt.DecorationRole nebo naptiklad
Qt.ToolTipRole, které urcuji, v jakém kontextu si View
zadda data. My pro zacatek pouzijeme pouze DisplayRole,
pro kterou se vraci fetézec (str) pro dany fadek.

Metoda tedy ovéri, jestli je index v povoleném rozsahu, jest-
li je spravna role, a vrati prislusnou reprezentaci cestovate-
le. Pro DisplayRole je to textova reprezentace.

Data v modelu je tfeba upravovat priddvanim a ubiranim
radkt podle toho, jak pfibyvaji a ubyvaji cestovatelé. Na
to si napiSeme vlastni metody add a remove. Jesté je tie-
ba sfouchnout do View; proto pfislusné ¢asti kédu obali-
me voldnim beginInsertRows a endInsertRows, resp. be-
ginRemoveRows a endRemoveRows. Zbytek zaridi model za
nas.

K modelu pfipojime sifové rozhrani CrossingNetwork, kte-
ré nyni nedél4 nic jiného nez most mezi modelem a sifovym
socketem.

Nakonec si poridime QListView. Tomu sta¢i pfipojit mo-
del a mame prakticky hotovo. Jednoduchou implementaci
simulatoru s vyuzitim techniky Model-View si miizete pro-
hlédnout zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-6-sample.py|

Ukol 1 [3b]: Piidejte cestovateltim ikonky. Tkonku nadtete
zavolanim QIcon(soubor), pficemz tridu QIcon importu-
jete z baliku PySide2.QtGui. Pokuste se ulozit ikonu na co
nejrozumné;jsi misto tak, aby se nacetla pravé jednou. Ikonu
vracejte z metody data pro roli Qt.DecorationRole.

Pokud se vam ikonky nechce hledat jinde nebo vyrabét
vlastni, mtizete si stdhnout amatérské (ikonku auta® a chod-
ce®) od nés.

Ukol 2 [5b]: Upravte simultor tak, aby se misto ID a rych-
losti zobrazovala aktualni poloha cestovatele ve sledovaném
useku (absolutni v metrech a relativni v procentech). ID a
rychlost necht se zobrazuji v tooltipu (Qt.ToolTipRole).
Ke spocitani polohy mizete vyuzit metodu position t¥idy
Traveller. Polohu v zobrazeni nemusite nikterak aktuali-
zovat, co s tim, si ukdzeme za chvili. Vzhledem k nepfesnos-
ti Casovacl se miize stat, Ze se bude ze zac¢atku zobrazovat
zaporna poloha; to fesit nemusite.

Proxy Model

Mezi samotnym datovym modelem a View potfebujeme
Casto jesté néjaké vrstvy, které data néjak transformuji. Je
tak mozné napriklad data tfidit nebo s nimi délat ledasjaké
jiné psi kusy.

Takovym vrstvam se fikd Prozy modely a jsou to tiidy,
které maji navenek téméf stejné rozhrani jako bézny mo-
del, ale ve skutec¢nosti nenesou zadna data. Misto toho jsou
pripojené na jiné modely, které jim data poskytuji.

https://doc.qt.io/qtforpython/PySide2/QtCore/Qt.html#PySide2.QtCore.PySide2.QtCore.Qt.temDataRolq

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-6-car.icd
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-6-pedestrian.icd
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-6-sample.py
https://doc.qt.io/qtforpython/PySide2/QtCore/Qt.html#PySide2.QtCore.PySide2.QtCore.Qt.ItemDataRole
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-6-car.ico
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-6-pedestrian.ico

Uplné zékladni proxy je QIdentityProxyModel, ktery je-
nom propousti data obéma sméry. Pro demonstraci udéla-
me Uplné neuzitecnou zménu metody data:

class DisplayProxy(QIdentityProxyModel) :
def data(self, index, role):
model = self.sourceModel()
original = model.data(index, role)
if role == Qt.DisplayRole:
"proxy! " + original

return
else:

return original

V konstruktoru t¥idy Crossing pak zapojime proxy do pro-
cesu takto:

self .model = CrossingModel()
self.displayProxy = DisplayProxy()
self.displayProxy.setSourceModel (self .model)
# ...

self.listView.setModel (self.displayProxy)

Odchytavat signély (které vydéva model) je podstatné téz-
§1, to si nechdme na jindy. Vydavat je ale mizeme; specidlné
se nam bude hodit signal dataChanged, ktery se vydava po-
kazdé, kdyz se néjaka hodnota zméni. Ten muzeme vydat i
rucne.

. doSlo ke zméné dat

Prvni zmé&nény index
model.createIndex(prvni, 0)

Posledni zménény index
model.createIndex(posledni, 0)

#
#
£
#
t
# Odeslat zpravu

model.dataChanged.emit (£, t)

Argumenty signilu dataChanged je rozsah (od—do véetné)
indexu, na kterych do$lo ke zméné. A protoze model ne-
musi byt jenom seznam, ale ledacos tiplné obecného, tak
se predéavaji objekty typu QModelIndex. View si tento sig-
nal zaregistruje a obvykle na néj zareaguje novym nactenim
prislusnych dat, je-li to potteba.

Ukol 3 [4b]: Napiste model proxy, ktera bude pravidelné
aktualizovat data (volat dataChanged) kazdych 500 mili-
sekund.

Kromé obyc¢ejného proxy modelu nam Qt dava k dispozi-
ci QSortFilterProxyModel. Tento proxy model, jak nazev
napovida, dokaze data tfidit a filtrovat. Jak zapojit model
proxy mezi model a view, to uz vime, jen se hodi doplnit,
Ze proxy samoziejmé muizeme fetézit za sebe.

Kdybychom misto QListView pouzili QTableView, pak by
nebylo tfeba udinit nic dalsiho, nez zavolat na tento view
metodu setSortingEnabled, kterd umozni uzivateli volit
smér Fazeni. My vSak misto toho zavolame na model meto-
du sort:

model.sort(0, Qt.AscendingQOrder)

Toto volani bude t¥idit podle sloupce 0 (jiny totiz nema-
me) ve vzestupném poradi. JenZe standardné se t¥idi pod-
le DisplayRole; to se d&4 zménit zavolanim setSortRole.
Roli si muzete nadefinovat vlastni; nejmensi bezpecna je
Qt.UserRole. Na zacatku programu tedy napiSeme tfeba
mySortRole = Qt.UserRole, pii inicializaci modelu zavo-
lame model.setSortRole (mySortRole) a v metodé data
naseho zdrojového modelu vratime pro tuto roli data, podle
kterych se bude tridit.

Stejnym zpusobem se da i filtrovat data, naptiklad zobra-
zit jen auta nebo chodce; tim se vice zabyvat nebudeme,
zdjemce odkazuji na webovou dokumentaci.

Ukol 4 [3b]: Pouzijte QSortFilterProxyModel k zobrazova-
ni seznamu cestovatelti setfidéného podle toho, jak daleko
od zacatku své trasy jsou. Pripadné chvilkové nepfesnosti
ve tfidéni muizete ignorovat.

Tim je treti dil seridlu u konce. Omlouvame se za pozdni
vydani a zkusime to pristé stihnout rychleji. A co bude
pristé? Zkusime napsat vlastni View a vykreslit nadchod,
chodce a auta v jednoduché grafice. A pokud se podari,
tak postavime pfrechod a ukazeme, jak se pise Controller,
resp. Delegate.

Maria Matejka



Recepty z programatorské kucharky: Pravdépodobnost

Nahodn4 ¢isla a pravdépodobnost hraji v informatice di-
lezitou roli. KdyZ neumime pro néjakou tlohu najit algo-
ritmus, ktery je rychly i v nejhorsim pfipadé, mizeme se
spokojit s algoritmem rychlym alesponi v praméru. Nebo
naopak s algoritmem, ktery je sice vzdy rychly, ale nékdy
odpovi $patné. Casto se pfitom hodi, aby si algoritmus ,ha-
zel korunou“, tedy generoval néjaka ndhodna cisla. Tako-
vym algoritmtm se ¥ika pravdépodobnostni nebo také ran-
domizované. V této kuchatfce nahlédneme do zakladd teo-
rie pravdépodobnosti a vybudujeme ji dost na to, abychom
umeéli zkoumat jednoduché randomizované algoritmy.

Po dlouh3 staleti lidé premysleli nad pravdépodobnosti bez
toho, aby ji rozuméli matematicky. Pravdépodobnost ¢asto
neni intuitivni, a proto i slavni matematici, jako tfeba New-
ton, nékdy v tvahdch o ndhodé chybovali. Nastésti v mi-
nulém stoleti prisel rusky matematik Andrej Kolmogorov
s matematickym vysvétlenim pravdépodobnosti, které nam
dovoluje pouzit matematiku k pfemysleni o ndhodnych je-
vech, a vyhnout se tak chybam.

Jelikoz ,opravdova“ teorie pravdépodobnosti zavisi na po-
mérné pokrocilé matematice (takzvané teorii miry), vybu-
dujeme ji trochu jednodussim zptisobem. Bude vyrazné in-
tuitivnéjsi nez ta kolmogorovska, ale zvladne popsat jen ko-
necné objekty. Budeme tedy moci zkoumat kostky, karty,
algoritmy pouzivajici ndhodna ¢isla z néjakého daného roz-
sahu (t¥eba celd ¢isla od 1 do 100) a podobné. Nezvlddneme
naopak korektné uvazovat o nahodnjych realnych cislech,
nahodnych bodech v roviné a jinych nekone¢nych vécech.

Jevy a jejich pravdépodobnost

Pro zacatek si pravdépodobnost ukazeme na pfikladu: Ma-
me obycejnou hraci kostku. Pokud kostkou hodime, mutze-
me si byt jisti, Ze na ni padne ¢&slo od 1 do 6. Cislim 1 az 6
budeme fikat elementdrni jevy. Obecné, kdykoliv provede-
me né&jaky ndhodny experiment (to je tfeba hod kostkou),
vzdy nastane pravé jeden elementarni jev — v nasem piikla-
du vzdy padne jedno z Cisel 1 az 6. Kazdému elementarnimu
jevu mizeme pfiradit jeho pravdépodobnost. To je néjaké re-
alné Cislo mezi 0 nebo 1, pficemz pravdépodobnosti vsech
elementarnich jevi se se¢tou na 1. To odpovida tomu, ze
pokazdé nastane pravé jeden z elementarnich jevi — kost-
ka neztistane stat na rohu, ani nepadne jednicka a dvojka
soucasné. Prozatim tedy feknéme, ze pravdépodobnost je
funkce, ktera kazdému elementarnimu jevu pfifadi ¢islo od
0 do 1 a ze se vSsechny pravdépodobnosti se¢tou na 1.

Co kdybychom chtéli néco fici o pravdépodobnosti toho,
7ze nam padne liché ¢islo. Takovy vysledek pokusu uz neni
elementarni jev, ale mizeme ho stile z elementarnich je-
v poskladat: licha ¢isla popisSeme mnozinou elementéarnich
jevii L = {1,3,5}. Obecné mizeme za (ndhodny) jev pro-
hlasit jakoukoliv mnozinu elementarnich jevi. Pro kostku
to mize byt tfeba jev A = {5,6} (padlo asponi 5), jev ()
(ten nenastane nikdy), nebo V = {1,2,3,4,5,6} (takovyto
jev nastane vzdy).

Pravdépodobnost jevu pak mtzeme definovat jako soucet
pravdépodobnosti téch elementarnich jevt, ze kterych se
dany jev skldda. Jelikoz vSechny elementéarni jevy na kostce
maji pravdépodobnost 1/6, bude pravdépodobnost, Ze pad-
ne liché é&islo (to je nas jev L), rovna 1/6+1/6+1/6 = 3/6 =
1/2. Oznaéime-li pravdépodobnost jevu J jako P(J), vyjde
pro ostatni zminéné jevy P(A) = 2/6 = 1/3, P(0) = 0,

P(V)=1.

Jevy jsou tedy mnoziny a mtzeme o nich jako o mnozinach
mluvit. MuZeme naptiklad ¥ict, Ze jevy A a B jsou dis-
Junktni, tedy ze AN B = (). To odpovid4 tomu, Ze tyto dva
jevy nemohou nastat najednou. Naptiklad jevy ,,padlo sudé
¢islo* a ,padlo liché ¢islo“ jsou zjevné disjunktni, protoze
zadné ¢islo neni soucasné sudé a liché. Podobné jev AU B
odpovida tomu, Ze nastane jev A nebo jev B, a jev AN B
tomu, Ze nastane soucasné A a B.

Zkusme si nyni rozmyslet, Ze pro jakékoliv dva disjunktni
jevy A a B plati P(AUB) = P(A)+ P(B). Tedy pravdépo-
dobnost (disjunktniho) sjednoceni A a B je soucet pravdé-
podobnosti A a B. Toto tvrzeni plati proto, Ze jsme defino-
vali pravdépodobnosti A a B jako soucty pravdépodobnosti
elementarnich jevi v A a B. Kdyz tedy seCteme pravdépo-
dobnosti vSech elementéarnich jevii, které jsou v A, nebo
v B (ale ne v obou, protoze A a B maji prazdny prinik),
dostaneme to samé, jako kdyZ seéteme P(A) a P(B).

Princip inkluze a exkluze

Pro kazdé dvé mnoziny A a B plati |[AUB| = |A|+|B|—|AN
B|. To proto, ze do |A| + |B| jsme prvky v priniku zapoéi-
tali dvakrat, a musime tedy odecist jejich pocet, abychom
dostali spravny pocet prvki ve sjednoceni. Tomuto tvrzeni
(respektive jeho zobecnéni pro libovolny podet mnozin) se
nékdy tika princip inkluze a exkluze, Cesky by asi dalo fici
princip zahrnuti a vylouceni.

Podobné pro pravdépodobnosti se da nédhlednout rovnost
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). Vzpomeiime si,
ze pravdépodobnost jevu je souctem pravdépodobnosti ele-
mentarnich jevi, ze kterych se sklada. Pravdépodobnosti
elementérnich jevl v priniku jsme tedy v P(A) + P(B) za-
pocetli dvakrat a musime je odecist, abychom dostali prav-
dépodobnost sjednoceni. Vsimnéme si, ze pokud jsou mno-
7iny A a B disjunktni, dostaneme P(AUB) = P(A)+P(B),
jak jsme si rozmysleli pfed chvili.

Princip inkluze a exkluze je uzitecné pravidlo k pocitani
pravdépodobnosti, ale jeho hlavni sila spoc¢iva v nasledu-
jicim. Uvédomme si, ze pravdépodobnosti jsou nezaporna
Cisla. Plati tedy, ze P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) <
P(A) + P(B), protoze P(AN B) je nezaporné ¢islo. Jiny-
mi slovy pravdépodobnost toho, Zze nastane A nebo B je
nejvyse soucet pravdépodobnosti, ze nastane A, a pravdé-
podobnosti, Ze nastane B. Tomuto odhadu se fika odhad
sjednoceni (anglicky union bound) a byvéa obzvlasté pies-
ny, pokud jevy, na které ho pouzijeme, maji malé pravdépo-
dobnosti. (Radéji zminiujeme, Ze matematici slovem odhad
mini nerovnost, nikoliv néjaké ,odhadnuti od oka‘“.)

Co kdybychom ted méli sjednoceni tii jevii? Pak si to sjed-
noceni spravné uzavorkujeme! AUBUC = (AU B)UC.
Poté muzeme pouzit odhad sjednoceni na dvojice jeva.

P(AUBUC)=P(AuB)UC) < P(AUB)+ P(C)
< P(A)+ P(B)+ P(C).
Miuzeme pokracovat indukci a dokéazat, ze pravdépodobnost

sjednoceni libovolného poctu jevi je nejvysSe soucet jednot-
livych pravdépodobnosti.



Podminéna pravdépodobnost

N4&s kamarad hodil kostkou a ekl nam, ze padlo ¢islo mensi
nez 4 (padlo tedy 1, 2 nebo 3). Jaka je pravdépodobnost, Ze
padlo liché ¢islo? V tomto pfipadé neni tézké si rozmyslet,
7e spravnd odpovéd je 2/3. Ale teorie pravdépodobnosti
tak, jak jsme si ji zatim vymysleli, nAm na podobné avahy
nestaci.

Definujeme tedy podminénou pravdépodobnost. Rekneme,
7e P(A | B) je pravdépodobnost, Ze nastal jev A, pokud
uz vime, Ze nastal jev B. Cteme to obvykle ,pravdépodob-
nost A za podminky B.

Cemu by se ale méla P(A | B) rovnat? Pfedpoklddejme, ze
udéldme hodné ndhodnych experimentt. P(B) iiké, v ja-
kém zlomku z nich nastal jev B. Z nich si vybereme ty,
v nichz nastal i jev A. Ty tvor{ zlomek P(A N B) ze vSech
experimentt, takze z téch, kdy nastalo B, je to zlomek
P(AnN B)/P(B). Definujeme tedy:

P(ANDB)
P(B)
Ve zminéném piikladu dostaneme
P({1,3,5} | {1,2,3}) = P({1,3}) / P({1,2,3}),

coz se opravdu rovnd 2/3, protoze vSechny elementarni jevy
maji v naSem pripadé stejnou pravdépodobnost.

P(A|B) =

Muzeme si to také predstavit tak, ze z mnoziny vSech ele-
mentarnich jevi vyfadime ty, o nichZ vime, Ze nenasta-
ly. Zbudou nadm tedy ty elementéarni jevy, které lezi v B.
Pocitame-li pak pravdépodobnost jevu A, musime vyfaze-
né jevy smazat, tedy uvazit prinik AN B. To ovSem nesta-
Ci: vyrazenim jsme porusili pravidlo, ze pravdépodobnosti
vSech elementarnich jevi se seCte na jednicku: nyni se se-
¢tou na P(B). Proto jesté ,zménime méfitko” vydélenim
v8ech pravdépodobnosti ¢islem P(B).
Nezavislé jevy
Nyni zkusime hodit dvéma kostkami po sobé a vysledek
precist jako dvojciferné desitkové ¢islo. Elementéarnich jeva
je tedy celkem 36 jsou to ¢isla od 11 do 66. Uvazme tyto
jevy:

A = prvni éislice je 1%,

B = ,druhé dislice je 1¢,

C = ,¢islo je mensi nez 30“.
Jejich pravdépodobnosti snadno spocitdme jako P(A) =
P(B)=6/36=1/6 a P(C)=12/36 =1/3.
Predstavme si nyni, Ze vime, Ze nastal jev A, tedy padlo
jedno z ¢isel 11 az 16. Co jsme schopni Fici o tom, zda
nastal jev B? Jeho pravdépodobnost zlustava stile stejna:
1/6. Jev A ndm tedy o jevu B neddvé zédnou informaci.
Tehdy tikame, Ze jevy A a B jsou nezdvislé.

Kdybychom naopak védéli, Ze nastal jev C, pravdépodob-
nost jevu A by se zménila na 1/2, protoZe z ¢isel 11 az 26
celd polovina zaciné jednickou. Tyto jevy jsou tedy zdwislé.

Nezéavislost jevi A a B miZeme popsat pozadavkem

P(A| B) = P(A).

Dosadime-li definici podminéné pravdépodobnosti, dosta-
neme:

P(ANB)/P(B) = P(A),
éili

P(AN B) = P(A)- P(B).

Za definici nezavislosti se vétsinou povazuje tato posledni
rovnost, protoZe funguje i pro P(B) = 0, kdy by podminé-
né pravdépodobnost nebyla vibec definovana. Také je z ni
hned vidét, Ze nezévislost je symetricka vlastnost. Dodejme
jesté, Ze samoziejmeé plati i P(B | A) = P(B).

Definovat nezavislost pro vice jevu je slozitéjsi, obecné ne-
staci Fici, ze pravdépodobnost toho, Ze nastanou soucasné,
je soucin jednotlivych pravdépodobnosti. Je potieba, aby
to platilo pro kteroukoliv podmnozinu jevi.

Nahodné proménné a stfedni hodnota

Predstavme si nyni jednoduchy pravdépodobnostni algo-
ritmus. Funkce random(z) bude vracet ndhodné celé ¢islo
z rozsahu 0 az = — 1.

1.  + random(2)
2. Pokud x = 1:

3.y <+ random(2)

Algoritmus si tedy hodi korunou (vygeneruje ndhodny bit)
a v pripadé, ze padla jednicka, hodi jesté jednou. Jak ho
pomoci teorie pravdépodobnosti popiseme? Mozné pribéhy
vypoctu mizeme popsat jako elementarni jevy. Jelikoz pro
pevny vstup (tady dokonce zddny neméme) je pribéh vy-
poctu jednoznacné uréeny hodnotami ndhodnych ¢isel, mi-
zeme Tici, elementarni jevy jsou mozné posloupnosti ndhod-
nych Cisel.

Pro nas jednoduchy program to jsou posloupnosti 0, 10 a 11.
Pfitom 0 m4 pravdépodobnost 1/2, zbylé dvé 1/4.

Co kdybychom chtéli Fici, jak dlouho nas program bézi? Pro
jednoduchost to budeme pocitat v piikazech. V nejhorsim
pripadé se provedou 3, ale kdybychom to chtéli fici presné-
ji, mohli bychom fici, Ze pro posloupnost 0 se provedou 2,
zatimco pro 10 a 11 se provedou 3. Doba béhu randomizo-
vaného algoritmu je hezkym ptikladem takzvané ndhodné
proménné, kterou ted zavedeme obecné.

KdyZ provedeme ndhodny experiment (tfeba hodime kost-
kou), nastane jeden z elementérnich jevi. Ndhodnd promén-
nd (nebo také ndhodnd veli¢ina) je jedno ¢&islo urdené tim,
ktery elementarni jev nastal. Pfikladem by mohla byt na-
hodné proménné L, ktera je 0, pokud padlo na kostce sudé
¢islo, a 1, pokud liché. Dalsim prikladem nahodné promén-
né miize byt treba ,Cislo, které padlo na kostce, umocnéné
na druhou“. Tu oznacme tfeba D.

Vsimnéte si, ze podminka, ve které figuruji ndhodné pro-
ménné, vzdy urcuje néjaky jev: mnozinu elementarnich je-
vi, pro které podminka plati. Naptiklad L = 1 plati pro
{1,3,5}, D < 10 pro {1,2,3} a D < 10 A L = 0 pro {2}.
Proto se muZzeme ptat na pravdépodobnost toho, Ze pod-
minka plati, coz se obvykle zna¢i pomoci hranatych zavorek:
P[D < 10] = P({1,2,3}) =3/6 =1/2.



Také se mizeme ptat, jakd je primérnd hodnota nahodné
proménné. Zkusme si to na proménné D z predchoziho pfi-
kladu, ale uvazujme obecné pravdépodobnosti stén kostky
P1,--.,p6 (kostka by tedy mohla byt falesnd). Pfedstavme
si, Ze hodime kostkou N-krat pro néjaké hodné velké cis-
lo N. Jednicek padne priblizné p; - N, dvojek py- N atd.,
takZe priumér proménné D vyjde:

12p1N+22p2N++62p6N
N .
To také mizeme zapsat jako

12'p1+22'p2+...—|—62'p6.

Je to tedy vazeny prtmeér, v némz roli vah hraji prav-
dépodobnosti jednotlivych moznosti. Pro poctivou kostku
(p1 =...=ps = 1/6) se z toho stane obyéejny aritmeticky
priumér s hodnotou 91/6.

Obecné mizeme definovat stredni hodnotu nadhodné pro-
ménné X (znacime E[X]) jako pramér hodnot, které pro-
ménnd prifazuje jednotlivym elementarnim jeviim, vazeny
pravdépodobnostmi téchto jevi:

B[X] = 3 X(w)- P(w)

kde suma probihé pfes vSechny elementarni jevy w a X (w)
je hodnota proménné pro elementarni jev w.

Pokud jsou hodnoty proménné celd ¢isla, nékdy je prak-
tictéjsi pro kazdou hodnotu posbirat vSechny elementarni
jevy, pro které proménna této hodnoty nabyva. Dostaneme:

E[X] =) a P[X =ad].
acl

(Nenechte se vyvést z miry tim, Ze s¢itdme nekoneéné mno-
ho ¢lenii. Pro konecny pocet elementarnich jevi je jen ko-
neéné mnoho s¢itanct nenulovych.)

Lze matematicky dokazat (byt my to zde délat nebudeme),
ze pokud zprimérujeme hodné pokusti, bude vysledek bliz-
ko E[X], a pokud budeme priimérovat vice a vice pokust,
tak se bude priblizovat (jazykem matematické analyzy: pri-
mér bude konvergovat) k E[X].

Linearita stfedni hodnoty

Jednou z dilezitych vlastnosti stfedni hodnoty je, Ze je line-
arni. Tim se mysli, Ze pro libovolné dvé nadhodné proménné
plati E[X + Y] = E[X] + E[Y] a také E[cX] = ¢ E[X]
pro kazdé ¢islo c. Uvédomte si, ze X + Y a cX jsou také
nadhodné proménné.

Predtim, nez tuto vlastnost dokdZeme poctiveé, rozmysle-
me si, ze je velmi intuitivni. Pfedstavme si, ze mame dva
randomizované algoritmy pouzivajici nahodnost. Oznac¢me
X a Y ndhodné proménné, které udavaji jejich doby béhu.
Linearita stfedni hodnoty pak fika, ze kdyz spustime X a
poté Y, bude priimérné celkova doba béhu stejna jako sou-
¢et pramérnych dob béhu jednotlivych algoritma. Podobné
pokud algoritmus dvakrat zpomalime, bude i primérné do-
ba béhu dvakrat vétsi. To neni nikterak prekvapivé.

Nyni matematicky diikaz, nejprve pro nasobeni konstantou.
Staci dosadit do definice stfedni hodnoty:

E[cX] = Z(cX)(w)-P(w) = Zc-X(w)P(w)

=c¢- Y X(w)P(w) =c-E[X].

A ted pro soudet:
EX+Y]=) (X +Y)(w) Pw)
=) (X()+Y(w))-Pw)

=Y X(w)P(w) + Y (w)P(w)

= (ZX(w)P(w)> + <Z Y(w)P(w)>
= E[X]+ E[Y].

Radéji zdtraznime, Ze jsme nikde nepotiebovali predpo-
klddat zaddny druh nezavislosti: linearita stfedni hodnoty
funguje za vSech okolnosti.

Nyni si ukazme dva piiklady vyuziti linearity. Hazime dvé-
ma kostkami, zapisujeme dvojciferny vysledek D a ptame
se, jaka je jeho stfedni hodnota E[D]. Mohli bychom zajisté
rozebrat vSech 36 moznosti, ale existuje jednodussi cesta.
Uvézime ndhodné veli¢iny pro ¢islo na prvni kostce X a to
na druhé Y. Jisté je D = 10X + Y, takze podle linearity
E[D] = 10E[X] + E[Y]. Ovsem X a Y jsou Uplné obyéejné
hodnoty na kostkach, takze jejich stfedni hodnoty vyjdou
(1+...46)/6=7/2. Proto E[D] = (10+1)-7/2="77/2.

V druhém piikladu hodime N-krat kostkou a budeme se
ptat, kolik padlo Sestek. Oznacme tuto ndhodnou promén-
nou S. Elementarni jevy jsou posloupnosti hodti, takze jich
je 6%. Ovsem E[S] spo¢itdme snadno trikem takika kouzel-
nickym. Rozlozime S na soucet proménnych S; + ...+ Sy,
kde S; tika, kolik padlo Sestek v i-tém hodu. To je trochu
prihloupléd otézka, protoze padla bud jedna, anebo zadn4.
Ale kazdopadné se snadno spo¢ité, ze stiedni hodnota E[S;]
je 0-P[S; = 0] +1-P[S; = 1] = P[S; = 1], coz je pravdé-
podobnost, Ze v i-tém hodu padla Sestka, tedy 1/6. Proto

N/6. Z4dné piekvapeni se nekona.

Mimochodem, tato tivaha je specidlnim piipadem obec-
@ né techniky: Libovolnému jevu J miizeme pfifadit jeho
indikdtor, coz je ndhodné proménnd [, kterd nabyva hod-
noty 1, pokud jev nastane, a jinak je nulova. Vychézi pak
E[l;] = P[I; =1] = P(J).

Lemma o dZbanu

Predstavte si, ze opakované hazite kostkou, dokud nepadne
Sestka. Kolikrat v priméru hodite? Obecnéji: opakujeme
néjaky pokus, ktery se pokazdé povede s néjakou pravdé-
podobnosti p. Pokud vam to pripominé pfislovi o chozeni
se dzbanem pro vodu, jste na spravné stopé. Suchym vé-
deckym jazykem jde o tzv. stfedni hodnotu geometrického

Jak to zapada do nasi teorie? Posloupnosti hodu jsou
@ elementarni jevy, pocet hodl je ndhodna proménnd a
my se ptdme na jeji stfedni hodnotu. Nenechte se prosim
znepokojit tim, Ze elementarnich jevu je nekone¢né mnoho,
s ¢imz naSe teorie nepocitala. Pohybujeme se sice na ten-

kém ledu, ale slibujeme, Ze se nepropadneme, protoze toto
nekonecno je ,,dostatecné krotké“.

Lemma tika nésledujici: Méjme dzban. Kdykoliv s nim jde-
me pro vodu, tak se jeho ucho utrhne s pravdépodobnos-
ti p, nezévisle (ve smyslu popsaném vyse) na ostatnich po-
kusech. Pak ve stfedni hodnoté ptujdeme se dzZbanem pro
vodu (1/p)-krét, nez se ucho utrhne.



Nez lemma dokazeme, rozmysleme si, co fika o nasem ¢ekani
na Sestku: Pravdépodobnost Sestky je 1/6, takze v priméru

hodime 1/(1/6) = 6-krat.

Nyni dtikaz: Necht U je ndhodné proménné, kterd nam
@ ik, pri kolikdtém pokusu se utrhlo ucho. Stfedni hod-
notu budeme chtit spocitat podle definice:

E[U] :Zi-P[U:z’].

Potiebujeme tedy znat pravdépodobnosti toho, Ze ucho se
poprvé utrhne v i-tém kroku. Pro i = 1 je to trividlni: ucho
se utrhne hned napoprvé s pravdépodobnosti p. Pro i = 2
uvazime, Ze se napoprvé neutrhlo (to ma pravdépodobnost
1 — p) a napodruhé utrhlo (tedy p). Jelikoz oba jevy jsou
nezavislé, muzeme jejich pravdépodobnosti vynasobit a do-
staneme P[U = 2] = (1 —p) - p. Pro obecné i se pii prvnich
1—1 pokusech ucho neutrhne a v i-tém pokusu utrhne, tedy
dostaneme P[U =i] = (1 —p)*~1-p.

Ted dosadime spoctené pravdépodobnosti:

o0 o0
U] = i(1—p)tp=p- S i+ 1)(1—p)".
i=1 i=0
To je néjaka nekonecna suma, u niz budeme véftit, ze se se-
¢te na konecné ¢islo (znalci analyzy mohou pouZit podilové
kriterium konvergence). Jak ji spo¢itdme?

Ozna¢me S hodnotu druhé sumy, plati tedy E[U] = pS.
Abychom lépe vidéli, co se déje, sumu si rozepiSeme:

S=1-1-p)°+2-1-p)t+3-1-p?+...

Podivejme se, co se stane po vynasobeni obou stran 1 — p:

1-p)S=1-1-p)r+21-p?2+3-1-p3+...

To se nepocita o nic lépe, ale je to docela podobné vyra-
zu pro S: v jednom pfipadé je u (1 — p)* koeficient i + 1,
v druhém i. Zkusime tedy od sebe oba vyrazy odecist:

S—(1-p)S=0-p)°+Q-p) +1-p)?+...

Levou stranu miizeme zjednodusit na pS, napravo je néjaka
geometricka fada s kvocientem 1 — p. Tabulkovy vzorecek
pro soucet geometrické fady s kvocientem ¢ Fiké, Ze ¢° +
¢t +q¢>+...=1/(1 —q). V nasem pifpadé je ¢ = 1 — p,
takze pS = 1/(1 — (1 — p)) = 1/p. My uz ovSem vime, Ze
pS je také rovnou hledané stfedni hodnoté E[U]. Hotovo.

(Mimochodem, kdyby vam vrtalo hlavou, jak se odvozuje
vzoreCek pro soucet geometrické fady, déla se to trikem vel-
mi podobnym tomu nasemu: Pokud G = ¢° +¢* + ..., pak
qG = ¢' +¢*+ ¢ +.... Opét obé fady odecteme a ziskdme
G—qG=¢"=1.Proto (1—q)G=1,atedy G =1/(1—q).)

Odbocka k hledani pivota

Lemma o dzbéanu si vyzkousime na analyze algoritmu. V tii-
dicim algoritmu Quicksort potfebujeme najit pivota, ktery
bude pfiblizné medidnem. Reknéme, Ze v setfidéném pota-
di prvktt ma pivot lezet v prostiedni tietiné. Pak by stéle
platilo, ze Quicksort pobézi v ¢ase O(nlogn). Jak ale tako-
vého pivota najit? Pomuze jednoduchy pravdépodobnostni
algoritmus: vybereme pivota nadhodné ze zadanych prvki,
spocitame, kolik prvkia je mensich a kolik vétsich, a pokud
pivot nelezi v prostfedni tfetiné, algoritmus prosté zopaku-
jeme.

7 http://mj.ucw.cz/papers/numth . pdi]

Jeden pruchod algoritmu trvd O(n). Algoritmus muze uspét
hned v prvnim prichodu, takze v nejlepsim pripadé skonci
v linedrnim case. Také by se mohlo stat, Zze budeme mit
smilu a pokazdé vybereme minimum, a tehdy se algoritmus
nezastavi nikdy — to nas ovSem nemusi trapit, tento priibéh
algoritmu méa pravdépodobnost rovnu 0.

Ukazeme, ze prumérnd casova slozitost je také linedrni.
St¥edni hodnota ¢asu vypoctu je urcité O(n) krat stiedni
hodnota po¢tu prichodt (vSimnéte si, jak jsme zde pouzili
linearitu stfedni hodnoty). Prichod uspéje, pokud se trefi
do prostfedni ttetiny. Jelikoz vSechny prvky vybirdme se
stejnou pravdépodobnosti, nastane to s pravdépodobnosti
1/3. Podle lemmatu o dzbanu tedy musime udélat v pru-
méru 3 prichody, nez se ucho utrhne a my najdeme prvek
v prostfedni tfetiné.

@

Zesilovani pravdépodobnosti

O

Predstavme si nakonec, ze mame néjaky pravdépodobnost-
ni algoritmus, ktery vzdy dobéhne rychle, ale nezarucuje
spravny vysledek. Typickym prikladem je tfeba takzvany
Rabindv-Millertiv test prvociselnosti. Nebudeme ho vysvét-
lovat detailné, podrobnosti najdete napiiklad v Medvédo-
vych Algoritmech okolo teorie ¢isel.” Diilezité ale je, Ze se
chova takto: Dame-li mu na vstupu prvocislo, vzdy spravné
odpovi ,,ANO, je to prvocislo.“ Slozené ¢islo odhali s pravdé-
podobnosti aspon 1/2: pokud mu ho dame, odpovi s prav-
dépodobnosti alespoil 1/2 NE, jinak ANO.

Poloviéni pravdépodobnost chyby nezni moc uzitec¢né, ale
muzeme ji snadno vylepsit tim, Ze algoritmus k-krat zo-
pakujeme. Cislo budeme povazovat za prvoéislo jen tehdy,
kdyZ se na tom shodlo vSech k opakovani algoritmu.

Jaké je nyni pravdépodobnost chyby? Pokud je ¢islo doo-
pravdy prvocislem, pokazdé to zjistime spravné, takze cel-
kové odpovime ANO. Pokud je slozené, odpovédéli bychom
spatné (tedy ANO) jen tehdy, kdyby se kazdé z k spusténi
algoritmu zmylilo. Jelikoz tato selhani jsou navzajem neza-
visld (algoritmus si pokazdé vygeneruje nova ndhodna ¢isla
nezavisle na téch ptedchozich), pravdépodobnost k selhani
je nejvys (1/2)F = 1/2%. Uz pro k = 10 je to méné nez
1/1000.

Tomuto triku se ¥iké zesilovdni pravdépodobnosti (anglicky
probability amplification). Zatim jsme ho pouzili pro stlace-
ni pravdépodobnosti chyby pod libovolné nizkou (ale klad-
nou) konstantu. Nékdy se ovSem hodi umét vic.

Co kdybychom na prvociselnost testovali N ¢isel? S pavod-
nim Rabinovym-Millerovym testem bychom se mylili v pri-
mérné N/2 piipadech (pokud by vSechna ¢isla byla sloZend).
Pokud bychom chtéli stlacit primérny pocet chyb pod kon-
stantu (feknéme pod 1), museli bychom pravdépodobnost
chyby v jednom testu stlacit pod 1/N. Toho dosdhneme,
pokud zvolime k£ > logy N. Tim jsme algoritmus asympto-
ticky zpomalili (O(log NV)-krat), ale to je pomérné mala ce-
na za tak podstatné sniZeni chybovosti. Dalsi zvétsovani k
snizuje chybovost exponencialné: uz pro k = 2log, N vyjde
pravdépodobnost chyby 1/N2.


http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf

Par slov zavérem

Pokud se chcete dozvédét o pravdépodobnosti vice, mtzeme
viele doporucit skvélé prednasky z Harvardu. Jejich video-
zéznamy jsou dostupné na YouTube.®

A7 si nékdy budete ¢ist o pravdépodobnosti, nejspis se se-
tkate s axiomy pravdépodobnosti zavedenymi jinak, nez jak
jsme je zavedli my. Ty nase kuchafkové jsou intuitivnéj-
§i, ale bohuzel se nedaji jednoduse zobecnit na nekonec¢né

mnoziny. O ,plnotuénych“ Kolmogorovych axiomech prav-
dépodobnosti se miizete docist ve Wikipedii.”

Dalsi jednoduché randomizované algoritmy a datové struk-
tury najdete v knizce Priivodce labyrintem algoritmi.! In-
spirovat vas také miize serial z 16. ro¢niku KSP.!!

Pokud by vam i tak néco nebylo jasné, ptejte se na nasem
féru.

Martin ,Medvéd“ Mares & Jakub Tétek

8 https://www.youtube.com/playlist?1ist=PL2S0U6wwxBOuwwHS8OKTQ6ht66KWxbzTId

9 https://en.wikipedia.org/wiki/Probability_axiomg
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