Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

31. rocnik

Mili resitelé, milé resitelky!

Posledni letosni série tohoto zpozdéného ro¢niku se vam pravé dostava do rukou. A i kdyz 1éto
jiz klepe na dverte, tak doufame, Ze si najdete par chvil na nase tlohy. Také podle vysledki celého
ro¢niku budeme vybirat tcastniky podzimniho soustifedéni — pokud se tedy chcete ic¢astnit, tak

mate posledni Sanci ziskat jesté néjaké body.

Pripominame, %e do celkového hodnoceni se vam z kazdé série zapocte 5 nejlépe vyreSenych
tloh. Kazdému fesiteli, ktery ziskd v tomto roéniku z kazdé série alespon 5 bodti, posleme KSP

propisku, blok, placku a tfeba i néco navic.

Diky feSeni KSP se také muzete vyhnout pfijimacim zkouskam na MFF UK! Staci, kdyz ziskate
alespoii polovinu bodt z roéniku (tedy 150 bodti) a my vdm vystavime osvédceni, diky kterému

vas pfijmou na MFF bez zkousek.

Termin série: pondéli 24. ¢ervna v 8:00 rano

KSP

Kvéten 2019

7849

Odevzdavani:

Pies web na adrese |https: //ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odmeéna série:

Sladkou odménu si vyslouzi kazdy, kdo ziska z této série alespon 42 bodi.

Pata série tricatého prvniho roéniku KSP

Zili byli jednou jeden muZ s Zenou. Méli se rddi a hos-
podatili spolu v malém domecku uz nékolik let. Acékoliv byli
velice chudi a jen tak tak si vydéldvali na své vlastni Zivo-
bytt, tuze si prdali mit détdtko.

Jednou z rana, kdyZ sel muz do lesa na drivi, uvidél ma-
ly patizek, ktery vypadal docela jako malé détdtko — mel
hlavicku, telicko, rucicky i noZicky. Potreboval jen temin-
ko malinko sekerou otesat, aby bylo pékné kulateé a hladké.
I prinesl muZ patizek domu a povidd Zené: ,Tady mds, cos
chtéla. Dité Otesdnka.“ Zena byla radosti bez sebe, zavinu-
la détdtko do petinky, hiyckala jej a k tomu vesele zpivala:
»Hajej, dadej, hajej, Otesanku malej. AZ se vzbudis, hosic-
ku, wvarim ti polivcicku. Hajej, dadej, hajej.

Najednou se zacalo dité v perince hybat a dalo se do kri-
ku: ,Mdmo, jd bych jed!” Zena nevédéla, kam diriv skocit.
Polozila Otesdnka do postele a jala se pro détdtko pismen-
kovou polivku varit.

31-5-1 Pismenkova polévka 15 bodua

Pismenkova polévka se musi pfi vafeni spravné zamichat,
aby dobfe chutnala. Kazdé takové zamichnuti néjak zmeé-
ni pofadi pismenek v polévce (matematicky muZeme Fici,
ze kazdé zamichnuti provede na pismenkach v polévce né-
jakou permutaci). Jak Zena michala, tu méachla vafeckou
dvakrat za sebou tplné stejné. Vtom se na polévce z pisme-
nek utvofilo néjaké zajimavé slovo. Zena si ho chvili prohli-
zela a pak michala dal. Po chvili opét vareckou zakrouzila
dvakrét stejné (ale jinak, nez predtim). A co se nestalo! Na

polévce stoji stejné slovo jako predtim! Tak Zenu napadla
otéazka, kolik je takovych zptsobt zamichani, aby dvé ta-
kova stejnd zamichani hned po sobé vytvorila pravé toto
slovo?

Protoze pismenek v polévce je hodné, oznacime si je ra-
déji ¢isly od 1 do n (tedy vSechna pismenka jsou rtaznd).
Ptredpokladejme, Zze na zacatku jsou pismenka v polévce
usporadana pravé v poradi od 1 do n.

Poté dostaneme néjakou permutaci téchto ¢isel 7 (tedy né-
jaké poradi Cisel 1 az n, které urcuje, kam se které cislo
touto permutaci posune) a nas zajimd, kolik existuje per-
mutaci o, které provedené dvakrat po sobé daji to samé
poradi jako 7.

®

Priklady: Permutaci m = 3,4, 1,2 ¢tyT ¢isel mizeme rozlozit
tfeba na permutaci oy = 4,1,2,3 provedenou dvakrat po
sobé nebo na permutaci oy = 2, 3,4, 1 sloZzenou dvakrat po
sobé. Naopak permutaci t¥i ¢isel 7 = 1,3,2 na zadné dveé
stejné permutace nerozlozime.

Leh¢i varianta (za 10 bodu): Najdéte libovolnou tako-
vou permutaci o, nebo feknéte, Ze to nejde.

1234 1234 1234
T 412 3 2341
341 2 3412 341 2

Kdyz si permutaci o7 vyjadiime jako graf, tak muze vypa-
dat tfeba takto. Vsimnéte si, ze kdyz navic si do tohoto
grafu nakreslime ¢arkované sipky preskakujici dvé ptivodni
sipky, dostaneme tak permutaci .


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Kdyz byla polévka hotovd, Otesdnek ji vSechnu v mZi-
ku zhltnul a dal se opét do kriku: ,,Mdmo, jd bych jed!“
»Pockej, Otesdanku, hned ti néco donesu.“ I odbéehla Zena
k sousedce odnaproti a po chvili se vrdtila s obrovskym tva-
rohovym koldcem. Jen co jej doma na stil polozila, vymotal
se Otesanek z periny a uZ sedél na lavici u stolu pFipraven
na dalsi chod.

31-5-2 Rozinky a mandle 9 bodi

Otesdnek dostal od sousedky nadherny velikansky kulaty
kola¢. Dokonce zdobeny rozinkami a mandlemi, mnam! Po
obvodu kol4c¢e bylo pravidelné rozmisténo N dulki a v kaz-
dém z nich se nachazela jedna rozinka, nebo mandle. Otesa-
nek si jako kazdé malé dité rad hraje s jidlem, a tak ho zaji-
ma, jestli by mohl z kolace vykousat pravidelny K-thelnik,
v jehoz vrcholech by byly pouze rozinky.

Otézka tedy zni: je mozné si zvolit K > 2 a vybrat po
obvodu kolace néjaké rozinky tak, aby tvofily pravidelny
K-thelnik?

Pro kola¢ na obrazku lze z rozinek vykousat naptiklad vy-
znaceny pravidelny Sestithelnik.

Otesdanek snédl cely kold¢ raz dva a okamZité se zacal
doZadovat dalsiho jidla. ,,Dité nestastné, copak jesté nemds
dost?!“ Zena ani na odpovéd necekala a vydala se do ves-
nice sehnat pecen chleba. ProtoZe vsak moc penéz neméla,
musela chleba koupit na dluh. KdyZ se pak pekar dozvédél,
zZe md Zena doma hladového syna, smiloval se nad ni. ,Co
kdybych Vds naucil péct chleba? Kdyz Vam dam trochu své-
ho kvdasku, budete si moct doma udélat vlastni.“

13 bodu

31-5-3 Kvaskovy chléb

Chléb se pece z kvasku. Cim je kvasek starsi a silngjsi,
W1l tim 1épe tésto vykyne. Proto si pekar pii kazdém peceni
schova c¢ast kvasku na pristé. Vzdy, kdyz pak pece chleba,
smicha kvasek z minulého a z prfedminulého peceni. Jeho
chleby pak chutnaji naprosto vytecné a jsou proslavené po
celém okoli!

Pekar si déla zaznamy o tom, jaky kvasek na ktery chleba
pouzil. Na svj historicky prvni chléb pouzil zitny kvasek a
do svych zdznamu si zapsal Ch; = Z. Aby byl druhy chléb
jiny, pouzil na néj kvisek psSeni¢ny — tedy Chy = P. Na
kazdy dalsi chléb pak umiché kvasek z dvou ptedchozich.
Jeho strukturu pak popiSe tak, Ze napiSe struktury dvou
predchozich kvasku za sebe: Ch,, = Ch,,_oCh,,_1 pron > 2.

Kvésky takhle pekar skldd4 jiz dlouhou dobu a ted by chtél
zené dat néjaky zajimavy kousek. Zajimalo by ho proto, jak
vypada néjaka ¢ast jeho n-tého kvasku (tedy jak vypada
néjaky podietézec Ch,). Varujeme, Ze u nékterych vstupt
bude n tak velké, ze se vam cely fetézec Ch,, nevejde do
pameéti.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na vstupu dostanete na jednom fadku od-
délend mezerami cisla n, a k a [ udévajici cislo kvésku,
pocatecni pozici podretézce a délku podfetézce. Slibujeme,
ze délka podietézce [ bude maximalné 1 000 a ze vstup bude
vzdy korektni (Ze k + [ se vzdy vejde do Chy,).

Formdt vystupu: Na vystup vypiste na jediny radek cast
struktury n-tého kvasku, tedy podietézec Ch,,, ktery zacina

na k-té pozici a ma délku [ znakt (znaky indexujeme od
nuly).

Ukdazkovy vystup:
PPZ

Ukazkovy vstup:
513

Ukdzkovy vstup:
8 10 8

Ukdazkovy vystup:
PZPPZPZP

Ukdzkovy vstup:
50 150 20

Ukdzkovy vystup:
ZPZPPZPPZPZPPZPZPPZP

V prvnim pfipadé mé cely kvasek podobu ZPPZP.

( oo

U

Jen co Zena dorazila domu, poloZila pekariv chleba na
stul a sla zadeélat svuj vlastni. KdyZ se pak po chvili vrdtila
zpdtky do svétnice, z pekatova chleba nezbyl ani drobecek.
,Pdnbih s nami, Otesanku, snad jsi ten pecen nesnédl ce-
ly sam? Vizdyt my uZ doma Zddné dalsi jidlo nemdme. .. “
»Onédl, mamo, a jestli uZ nic dalstho nemds, budu muset
snist tebe!“ V tu rdnu Otesdnek otevrel pusu a neZ se Zena
naddla, byla v ném.

V poledne pak domu prisel i Otesankiv otec. Jakmile
vkrocil do dveri, Otesdnek mu povidd: ,Tdto, jd bych jed.
Jedl jsem, snédl jsem: pismenkovou polivku, tvarohovy ko-
lac, pecen chleba, mdmu a tebe taky snim!“ A chramst! Sné-
dl i tatu.

Cim vic Otesdnek jedl, tim vétsi mel hlad. A protoZe uz
v chaloupce snédl vse, co mohl, vypravil se do vsi po nécem
se poohlédnout. Zanedlouho potkal na cesté dévecku s tra-
karem plnym jetele. ,Tys toho ale musel snist, kdyZ mas
tak velky brich!“ tekla dévecka s podivenim. Na to Otesd-
nek odpovédel: ,Jedl jsem, snéedl jsem: pismenkovou poliv-
ku, tvarohovy koldc, pecen chleba, mdamu, tdtu a tebe taky
snim!“ Priskocil a dévecka i s trakarem zmizela v jeho bfise.
Otesdnek pak pokracoval vesele po cesté, aZ nakonec dosel
k mistni vyvarovne.



12 bod1

31-5-4 Otesanek ve vyvairovné

Kdyz Otesanek vkrocil do vyvarovny, nestacil se divit.
@’ Tolik lidi pohromadé jesté nevidél. Porad se tu néco
déje. Lidi ptichazeji a zase odchazeji... Na vyvafovnu se
mizeme divat jako na tisecku. Na jejim levém konci se na-
chézi okynko, kam se odklada Spinavé nadobi, a na jejim
pravém konci je samotnd vydejna jidel. Zpocatku se ve vy-
dejné nachazi pouze jedna pani u vydeje jidel a druha pani
u okynka na Spinavé nadobi. Postupné pak do vyvarovny
prichézeji jednotlivi vesnicané. V jednom okamziku nastane
prévé jeden ze dvou druhtt udalosti:

a) Do vyvafovny pfijde vesni¢an. A jelikoZ v této vesnici
7iji 1lidé povahové velice podobni matfyzakim (ktefi se,
jak je znamo, ostatnich lidi boji), sedne si tak, aby byl
co nejdéle od v8ech ostatnich lidi (véetné obou pani u
okének). Specialné, je-li tedy vyvafovna prazdné, sedne
si doprostted.

b) Vesnican ¢islo v doji a odejde.

Vasim tkolem je odsimulovat priibéh jednoho obéda ve vy-
vafovné tak, abyste pro kazdy vyskyt udalosti typu a) do-
kazali co nejrychleji vypsat pozici, kam si dany vesnican
sedne. Pokud mé vesnican né€kolik stejné dobrych moznosti,
kam se posadit, muzete si pro zjednoduseni vybrat libovol-
nou.

Otesanek dostal napad — schoval se za roh vyvatovny a
kazdého, kdo z ni odchdzel, snédl. Kdyz ve vjvarovné skon-
cila vydejni doba obéda a nikdo v ni uz nebyl, pokracoval
Otesdnek na své cesté za jidlem.

Kolébal se zrovna kolem malé chaloupky na kraji vesnice,
kdyz tu najednou ucitil cerstvé upecenou pizzu. I vydal se za
touto vunt. Dorazil k chaloupce, pred kterou néjakd babicka
okopadvala zeli.

31-5-5 Prisady na pizze 11 bodu

,Babicko, dejte mi pizzu, ja4 mam hlad,“ povidd Otesanek.
Babicka se chvili zamysli a pak fika: ,,Dobra, ale jen kdyz
uhodnes, kolik je na ni potreba réiznych druhti ptisad. Pro-
zradim ti jen, Ze spolu zadné dvé stejné prisady nesousedi
a ze druhi pfisad neni vic, nez je nutné.”

Pizza predstavuje graf (ne nutné rovinny) a na kazdy je-
ho vrchol chee babicka umistit néjakou ptisadu (kus syra,

zrnko kukufice, olivu, nebo néco jiného). Dostanete tento
graf (bez pfisad) a vasim tukolem bude zjistit, kolik nejméné
druhti pfisad je nutné pouzit, aby spolu zadné dvé stejné
ptisady nesousedily.

To je docela tézka tloha, a proto mate k dispozici i kouzel-
nou krabicku, které muzete dat libovolny graf a ona vam
fekne, jestli je nejmensi pocet piisad v tomto grafu sudy,
nebo lichy. Vyuzijte ji k tomu, abyste zjistili pocet prisad
na pizze, jejiz graf vam babicka da.

Vase feSeni bude hodnoceno primarné podle poctu volani
krabicky, sekundarné podle ¢asové slozitosti. Ta musi byt
polynomiélni, nemizete tedy naptiklad vyzkousSet vSechna
mozné rozmisténi ptisad (a krabicku viibec nepouzit).

Otesdnek Zdadnou takovou kouzelnou krabicku nemél, a
tak af se snaZil, jak se snaZil, na sprdvny pocet nemohl p¥i-
jit. Netusil totiz, Ze bez kouzelné krabicky se jednd o NP-
tezky problém. Tu se Otesanek dopdlil, zasklebil se na babic-
ku a povida: ,Jedl jsem, snedl jsem: pismenkovou polivku,
tvarohovy koldac, pecen chleba, mdmu, tdtu, vyvarovnu pl-
nou lidi a tebe, babicko, tebe taky snim!“ A otevrel svou ve-
likanskou pusu. Babicka vsak byla rychld a sekla Otesdnka
motyckou do biicha. Otesanek spadl na zem a z bricha mu
vyskocili lidé z vijvarovny, dévecka s trakatem, tdta a mdma,
kterd si nesla pod pazi pecen chleba. Vsichni moc podékova-
li babicce za zdachranu a byli rddi, Ze vSechno nakonec dobre
dopadlo.

Zuzka Urbanova & Kldrka Tauchmanovd

31-5-6 Se-ri-al 0 bodu

Mili Géastnici, v dobé, kdy jsem pro KSP slibila na-

psat serial, jsem méla nerealistickd ocekavani o svém
volném case a predevsSim o Casové naroc¢nosti opravovani
tloh. (Nestalo se mi to poprvé, coz mi je obzvl4sté trap-
né.) Vzhledem k tomu vyjde péaty dil seridlu jiz jen jako
vyukovy text bez bodovanych tuloh. Vase feseni tfetiho a
¢tvrtého dilu opravim v nejblizsi mozné dobé. Omlouvim
se vam nejen za prutahy, ale také za prehnany optimismus
v pribéhu roku, ktery mé vedl k pocitu, ze »uz to brzy
udélam« a velmi nefunkéni komunikaci. Diky za pochope-
ni. Maria

Maria Matejka



Recepty z programatorské kucharky: Vyhledavaci stromy

V kuchafce prvni série jsme probrali zadkladni zptisoby ukla-
dani dat v pocitadi, tzv. datové struktury, a také ¢asto pou-
zivané programatorské techniky. Konkrétné jsme se naucili
udrzovat Cisla nebo jiné objekty v poli, ve spojovém sezna-
mu, v grafu nebo ve stromu. Ukazali jsme si rekurzi a jeji
vyuziti v backtrackingu (prostém zkouSeni vSech moznos-
ti). Déle jsme jiz nakoukli pod poklicku dalsim technikdm:
rozdél a panuj, dynamickému programovani, hladovym al-
goritmim a par dalsim.

Nyni se podivame podrobnéji na binarni vyhledavani, které
bylo rovnéz minule pfedstaveno, a pokusime se ho vylepsit,
abychom mohli pribézné ménit data, v nichz vyhledavame.
7Zda-li se vAm to na jednu kucharku malo, vézte, Ze problém
neni jednoduchy, ale zajimavy a TeSeni jsou navic v praxi
Casto pouzivana.

Nejprve vsak zopakujme binarni vyhledavani.

Binarni vyhledavani

Stejné jako minule mame obrovské pole setfidénych zazna-
mi, tfeba identifikacnich ¢isel studentd nejmenované uni-
verzity (zdznamy vSak nemusi byt isla, staci, kdyz jsou
navzajem porovnatelné). Nasim tkolem je najit zdznam z
v poli s N zaznamy x1 < 22 < ... < ZnN.

Pri pouziti binarniho vyhledavani neboli ptileni intervalu se
podivame na prostfedni zdznam x,, a porovhame s nim na-
Se z. Pokud z < z,,, vime, Ze se z nemiize vyskytovat ,na-
pravo“ od x,,, protoZe tam jsou vSechny zdznamy vétsi nez
Tm, & tim spiSe neZ z. Analogicky pokud z > x,,, nemuze se
z vyskytovat v prvni poloviné pole. V obou pfipadech nam
zbude jedna polovina a v ni budeme pokracovat stejnym
zpusobem. Tak budeme postupné ptlit interval, ve kterém
se z muZe nachazet, az budto z najdeme, nebo vyloudime
vSechny prvky, kde by mohlo byt.

Tento algoritmus miiZeme naprogramovat budto rekurziv-
né, nebo pomoci cyklu, v némz si budeme udrzovat interval
(I,7), ve kterém se hledany prvek jesté mlize nachdzet. My
si ukazeme pristup s cyklem:

def bin_najdi(z):

levy = 0

pravy = N

while levy <= pravy:
median = (levy+pravy)/2

# hledand hodnota je vlevo
if z < x[median]:

pravy = median - 1
# je vpravo
elif z > x[median]:

levy = median+1

# nas8li jsme pfimo hodnotu
else:

return median
# hledand hodnota nebyla nikde
return -1

Samoziejmé bychom pii vyhledavani zdznamu mohli byt
jesté chyttejsi. Vime-li tfeba, Ze ¢isla jsou z rozsahu 1 az
1000 a dostaneme ¢islo 900, muZeme se napied podivat do
deviti desetin pole misto do poloviny. Obecné se tedy sna-
zime odhadovat, kde bude zaznam v ramci pole podle jeho
hodnoty. Tomuto ptistupu se fika interpolacni vyhleddvani
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a v praméru je lepsi nez bindrni (primérnd éasova slozitost
je O(loglog N)), byt v nejhorsim p¥ipadé je linedrni.

Binarni vyhledavani je velmi rychlé, pokud mame moznost
si data predem setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu
programu pridavat a odebirat zaznamy, se zlou se potazeme.
Budto budeme mit zdznamy uloZené v poli a pak nezbyva
nez pii zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout“, coz
mize trvat az N krokt, anebo si je budeme udrzovat v né-
jakém seznamu, do kterého dokazeme pridavat v konstant-
nim Case, jenze pak pro zménu nebudeme pfi vyhledavani
schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:
Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vSemi moznymi cestami se miize
v nasem poli binarni vyhledavani ubirat. Na zac¢atku porov-
navame s prostfednim prvkem a podle vysledku se vydame
jednou ze dvou moZnych cest (nebo rovnou zjistime, zZe se
jedné o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy pfipad).
Na kazdé cesté nés zase ¢eka porovnani se stfedem prislus-
ného intervalu a to nas opét posle jednou ze dvou dalSich
cest atd. To si mizeme ptrehledné popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude od-
povidat celému poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému
budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici
prislusné prostfedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zna-
me tento strom, mizeme nas piilici algoritmus provadét pti-
mo podle stromu (ani k tomu nepotiebujeme vidét ptivodni
pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, po-
rovndme a podle vysledku se budto pfesuneme do levého,
nebo pravého podstromu, a tak dale. Kazdy priabéh algo-
ritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z korene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale v§imnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu
fungovalo, strom vitbec nemusel vzniknout ptilenim interva-
lu — stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, Ze vSsechny hodno-
ty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak
hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli
by také popisovaly nasledujici stromy (napf.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromt samoziejmé uz ne-
musi mit péknou logaritmickou slozitost (kdybychom hleda-
li podle ,, degenerovaného® stromu z pravého obrazku, trvalo
by to dokonce linearné). Dtlezité ale je, Ze takovéto stromy
se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pri trose Sikov-
nosti mizeme udrzet dostateéné podobné idealnimu ptleni
intervalu. Pak bude hloubka stromu stale O(log N), tim péa-
dem i Casova slozitost hledani, a jak za chvilku uvidime, i
mnohych dalsich operaci.



Definice

Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme pravé vy-
mysleli:

Binarni vyhleddvaci strom (podomécku BVS) je bud prézd-
na mnozina, nebo koren obsahujici jednu hodnotu a majici
dva podstromy (levy a pravy). Tyto podstromy jsou opét
BVS, ovsem takové, Zze vSechny hodnoty uloZené v levém
podstromu jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak
mensi nez vsechny hodnoty ulozené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy
podstrom, pak kofenim téchto podstromi (pokud nejsou
prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu z a na-
opak vrcholu x budeme fikat otec téchto synt. Pokud je
néktery z podstromt prazdny, pak vrchol z pfislusného sy-
na nemad. Vrcholu, ktery nemé zadné syny, budeme fikat
list vyhledavaciho stromu. VSimnéte si, ze pokud x ma jen
jediného syna, musime stale rozliSovat, je-li to syn levy,
nebo pravy, protoze potfebujeme udrZzet spravné uspora-
dani hodnot. Také si vS§imnéte, ze pokud zname syny kaz-
dého vrcholu, miizeme jiz rekonstruovat vSechny podstro-
my.

Kazdy BVS také mtzeme popsat velmi jednoduchou struk-
turou v pameéti:

struct vrchol {
struct vrchol *levy, *pravy; // synové
int x; // hodnota ve vrcholu

};

Pokud néktery ze synd neexistuje, zapiSeme do prislusné
polozky hodnotu NULL.

Hledani

V fe¢i BVS muzeme preformulovat nas vyhledavaci algorit-
mus takto:

# Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
# ve kterém se hodnota nachazi, nebo None, kdyz
# ve stromu neni.
def strom_najdi(vrchol, x):
while (v != None) and (vrchol.x != x):
if x < vrchol.x:

vrchol = vrchol.levy
else:
vrchol = vrchol.pravy

return vrchol

Funkce strom najdi bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je
hloubka stromu, protoze zacina v koteni a v kazdém pri-
chodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Vkladani

Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz
bychom se ted starali o to, zda tim strom nemtize degene-
rovat)? Staéi zkusit hodnotu najit, a pokud tam jesté neby-
la, urcité pri hledani narazime na odbocku, ktera je NULL.
A presné na toto misto pfipojime nové vytvofeny vrchol,
aby byl spravné uspofadan vzhledem k ostatnim vrcholim
(Zze tomu tak je, plyne z toho, ze pfi hledéni jsme postup-
né vyloudili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota byt
nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si uka-
zeme rekurzivni zachazeni se stromy:

# Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni,
# vrati novy kofen

def strom_vloz(vrchol, x):
# prazdny strom
if vrchol is None:
# zalozZzime novy koten
vrchol = Vrchol()
vrchol.levy = None
vrchol.pravy = None
vrchol.x = x
elif x < vrchol.x
# vkladame vlevo
vrchol.levy = strom_vloz(vrchol.levy, x)
elif x > vrchol.x:
# vkladame vpravo
vrchol.pravy = strom_vloz(vrchol.pravy, x)
return vrchol

Mazani

Mazani bude o kousi¢ek pracnéjsi, musime totiz rozlisit tii
ptipady: Pokud je mazany vrchol list, sta¢i ho vyménit za
NULL. Pokud ma pravé jednoho syna, staci nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna pfepojit k otci v. Ale pokud
ma syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstro-
mu (tu najdeme tak, ze ptijdeme jednou doleva a pak porad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcho-
lu a v levém podstromu ji pak smaZeme (coZ uz umime,
protoze ma 1 nebo 0 syni). Program nésleduje:

def strom_vymaz(vrchol, x):
if vrchol is None:
# prazdny strom
return vrchol
elif x < vrchol.x:
# hledame x
vrchol.levy = strom_vymaz(vrchol.levy, x)
elif x > vrchol.x:
vrchol.pravy = strom_vymaz(vrchol.pravy, x)
else:
# nasli jsme x, jaké mad syny?

if (vrchol.levy is None) and (vrchol.pravy is None

return None
elif vrchol.levy is None:
# md jen pravého syna
return vrchol.pravy
elif vrchol.pravy is Nonme:
# ma jen levého syna
return vrchol.levy
else:
# m& oba syny
w = vrchol.levy
while not w.pravy is None:
W = W.pravy
vrchol.x # prohazujeme
# maZeme pivodni max(L)
vrchol.levy=strom_vymaz(vrchol.levy, w.x)
return v

W.X

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime ptridavat
nebo z néj odebirat prvky, dopadne to takto:
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Jak vkladani, tak mazani opét budou trvat O(h), kde h
je hloubka stromu. Ale pozor, jejich pouzivanim muze h
nekontrolovatelné rist (v zavislosti na po¢tu prvki ve stro-
mu).

Cviceni

e Zkuste najit néjaky priklad, kdy h dosahne az N — pfi po-
stupném budovani stromu operacemi vkladani i pfi ma-
zani ze stromu hloubky O(log N).

Prochazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSsechny hodnoty ve stromu vypsat,
staél strom rekurzivné projit a sama definice uspofadani
hodnot ve stromu nam zajisti, ze hodnoty vypiSeme ve vze-
stupném poradi: nejdiive levy podstrom, pak kofen a pak
podstrom pravy. Casova sloZitost je, jak se snadno nahléd-
ne, linearni, protoze stravime konstantni ¢as vypisovanim
kazdého prvku a prvku je pravé N. Program bude opét
primocary:

def strom_ukaz(vrchol):
if vrchol is None:
return
print("({PO{F{P) " . format (
strom_ukaz(vrchol.levy),
vrchol.x,
strom_ukaz(vrchol.pravy)

))

Vyvazené stromy

S bindrnimi stromy lze délat vselijaké kouzla a prakticky
vSechny stromové algoritmy maji spolecné to, Ze jejich ca-
sové slozitost je linedrni v hloubce stromu. (Pravda, pravé
ten posledni je vyjimka, le¢ vSechny prvky rychleji nez li-
nedrné s N opravdu nevypiSeme.)

Jenze jak jsme vid€li, neopatrnym insertovanim a deletova-
nim prvki mohou snadno vznikat vselijaké degenerované
stromy, které maji linedrni hloubku. Abychom tomu za-
bréanili, musime stromy vyvaZovat. To znamend definovat
si néjaké sikovné omezeni na tvar stromu, aby hloubka by-
la vzdy O(log N). Moznosti je mnoho, my uvedeme jen ty

vz

nejdulezitéjsi:

Dokonale vyvdzZeny budeme fikat takovému stromu, ve kte-
rém pro kazdy vrchol plati, ze pocet vrcholt v jeho levém a
pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku. Takové stro-
my kopiruji déleni na poloviny pfi bindrnim vyhledavani,
a proto maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im se
lisi, je, ze mohou zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas
ptlici algoritmus zaokrouhloval polovinu vzdy dolu, takze
levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez pravy.

Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci piliciho algo-
ritmu da dokonale vyvazeny BVS v linedrnim c¢ase vytvorit
ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a Deletu neda
v logaritmickém case strom znovu vyvazit.

AVL stromy

Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vy-
zadovat, aby se u kazdého vrcholu lisily o jednicku nikoliv
velikosti podstromt, nybrz pouze jejich hloubky. Takovym
stromum se fikd AVL stromy a mohou vypadat tfeba takto:

Ao

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale
jak je vidét na predchozim obrazku, opacné to platit nemu-
si. To, ze hloubka AVL stromi je také logaritmicka, proto
neni Gplné zfejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech mé hloubku O(log N).

Diikaz: Oznacme Ay nejmensi mozny pocet vrchold, ja-

ky muaze byt v AVL stromu hloubky d. Snadno zjistime,
7e Ay =1, Ay =2, A3 = 4 a Ay = 7 (ptislusné minim4l-
ni stromy najdete na predchozim obrézku). Navic plati, Ze
Ag = 1+ Ag_1 + Ag_o, protoze kazdy minimdalni strom
hloubky d musi mit kofen a 2 podstromy, které budou opét
minimélni, protoze jinak bychom je mohli vyménit za mini-
malni a tim snizit pocet vrcholi celého stromu. Navic ale-
spofi jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze
jinak by hloubka celého stromu nebyla d) a druhy hloubku
d—2 (podle definice AVL stromu mtize mit d—1 nebo d—2,
ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrcholit).

Spocitat, kolik pfesné je Ay, neni tplné snadné. Nam vSak
postacéi dokazat, ze Ag > 2%/2. To provedeme indukci: Pro
d < 4 to plyne z ru¢né spocitanych hodnot. Pro d > 4 je
Ad — 1+Ad71+Ad72 > 2(d—1)/2_~_2(d—2)/2 — 2d/2.(2—1/2+
271) > 24/2 (soucet é&isel v zavorce je ~ 1.207).

Jakmile uz vime, ze Ay roste s d alespon exponencialné,
tedy ze 3¢ : Ag > c?, dikaz je u konce: Mame-li AVL
strom T na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu 7" mize byt maximéalné d, protoze
jinak by T musel mit alesponi A4y1 vrcholi, ale to je vice
nez N. A jelikoz A, rostou exponencidlng, je d < log, N,
¢ilid = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak
provadét Insert a Delete tak, aby strom zistal vyvazeny.
Nemtizeme si totiz dovolit strukturu stromu meénit libovol-
né — stale musime dodrzovat spravné uspotradani hodnot.
K tomu se nam bude hodit zavést si néjakou mnozinu ope-
raci, o kterych dokazeme, Ze jsou korektni, a pak strukturu
stromu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou to
rotace a dvojrotace.



Rotace

Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého podstromu)
nazveme jeho ,piekofenéni za nékterého ze synt kofene.
Misto forméalni definice ukazme radéji obrazek (trojihelnik
zastupuje podstrom, ktery mize byt v nékterych pripadech
i prazdny):

e

Strom jsme pfekofenili za vrchol y a pfepojili jednotlivé
podstromy tak, aby byly vzhledem k x a y opét uspora-
dané spravné (vSimnéte si, Ze je jen jediny zpusob, jak to
udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otocilo“ po sméru
hodinovych rucicek, fika se takové operaci rotace doprava.
Inverzni operaci (tj. pfekofenéni za pravého syna kofene) se
tika rotace doleva a na nasem obrazku odpovida pfechodu
zprava doleva.

Dvojrotace

Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyZz provedeme dvé
rotace nad sebou lisici se smérem (tj. jednu levou a jed-
nu pravou nebo opa¢né). Tomu se ¥k dvojrotace a jejim
vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka kofene pii-
pojeného ,cikcak®“. Radéji opét predvedeme na obrazku:

Znaménka

Pri vyvazovani se ndm bude hodit pamatovat si u kazdého
vrcholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho podstromt. To-
mu budeme Fikat znaménko vrcholu a bude budto 0, jsou-li
oba stejné hluboké, — pro levy podstrom hlubsi, nebo +
pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka, respektive
vrcholy se znaménky znacit ®, © a ®.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a
pravou stranu), znaménka se zméni na opatnd (® a © se
prohodi, ® ztstane). Toho budeme ¢asto vyuzivat a ze dvou
zrcadloveé symetrickych situaci popiseme jenom jednu s tim,
ze druhé se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcho-
lu. To mtZeme zafidit budto tak, Ze si do zdznamu popi-
sujicich vrcholy stromu pridame jesté ukazatele na otce a
budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, anebo
vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli néku-
dy pfijit z kofene, a celou cestu z kofene si zapamatujeme
v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz
s chuti do toho.

VyvaZovani po Insertu

Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popisovali u obec-
nych vyhledavacich stromt, pfibyde nam ve stromu list. Po-
kud se tim AVL vyvazenost neporusila, sta¢i pouze opravit
znaménka na cesté z nového listu do kofene (vSude jinde
zustala zachovana). Paklize porusila, musime s tim néco
provést, konkrétné ji Sikovné zvolenymi rotacemi opravit.
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PopiSeme algoritmus, ktery bude postupovat od listu ke ko-
feni a vSe potiebné zafidi.

Nejprve pridani listu samotné:

T B

Pokud jsme pfidali list (bez Gjmy na obecnosti levy, ji-
nak vyfesime zrcadlové) vrcholu se znaménkem ©, zménime
znaménko na © a posleme o patro vys informaci o tom, ze
hloubka podstromu se zvysila (to budeme znaéit Sipkou).
Pridali-li jsme list k &, zméni se na ® a hloubka podstro-
mu se neméni, takze mizeme skoncit.

Nyni rozebereme piipady, které mohou nastat na vyssich
hladinach, kdyz ndm z néjakého podstromu pfijde Sipka.
Opét budeme predpokladat, Ze ptisla zleva; pokud zprava,
vyfesime zrcadlové. Pokud prisla do ® nebo @, oSetiime to
stejné jako pfi pridani listu:

i feh

Pokud ale vrchol x méa znaménko ©, nastanou potize: levy
podstrom ma ted hloubku o 2 vyssi nez pravy, takze musime
rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je znaménko
vrcholu y pod Sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést.
Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to do-
padne s hloubkami, jsme prikreslili do obrazku — pokud si
hloubku podstromu A oznacime jako h, B musi mit hloub-
ku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout,
Ze v x jsme jeSté © nepfepoditali (vede tam pieci Sipka),
takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom o 2 hladiny hlub-
§i nez pravy (ptvodni hloubky jsme na obrazku naznaéili
[v zavorkach]). Po zrotovani vyjdou u = i y znaménka © a
celkova hloubka se nezméni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvoj-
rotaci. (NemiZe se ndm stat, Ze by z neexistovalo, protoze
jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete na obréz-
ku. Jelikoz z muze mit libovolné znaménko, jsou hloubky
podstromi B a C' budto h, nebo h — 1, coz znaéime h~.
Podle toho pak vyjdou znaménka vrcholtt x a y po rotaci.



Kazdopadné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova hloubka se
neméni, takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyfesime velmi
snadno: vSimneme si, Ze nemiiZe nastat. Kdykoliv totiz po-
sildme $ipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni otdzka: jak
to, Ze @ muZze nastat?)

popsat par obrazky. Nejdiive opét rozebereme zékladni si-
tuace: odebirdme list (bez (jmy na obecnosti (BUNO) levy)
nebo vnitini vrchol s jedingm synem (tehdy ale musi byt
jeho jediny syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

P

Sipkou dolii zna¢ime, Ze o patro vys posildme informaci
o tom, Ze se hloubka podstromu snizila o 1. Pokud Sipku
dostane vrchol typu © nebo ®, vyfesime to snadno:

b feok

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy sipku do-
stane @. Tehdy se musime podivat na znaménko opacného
syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, Ze opa¢ny syn
ma @:

[h+ 3] +

[h+1 + h+2
"o\ o\

h h+1

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova
hloubka stromu se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat
Sipku o patro vys.

Pokud by y byl ®:

h+1 h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze cel-
kova hloubka se nezménila.

Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, Zze by y byl &:

V tomto piipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje,
jelikoz y je typu &), vrcholy x a y obdrzi znaménka v za-
vislosti na pivodnim znaménku vrcholu z a cely strom se
snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end

Jak pii Insertu, tak pii Deletu se ndm podafilo strom upra-
vit tak, aby byl opét AVL stromem, a trvalo ndm to linedrné
s hloubkou stromu (kondme konstantni praci na kazdé hla-
ding), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete samotny. Jenze
0o AVL stromech jsme jiz dokazali, ze maji hloubku vzdy
logaritmickou, takze jak hledani, tak Insert a Delete zvlad-
neme v logaritmickém ¢ase (vzhledem k aktudlnimu poétu
prvka ve stromu,).

Dalsi typy stromm

AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpusob, jak zavést
stromovou datovou strukturu s logaritmicky rychlymi ope-
racemi. Jaké jsou dalsi?

2-3-stromy nemaji v jednom vrcholu uloZenu jednu hod-
notu, nybrz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo 3,
odtud nézev). Pfiddme navic pravidlo, Ze v8echny listy jsou
na téze hladiné. Hloubka vyjde logaritmicka, vyvazovani fe-
$ime pomoci spojovani a rozdélovani vrcholu.

Cerveno-cerné stromy si misto znamének vrcholy barvi.
Kazdy je budto ¢erveny nebo éerny a plati, Ze nikdy nejsou
dva cervené vrcholy pod sebou a Ze na kazdé cesté z kote-
ne do listu je stejny pocet ¢ernych vrchola. Hloubka je pak
znovu logaritmicka.

Po Insertu a Deletu barvy opravujeme rotovanim a prebar-
vovanim na cesté do kofene, jen je potreba rozebrat pod-
statné vice pfipadd neZ u AVL stromt. (Za to jsme ale
odménéni tim, Ze nikdy nedélame vice nez 2 rotace.) Po-
Cet pripadu k rozebrani lze omezit zpfisnénim podminek
na umisténi ¢ervenych vrcholi — dvéma riznym takovym
zpiisnénim se Fikd AA-stromy a left-leaning cerveno-céerné
stromy.

Interpretujeme-li Cervené vrcholy jako rozsifeni otcovského
vrcholu o dalsi hodnoty, pochopime, Ze jsou cCerveno-cerné
stromy jen jinym zptsobem zaznamu 2-4-stromi. Pro¢ se
takovy krypticky preklad déla? S tfemi potomky vrcholu a
dvéma hodnotami se pracuje nesikovné.

V pripadé splay stromi nezavadime zadnou vyvazovaci pod-
minku, nybrz definujeme, Ze kdykoliv pracujeme s néjakym
vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do korene, a pokud to jde,
preferujeme dvojrotace. Takové operaci se fika Splay a daji
se pomoci ni definovat operace ostatni: Find hodnotu najde
a poté na ni zavola Splay. Insert si nechd vysplayovat pred-
chtidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi predchidce
a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak
uvnitf pravého podstromu vysplayuje minimum, takze bude
mit jen jednoho syna a muZzeme jim tedy nahradit mazany
prvek v kofeni.



Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné
dlouho, ale d& se o nich dokazat, ze jejich amortizovand
slozitost je vzdy O(log N). Tim chceme ¥ici, Ze provést ¢ po
sobé jdoucich operaci za¢inajicich prazdnym stromem trva
O(t - log N) (nékteré operace mohou byt pomalejsi, ale to
je vykoupeno véts{ rychlosti jinych).

To u vétsiny pouziti staci — datovou strukturu obvykle pou-
zivame uvnitt néjakého algoritmu a zajima nés, jak dlouho
bézi vsechny operace dohromady — a navic je Splay stromy
daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované stro-
my. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlastnosti: pfi-
zpusobuji svilj tvar ¢etnostem hledani, takze casto hledané
prvky jsou pak bliz ke kofeni, snadno se daji rozdélovat
a spojovat, atd.

Treapy jsou randomizované vyvazované stromy: néco mezi
stromem (tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfitadime
vdhu, coz je ndhodné ¢islo z intervalu (0, 1). Strom pak udr-
zujeme usporadany stromové podle hodnot a haldové podle
vah (vSimnéte si, Ze tim je jeho tvar uréen jednoznacné,
pokud tedy jsou vSechny vahy navzijem rtizné, coz skoro
jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové uspofadéani vel-
mi jednoduse pomoci rotaci. Casové sloZitost v primérném
pripadé je O(log N).

BB-« stromy nabizi zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym
smeérem: zvolime si vhodné ¢islo a a vyzadujeme, aby se ve-
likost podstromu kazdého vrcholu lisila maximalné a-krat
(prézdné podstromy néjak oSetfime, abychom nedélili nu-
lou; dokonalé vyvéaZzenost odpovidd o = 1 (aZ na zaokrouh-
lovani)). V kazdém vrcholu si budeme pamatovat, kolik vr-
cholti obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a
Deletu prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene
a zkontrolujeme, jestli je strom jesté stale a-vyvazeny.

Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém se velikos-
ti podstromu prilis lisi, a vSe od tohoto mista doli zno-
vu vytvofime algoritmem na vyrobu dokonale vyvazenych
stromti. Ten, pravda, bézi v linearnim case, ale ¢im vétsi
podstrom pifebudovivame, tim to délame méné casto, tak-
7e vyjde opét amortizované O(log N) na operaci.

Cviceni

e Jak konstruovat dokonale vyvazené stromy?

e Jak pomoci toho naprogramovat BB-a stromy?

e Najdéte algoritmus, ktery k prvku v obecném vyhledava-
cim stromu najde jeho naslednika, coz je prvek s nejblizsi
vyssi hodnotou (zde pfedpokladejte, Ze ke kazdému prv-
ku mate ulozeny ukazatel na jeho otce).

e Jak vypsat cely strom tak, ze za¢nete v minimu a budete
postupné hledat nésledniky? (I kdyZ nalezeni néslednika
muze trvat az O(h), vSimnéte si, Ze projiti celého stromu
pfes nésledniky bude linedrni.)

e Jak do vrchold stromu ukladat rtizné pomocné informace,
jako tfeba pocet vrcholid v podstromu kazdého vrcholu, a
jak tyto informace pfi operacich se stromem (pfi Insertu,
Deletu, rotaci) udrzovat?

e UkaZte, Ze lze libovolny interval {(a, b) rozlozit na logarit-
micky mnoho intervali odpovidajicich podstromim vy-
vazeného stromu.

e Ukazte, ze zkombinovanim predchozich dvou cviceni lze
odpovidat i na otazky typu ,kolik si strom pamatuje hod-
not ze zadaného intervalu“ v logaritmickém case ...

Poznamky

e Predstavte si, Ze budujete binarni vyhledavaci strom po-
moci vkladani prvka v ndhodném poradi. Obecné nemusi
byt vyvazeny, ale v priméru v ném bude mozné vyhleda-
vat v éase O(log N). Zadny div: Stromy, které nam vznik-
nou, odpovidaji pfesné moznym priabéhim QuickSortu,
ktery ma pramérnou ¢asovou slozitost O(N log N).

e Pokud bychom pripustili, ze se mohou vyskytnout dva
stejné zaznamy, budou stromy stale fungovat, jen si musi-
me dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno pri operacich
se stromem miize nastat.

e Jakpak ptisly AVL stromy ke svému jménu? Podle Adel-
sona-Velského a Landise, ktefi je vynalezli.

® Rekurenci Ay =14+ A3 1+ Ag2, A1 =1, As = 2 pro
velikosti minimélnich AVL stromt je samozfejmé mozné
vyfesit i presné. Zadné prekvapeni se nekond, objevi se
totiz stard znama Fibonacciho &isla: A,, = Fj, 19 — 1.
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