Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

33. rocnik

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vdm podzimni vydani KSP-H aneb druhé série hlavni kategorie 33. ro¢niku KSP.

Podobné jako v prvni tak i v této sérii naleznete 4 normalni tlohy, bonusovou tlohu a pak také
pokracovani serialu o pocitacové grafice. Vsechny dily seridlu muzete odevzdavat v prubéhu celého
roku, takze viibec nevadi, Ze jste tfeba prvni dil nestihli. Detaily naleznete u zadani seridlu. Pfipo-
mindme, Ze oproti loniskému ro¢niku se do vysledkové listiny zapocitavaji vechny tdlohy a body se

jiZz nepfepocitavaji podle poctu vyresenych sérii.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za tispéiné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym Fesitelem
se stava ten, kdo ziskd za cely roénik (této kategorie) alespont 50 % bodi. Za letos$ni rok ptjde
ziskat maximalné 300 bodu, takze hranice pro tspésné fesitele je 150. Maturanti pozor, pokud
chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté série, patd uz bude moc pozdé.
Také kazdému fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bodti, darujeme KSP

propisku, blok, placku a mozné i dalsi prekvapeni.

Termin série: 13. prosince 2020 ve 32:00

KSP

Listopad 2020

Odevzdavani:

Pies web na adrese |hittps: //ksp.mff.cuni.cz/submit/|

Znacky uloh

: @ Lehéi tloha (¢i jeji ¢ast) vhodnd pro zac¢atedniky

Prakticka open-data tloha

@ Uloha, u které doporu¢ujeme zaéist se do kuchaiky Q Seridlova uloha

Odmeéna série: Kazdému, kdo vyfesi 4 tlohy alespoil na polovinu bodtl, posleme sladkou odménu.

Druha série tricatého tretiho roéniku KSP

Letos nebudou mit ulohy Zadny velky spojujict pribéh, na
ktery jste mohli byt zvykli z minulych let. Namisto toho bu-
dou mit jednotlivé ulohy své vlastni malé pribehy. Snad se
vdm budou libit :)

9 bodu

33-2-1 Ostrovni kralovstvi

Za devatero horami, sedmero mofti a tfemi informatiky
é’ na odvazné vypraveé se rozklada malé ostrovni kréalov-
stvi. I kdyz je malé co do rozlohy, tak rozhodné neni malé
co do poctu ostrovi. Ostrovi je dokonce tolik, ze v kra-
lovském archivu ani pofadné nevi, kolik jich je. Krale by
nyni zajimalo, z kolika obydlenych ostrovii (s alesponi jed-
nim méstem) se jeho FiSe sklada. Ale pocet mést ani cest
nikdo nezaznamenéval.

Jedinou zachranou by mohlo byt kralovské ministerstvo
cest, které si drzi podrobny pfehled o vSech cestach, o kte-
ré se musi starat. Na kazdém ostrové se nachéazi nékolik
mést (vzdy minimélné jedno, mensi ostrovy bez mésta nés
ted nezajimaji), kazdé z mést ma své unikdtni sekvenéni
¢islo. Mésta na jednom ostrové jsou spojena cestami, které
jsou také sekvenéné oéislované (¢islujeme od nuly dal, Zadna
cesta ani za&dné mésto jesté v historii kralovstvi nezanikly,
takze v ¢islovani nejsou zadné ,diry“).

Vzdy plati, ze ze vSech mést na jednom ostrové se da po
cestach dostat do vSech dalsich mést na tom stejném ost-
rové, ale na jiny ostrov je potfeba vzdy dojet lodi (zkratka
mezi ostrovy zadné cesta nevede, v kralovstvi nevéri v exis-
tenci mostt). Navic na zddném ostrové cesty netvori cyklus
(ministerstvo cest nebuduje zbyteéné cesty a na existenci
kruhovych objezdt v kralovstvi nevéri).

Na vas dopadl kol spocitat pocet ostrovii. Jediné dva ty-
py dotazi, které mtizete pokladat archivaitim ministerstva
cest, jsou:

® Mezi jakymi mésty vede cesta s ¢islem z7“ — dostanete
jako odpovéd dvé ¢isla mést spojenych cestou z, piipadné
informaci, Ze cesta x neexistuje.

e D4 se z mésta x dostat po sousi do mésta y?7“ — dostane-
te odpovéd ANO nebo NE (pfipadné informaci, Ze nékteré
z mést x nebo y neexistuje).

Vyhled4vani v archivu ministerstva cest je ale naroc¢né.!

Proto byste méli vymyslet postup, jak ziskat pocet obydle-
nych ostrovil na co nejméné dotazt do archivu.

33-2-2 Hasiéské stanice 11 bodu

V pravé postaveném mésté inzenyii zjistili, Zze zapomnéli
na jednu dulezitou véc. Ve mésté totiz nepostavili zidnou
hasic¢skou stanici. Z vyhlasky EU vsak neni dovoleno bydlet
v budovéch, které nejsou chranéné alespon jednou hasi¢skou
stanici. Pomozte jim vymyslet, jak nejlépe stanice rozmistit.

Meésto si muzeme predstavit jako obdélnik N x M budov.
U kazdé budovy je dan maximélni pocet lidi, ktefi zde mo-
hou bydlet.

Kazdou budovu je mozné prestavét na hasi¢skou stanici.
Kdyz se to stane, tak v dané budové jiZz nebudou moct
bydlet zadni lidé. Tato stanice pak bude chranit vSechny
budovy, které lez{ ve stejném Fadku nebo sloupci (hasi¢skd
auta jsou moc velika, a tedy nezvladnou zatacet, aby dojela
k budové za rohem).

Uz jsme se zminovali, Ze mimo mosti a kruhovijch objezdi nevéii v tomto krdlovstvi ani na papir? Zdiznamy jsou vytesdny

na masivnich mramorovych deskdch. . .
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https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Vasim tkolem je vymyslet algoritmus, ktery dostane zada-
nou mapu mésta a upravi ho pfidanim hasi¢skych stanic
tak, aby byl pocet lidi, ktefi v ném mohou Zit, co nejvyssi.
Lidé mohou bydlet pouze v budovach chranénych alespon
jednou hasic¢skou stanici a nemohou bydlet na hasic¢skych
stanicich.

12 bodu

33-2-3 Bludisté s turrety
Tajny agent Hrochbond uvizl v komplikovaném bludis-
W1l ti postaveném doktorem Zlounem. Bludisté je tvoreno
pravotuhlymi policky, na kterych je bud prazdné misto, zed,
nebo turret stiilejici rakety jednim ze ¢tyt sméra. Agentovi
Hrochbondovi se povedlo ziskat mapu bludisté a dokonce
i intervaly, ve kterych jednotlivé turrety stfileji, a potiebo-
val by najit nejrychlejsi cestu k vychodu.

Kazdy turret stf¥ili pouze jednim smérem a to v pravidel-
nych intervalech. V case nula vsechny turrety vystreli ra-
ketu (objevi na sousednim poli¢ku turretu ve sméru jeho
stielby) a rakety postupné leti rychlosti jednoho policka
za, sekundu v pfimém sméru, dokud nenarazi na pevnou
prekazku (zed, turret nebo Hrochbonda). Turret s interva-
lem K pak vystfeli dalsi raketu za K sekund (tedy turret
s intervalem K vystfeli raketu v ¢asech 0, K, 2K, ...).

Rakety jsou malé, takze pokud se potkaji dvé rakety na
stejném policku, tak se vyhnou a obé leti dal v ptivodnim
sméru. Policko turretu se pocitéd jako zed jak pro Hrochbon-
da, tak pro rakety.

Hrochbond se zvladne premistit na ved-
lejsi policko také za jednu sekundu, takze
cely prichod bludistém probihé v jedno-
sekundovych kolech. Hrochbond se vSak
nesmi vyskytnout na stejném policku, na
kterém se vyskytuje raketa (vybuchl by,
k radosti doktora Zlouna), nebo na po-
licku, které raketa pravé opustila (rake-
ta mé za sebou ohnivy plamen, ktery by
z Hrochbonda udélal v mziku well-done steak), a to i pokud
raketa ihned po opusténi poli¢ka narazi do zdi.

Hrochbond miize vykonat kazdé kolo jednu z péti néasledu-
jicich akci:

e L: posunout se o policko doleva

® P: posunout se o policko doprava

® N: posunout se o policko nahoru

e D: posunout se o policko dolt

e —: zustat stidt na misté bez pohybu

Je mozné vstoupit jen na volna policka a na policko cile,
zdmi a turrety prochéazet nelze.

Naleznéte pro zadanou mapu na vstupu nejrychlejsi cestu
(co do poc¢tu kol) vedouci ze startu do cile bez toho, aniz
by se Hrochbond béhem cesty dostal na policko, na kterém
se nachézi raketa nebo se v minulém kole nachazela.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku dostanete t¥i ¢isla— R a S
udévajici pocet fadki a sloupctt mapy (pozice [0, 0] je vlevo
nahote) a ¢islo T' udévajici pocet turret. Bude nésledovat
R fadkt po S znacich popisujici bludisté: . (tecka) znaci
volné policko, # zed, T turret, S startovni pozici Hrochbonda
a C cilové policko.

Na nasledujicich T" fadcich pak dostanete popis jednotli-
vych turrett. Kazdy radek bude obsahovat pozici turretu
(fadek a sloupec, indexujeme od nuly), natoceni turretu,
ve kterém stiili rakety (jedno z pismen LPND), a interval ve
kterém rakety st¥ili (interval bude mezi ¢isly 1 az 6 véetne).

Formdt vystupu: Na prvni fadek vystupu vypiste délku va-
mi nalezené nejkratsi cesty D a na druhy fadek pak bez
mezer D znakd udévajicich jednotlivé Hrochbondovy kro-
ky. Slibujeme, Ze cesta ze startu do cile vzdy existuje.

Ukdzkovy vstup:
6 5 2
S....
#T. ..
R
#.#..
CHEL
C

Ukdzkovy vystup:
12
—--PPPDDDDDLL

I

11 3
240L 4

13 bodu

33-2-4 Oprava sateliti

Na vesmirné stanici se kvili narazu s asteroidem po-
1l michaly satelity a je potfeba je srovnat. V extrémnich
podminkéach, které panuji na této planeté, vsak nema zad-
ny astronaut Sanci prezit — proto je potfeba naprogramovat
robota, ktery zavadu opravi autonomné.

Satelity si lze pfedstavit jako orientovany
graf, kde z kazdého satelitu (vrcholu) ve-
de jeden vystupni kabel (hrana). Na za-
¢atku robotovy prace tvofi satelity ,te-
téz“ se specidlnimi satelity Z na zacatku
a C na konci.

Robot zacind svoji praci na satelitu Z, mulze svoji praci
ukoncit kdekoliv a ma k dispozici tyto ¢tyfi typy prikazi:

¢ Dopredu: robot prejde pres vystupni kabel k dalsimu
satelitu.

e Polozit X: robot polozi na aktudlni satelit znacku X (mé
k dispozici 52 znacek znadenych pismeny a-z nebo A-Z);
polozeni znacky podruhé ji pfesune na nové misto.

¢ Teleportovat na X: robot se teleportuje na znacku X.

e Nastavit na X: robot nastavi (pfepoji) vystupni ka-
bel aktualniho satelitu na satelit s poloZenou znackou X.
Tento prikaz nelze provést na satelitu C.

Aby zacala komunikace se Zemi opét fungovat, tak je po-
tfeba pro robota pripravit sérii pfikazu, které po K-ticich
satelity otoél pozpétku (vyjma krajnich satelitd Z a C, kte-
ré zUstavajl na misté). Napiiklad pro K = 2 se mé provést
nasledujici:

Z—=-1-2233-24=-C

4

Z—2—-1—-4—-3—->C

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupu bude pocet sateli-
ti N (bez startovniho a koncového) a velikost K-tic sateli-
ti k otdceni. Slibujeme, ze K déli N (tj. nikde neztistanou
prebyteéné satelity). V prvnim testu je K = 2, ve vSech
ostatnich je K > 3.



Formdt vystupu: Posloupnost prikazi, kterd kazdou soused-
ni K-tici satelitti prohodi. Pfikazy maji tento tvar:

e D: dopfedu

® P <Z>: polozit znacku <Z>

e T <Z>: teleportovat se na znacku <Z>

® N <Z>: nastavit kabel na znacku <Z>

Velikost programu pro robota muze byt nejvyse 50 MB (na-
Se vzorova FeSeni davaji nejvyse malé jednotky MB).

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

2 2 P A
D
PB
D
PC
D
Znazornéni: PD
Z->1->2->¢C TC
———————————————— N B
Z->1->2->¢C T B
A B C D N D
———————————————— T A
Z->2->1->¢C N C

Body za posledni dva testy se odviji od toho, kolik rtiznych
znacek robot na satelity polozi — plné body lze ziskat pou-
ze za TeSeni vyuzivajici nejvyse tii znacky. Za pouziti vice
znacek také néjaké body dostanete.

Na webu jsme piipravili simulator,? ve kterém si feSeni mii-
zete otestovat. Po zadani instrukci simuluje robottv pohyb
po satelitech a v pfipadé chyb zobrazuje také dodatecné
informace, které by se mohly hodit p¥i feseni tlohy.

10 bodu

33-2-X1 Zavody formuli

Toto je bonusovd uloha pro zkusenéjsi resitele, teéZsi
@ neZ ostatni ulohy v této sérii. Neziskdte za ni klasic-
ké body, nybrz dobry pocit, Ze jste zdolali néco vyjimecného.
Kromé toho za sprdvné teseni dostanete specidlni odménu
a body se vam zapocitaji do samostatnych vysledki KSP-X.

Pocitat se da nejen klasickymi algoritmy, ale t¥eba i pomoci
logickych (booleovskych) formuli a obvodt. Pojdme se nad
nimi zamyslet.

Formule

Nejprve definujeme formuli. To je vyraz, ve kterém jsou lo-
gické proménné (budeme znadit fetézci pismen a ¢islic) po-
spojované logickymi spojkami. Pro nase ucely budou stacit
spojky A (AND, konjunkce), V (OR, disjunkce) a — (NOT,
negace). Formule mize napiiklad vypadat takto:

(@A) V (mz Ay).

Kdyz chceme formuli ,spustit”, dosadime za proménné lo-
gické hodnoty 0 (nepravda) nebo 1 (pravda). Vystupem
formule pak je jediny bit, opét 0 nebo 1. VyzkousSejte si, ze
nase ukézkova formule dostane x a y a spocitd jejich XOR.

Nevyhodou formuli je, Zze ,nemaji proménné“. Pokud chce-
me néjaky mezivysledek pouzit vickrat na riznych mistech,
nezbyva nez zmacknout pomyslné copy € paste a vypocet
mezivysledku zkopirovat. Pokud tento mezivysledek zavisi
na jiném mezivysledku a tak dale, mtuze formule exponen-
cidlné nartist. Proto budeme radéji pracovat s obvody.

2 https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/33/satelity/|

Obvody
Obvod se sklada z nasledujicich soucastek:

® ystupnich porti — kazdy z nich ma néjaké jméno a pfi-
vadi do obvodu jeden bit zvenku (je to tedy ekvivalent
proménné ve formuli).

® vystupnich porti — kazdy z nich predava jeden bit vysled-
ku ven z obvodu. Nas budou zajimat jen obvody s jedno-
bitovym vysledkem, takze budou mit jen jeden vystupni
port.

® hradel — ta provadi logické operace. Budeme uvazovat
hradla AND, OR a NOT. Kazdé hradlo mé néjaké vstupy
(AND a OR dva, NOT jeden) a jeden vystup.

® Lonstant — povolime také ,nula-vstupova hradla“, ktera
maji jen vystup a vydavaji na ném konstantni vysledek.
Budeme jim fikat podle vysledku prosté 0 a 1.

Jednotlivé soucastky jsou propojené ,draty“ podle nasle-
dujicich pravidel:

® 7 kazdého vstupniho portu a z kazdého vystupu hradla
miize vést libovolny pocet dratd do vystupnich portd a
vstupt hradel.

® Do vystupniho portu a na vstup hradla vede pravé jeden
drat.

e V dratech neexistuje cyklus (pfesnéji feceno kdyz sou-
castky chapeme jako vrcholy a draty jako orientované
hrany, graf neobsahuje orientovany cyklus).

Ukazme si piiklad obvodu, ktery pocitda XOR podle nasi

formule:
> T

Vypocet obvodu probihé v taktech. V kazdém z nich se ak-
tivuji ty soucCastky, které uz maji k dispozici vstup z pred-
chozich taktt, a vydaji svij vystup. V nultém taktu se te-
dy aktivuji soucastky, do kterych nevedou zadné draty — to
jsou vstupni porty a konstanty. Vypocet se zastavi, jakmile
se aktivuji vSechny vystupni porty. Nas ukazkovy obvod te-
dy pocita v péti taktech: v nultém se aktivuji porty = a vy,
v dalsim negace, pak ANDy, pak OR a nakonec vystup.

A

Vsimnéte si, Ze pocet taktti vypoctu nezavisi na hodnotach
vstupt. Mzeme ho také spocitat jako délku nejdelsi cesty
mezi vstupnimi porty (pfipadné konstantami) a vystupnimi
porty. Proto se mu tika hloubka obvodu. Hloubku mutzeme
povazovat za analogii ¢asové slozitosti. Podobné mutzeme
méfit prostor potiebny na vypocet velikosti obvodu vyjad-
fené poctem hradel.

Pokud byste zatouzili prozkoumat obvody detailnéji, dopo-

rucéujeme perial 20. ro¢niky. Pro tuto tlohu by to ale nemélo
byt potteba.

Stromecky

K jedné formuli obvykle existuje vice obvodi, které se mo-
hou lisit hloubkou. Tt¥eba pro z1 A z2 A ... A xg muZeme
spoCitat x1 A xo, pak vysledek z ANDovat s x3, pak vy-
sledek s x4 atd. Takovy obvod bude mit hloubku 9. Nebo
mizeme vyrobit ,stromecek z ANDU“:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/20-1-6
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/33/satelity/

1 D>— |
T2 D>—]
T3 >— |
Ty D>
T5 >— |
Te >— |
Tr D>— |
Trg >—

A
A
]
A

Ten spocita totéz v hloubce 5. Obecné pro AND n pro-
ménnych di prvni zptsob hloubku ©(n), zatimco druhy
O(logn).

Jak prekladat formule

A ted konecné sliben4 tiloha. Budeme piekladat formule na
obvody. Dostaneme néjakou formuli délky n (délky budeme
méfit feknéme poctem logickych spojek) a budeme chtit
vyrobit obvod, ktery pocita totéz s co nejmensi hloubkou.
N¢jaky obvod urcité existuje. Staci si nakreslit stromovou
strukturu formule (v listech jsou proménné, ve vnitfnich
vrcholech logické spojky. A to uZ vlastné je obvod, kte-
ry pocitd totéz: listy jsou vstupni porty (vic vyskytl téze
proménné slepime do jednoho portu), vnitini vrcholy jsou
hradla, z kofene vede drat do vystupniho portu.

Tato konstrukce dava obvod hloubky ©(n). Pro jeden kon-
krétni ptipad jsme ale vidéli, ze staci O(logn). Uméli byste
obecny prevod vylepsit, aby se k tomu pfiblizil? Zajimavé
je libovolné feseni s lepsi nez linearni hloubkou.
Pozndmka: Také se mizete zamyslet nad tim, jak prekla-
dat naopak obvody na formule. Jak velka formule vyjde?
Bodovat to nebudeme, ale i tak budeme radi, kdyz nam to
napiSete.

15 bod1

Toto je seridlovd uloha, kterd mavazuje ma podobnou

ulohu v minulé sérii. Pokud jste predchozi dil seridlu
nefesili, pro pochopeni tohoto dilu je dobré si jej neymeéné
precist. A pokud si chcete ulohy z minulého dilu také na-
programovat, stdle za né muZete ziskat polovinu bodi.

33-2-S Sumy

V tomto dile se podivame na to, jak se d4 z trosky ného-
dy vytvorit néco zajimavého. VSechny pfirodni struktury
v sobé maji néjakou miru chaosu, at uz to je mech na ska-
lach, oblaka na obloze, vzory ve dfevé nebo tfeba povrch
vaSich dlani. Pravé ndhodnéa podstata mnohych pfirodnich
objektt déla Sumové funkce tak zajimavymi a uziteCnymi.
Nejprve si ale musime néjakou tu ndhodu poridit.

Stejné jako v minulém dile budeme pracovat v Shadertoy,?
coz je webovy editor shaderti. Jak jej ovladat (a jak psét
shadery) se doétete v prvnim dile seridlu.

Opét odevzdavejte zdrojové kédy vasich shaderi zabalené
do zipka a pojmenované néjak tak, aby bylo jasné, ktery
shader Fesi kterou tlohu. Vzdy prosim odevzdavejte cely
spustitelny kéd shaderu, ne jenom jeho Cast.

Nahoda

Vyrabét nahodné hodnoty v pocitacich je pomérné pro-
blém, zvlast pokud chcete ndhodu vyuzit pro kryptografii.
My si ale vysta¢ime s nécim, co ndhodné jen vypada.

V béznych programovacich jazycich mame k dispozici pseu-
dondhodné funkce, které nam pii kazdém zavolani vrati ji-
nou, zdanlivé ndhodnou hodnotu, nicméné uvnitt jsou tyto

3 https://www.shadertoy.com/ney

funkce deterministické. Pfed prvnim pouzitim byvaji inici-
alizovany néjakou pocatec¢ni hodnotou, takzvanym seedem.
Pro stejny seed funkce vraci stejnou posloupnost hodnot.
Pokud chceme, aby se ndhodny generator choval pii kaz-
dém spusténi programu jinak, muzeme jako seed pouzit na-
priklad systémovy cas.

V shaderech zadny podobny nastroj neni. Uz jen zajistit,
aby kazdé volani néjaké funkce vracelo pokazdé jinou hod-
notu je problém, protoze riizné pixely se nesmi navzajem
ovliviiovat (protoze se pocitaji paralelng). A pokud by na-
hodnéa funkce vratila pro kazdy pixel to samé, tak by moc
uzite¢na nebyla.

Nase nahodna funkce tedy bude muset mit néjaké para-
metry, minimalné soufadnice aktualniho pixelu, ze kterych
,hahodu“ spocita.

Chceme tedy néco, co pro maélo se lisici hodnoty (napii-
klad soufadnice sousednich pixell) vrati velmi rtzné vy-
sledky. Tuto vlastnost maji heSovaci funkce a jako zdroj
nahody mutzeme pouzit nékterou z nich. Také si mizeme
jednu velmi jednoduchou hesovaci funkci vyrobit ze staré
dobré funkce sinus. Spustte si nasledujici shader:

float func(float x)

{
float y = sin(x);
//y =y * 10.0;
//y = fract(y);
return y;

}

void mainImage(out vec4 fragColor,
in vec2 fragCoord)

{

vec2 uv = fragCoord/iResolution.xy;

// Stfed soufadnic chceme uprostf¥ed obrazu
uv uv * 2.0 - 1.0;

// Korekce pro spravny pomér stran

uv.x *= iResolution.x / iResolution.y;

vec3(0.0);

vec3 col

// Rozsah obrazu je asi -4..4 v obou oséch
// (u X ve skuteénosti trochu jiny, aby byl
// zachovan pomér stran)

uv *= 4.0;

// Osa X
col += clamp(
1.0 - abs(uv.y)*40.0, 0.0, 1.0
) * vec3(1.0, 0.5, 0.5);
// Osa Y
col += clamp(
1.0 - abs(uv.x)*40.0, 0.0, 1.0
) * vec3(0.5, 1.0, 0.5);
// £(x)
col += clamp(
1.0 - abs(uv.y - func(uv.x)) * 20.0,
0.0, 1.0
) * vec3(0.5, 0.5, 1.0);

// Vybarvime pozadi soucasnou hodnotou
// funkce
col += clamp(func(uv.x), 0.0, 1.0) * 0.25;

vec4(col,1.0);

fragColor
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Shader zobrazuje graf funkce func, ktera je ve své neu-
pravené podobé jen sinem. Pozadi je vybarveno hodnotou
funkce pro z-ovou soufadnici daného pixelu.

Zkuste odkomentovat fadek y = fract(y); ve func a po-
divat se, jak se graf funkce zméni. Funkce fract vraci de-
setinnou ¢ast Cisla, existuji i funkce floor vracejici dolni
celou Cast a ceil vracejici horni celou cCast.

Nyni odkomentujte fddek y = y * 10.0;. Vysledek zatim
nevypada prilis zajimavé. Ted zvétSete konstantu 10.0, pri-
dejte k ni par nul. Vysledek pro tfeba 10000.0 je pomérné
chaoticky, ze? Pravé jsme si vyrobili pseudondhodnou funk-
ci!

Poznamka: Toto demo je zaloZené na podobné vizualizaci
ve webové knize The Book of Shaders, kterou je inspirovdn
1 cely tento seridl. Nevdhejte st ji precist, zvld§t’,

kterd je velmi zajimavd a relevantni k tomuto dilu seridlu.

Mame tedy néco, co nam z jednoho floatového parametru
vyrobi ,nadhodu“. To ale nestaci. Vyrabime dvojrozmeérny
obraz, a proto by se ndm hodila funkce, ktera udéla nahodu
z vec2. Tu vyrobime nasledujicim trikem:

float random(vec2 st)

{
float s = dot(st, vec2(12.3456, 34.1415));
return fract(sin(s) * 45678.9);

}

void mainImage(out vec4 fragColor,
in vec2 fragCoord)

{

vec2 uv = fragCoord/iResolution.xy;

// Stfed soufadnic chceme uprostf¥ed obrazu
uv uv * 2.0 - 1.0;

// Korekce pro spravnj pomér stran

uv.x *= iResolution.x / iResolution.y;

vec3(random(uv)) ;

vec4(col, 1.0);

vec3 col

fragColor

pouzit vec2(1.0, 1.0)). Ve skutecnosti ty artefakty stéle
vznikaji, jen jsou té spravné velikosti a sméru, ze se v nasi
pravidelné mrizce pixelt neprojevuji, a to nam staci. Kazdy
pixel pada do jiné ¢asti kopecki sinu. Kdybychom dosta-
teCné zazoomovali, stale bychom artefakty vidéli.

Nevahejte misto tohoto triku se sinem pouzit i jiné heSovaci

funkce. Spoustu jich naleznete napiiklad v

(prepnéte se v editoru do zalozky ,,Common®).
Perlin Noise

Nahoda je sice hezka, ale neni az tak... hezka. MiZeme ji
ale pouzit k vytvoreni vizualné zajimavéjsi Sumové funkce
znamé jako Perlin Noise ¢i Perlinav Sum.

Ideou Perlinova sumu je vytvofit pravidelnou m¥izku bodu
a spocitat nahodu jen pro tyto body. Pro mista mezi body
interpolujeme (délame plynuly pifechod) hodnoty ze ¢ty
rohil aktualni ,bunky*.

float random(vec2 st)

{

float s = dot(st, vec2(12.3456, 34.1415));
return fract(sin(s) * 45678.9);
}

float perlinNoise(vec2 st)
vec2 cell = floor(st);

vec2 cell2 = ceil(st);
vec2 f = fract(st);

float s00 = random(cell);
float s01 = random(vec2(cell.x, cell2.y));
float s10 = random(vec2(cell2.x, cell.y));
float s11 = random(cell2);

return mix(
mix(s00, s10, f.x),
mix(s01, s11, f.x),
f.y

);

7Z vektoru vyrabime skalar tim, ze provedeme skalarni sou-
¢in s néjakym konstantnim vektorem. V tomto piipadé je to
ekvivalentni (z definice skaldrniho souéinu) zapisu float s
st.x * 12.3456 + st.y * 34.1415;. Pokud vam neni
jasné, co to skalarni soucin je, odpovéd najdete v naSem

kratkém tvodu do vektort.

Tedy zmény jak v z-ové, tak v y-ové souradnici vedou k ji-
nému cislu dosazenému do sinu. Zaroven jsou obé Cisla
vynasobend riznymi a hlavné velkymi konstantami, takze
nevznikaji ¢arovité artefakty (schvalné zkuste misto toho

4 http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/vektory.html]
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Nage bunky maji velikost jedné jednotky. Pro ziskani sou-
fadnic rohu buiiky pouzivame jiz zminénou funkci flo-
or (dolni celd ¢ast) a pro soufadnice uvniti butiky funkci
fract (desetinnd ¢ast). Poté si spo¢itdme ndhodu ve vech
¢tyTech rozich bunky a hodnotu linedrné interpolujeme po-
moci funkci mix, nejdiive dle soutadnice x, poté dle y.

Obrazek vizualizuje funk¢nost interpolace hodnot z roht
bunky. Modré puntiky znaci rohy, ve kterych pocitame na-
hodu. Na cervenych horizontalnich carach interpolujeme
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podle z-ové souradnice uvnitt buiiky, poté mezi dvéma vy-
slednymi hodnotami interpolujeme podle y-ové osy. Celé
to odpovida kédu: mix(mix(s00, s10, f.x), mix(s01,
s11, f£.x), f.y). (Pamatujte, Ze mix(x, y, a) neni nic
jindhonez x * (1 - a) +y * a.)

Zkuste tento Sum spustit. Protoze je velikost bunky jedna
jednotka, je potfeba soutadnice pixelu né¢im velkym vyna-
sobit, aby bylo néco zajimavého vidét, tfeba perlinNoi-
se(uv * 16.0).

Toto zatim nevypada nic moc — vsimnéte si kosoctverco-
vych artefakt. Ty jsou zpusobeny pravé linedrni interpo-
laci (obéas je lze vidét i ve hrach, pokud mé néjaké textura
malé rozliSeni). To opravime tim, Ze pouzijeme misto kiivky
linedrni kiivku kubickou (v GLSL zabudovand jako funk-
ce smoothStep). Dejte pfed ,mixovani“ tento fadek: f
smoothstep(0.0, 1.0, £);. Vysledek uz vypada o néco
lépe.

Gradient Noise

Existuji rtizné vylepsSeni zékladniho Perlinova Sumu, napfi-
klad Simplex Noise nebo Gradient Noise. Simplex Noise po-
uziva misto ¢tvercové miizky miizku z rovnostrannych troj-
thelnikd, coZ je pro vyssi dimenze vyrazné rychlejsi (pocet
bodd, co musime spocitat, pak roste s dimenzemi linearné,
nikoliv exponenciilng).

Gradient Noise pouziva ¢tvercovou miizku, ale neinterpo-
luje ndhodné hodnoty jako takové, misto toho v kazdém
vrcholu m¥izky vytvoii n&jaky pfechod (gradient) a ten in-
terpoluje. Vice se o nich doctete napriklad v
The Book of Shaders.

Ve zbytku seridlu doporucuji pouzivat misto zakladniho
Perlina pravé jednu z téchto vylepSenych variant. Nize je
zdrojovy kéd pro Gradient Noise. VSimnéte si, ze nahod-
nou funkci, kterd misto skalaru vraci vec2, jsme vyrobili
prosté tak, ze ndhodu pocitame dvakrat a vstupni st ,,do-
tujeme” rdznymi vektory, aby byly vysledky rdzné i pro
stejné st.x a st.y. Také nyni v random2 vracime hodnoty
v rozsahu —1 az 1, coz se nam pro Gradient Noise hodi.

vec2 random2(vec2 st)

{
vec2 s = vec2(
dot(st, vec2(12.3456, 34.1415)),
dot(st, vec2(42.2154, 15.2854))
);
return fract(sin(s) * 45678.9) * 2.0 - 1.0;
}
float gradientNoise(vec2 st)
{
vec2 cell = floor(st);
vec2 f = fract(st);
vec2 s00 = random2(cell);
vec2 s01 = random2(cell + vec2(0, 1));
vec2 s10 = random2(cell + vec2(1, 0));
vec2 s11 = random2(cell + vec2(1, 1));
float d00 = dot(s00, £f);
float d01 = dot(s01, f - vec2(0, 1));
float d10 = dot(s10, f - vec2(1, 0));
float d11 = dot(sl11l, f - vec2(1, 1));
vec2 u = smoothstep(0.0, 1.0, £f);
float noise = mix(
mix(d00, d10, u.x),
mix(d01, di1, u.x),
u.y
);
return noise * 0.5 + 0.5;
}

Také si vSimnéte, ze ve své zdkladni varianté je Gradient
noise docela Sedivy a chybi mu kontrast. To lze opravit tim,
ze posledni fadek funkce gradientNoise nahradite timto:
return clamp(noise * 0.8 + 0.5, 0.0, 1.0);. Hlavni
rozdil je v tom, Ze se hodnota noise pfi pfevodu na rozsah
0 az 1 nésobi nécim vétsim nez 0.5 a pokryje tedy vetsi
rozsah hodnot. Nechceme ale omylem vybocit z rozsahu
0 az 1, proto jesté findlni hodnotu ,clampneme* do tohoto
rozsahu.
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Cellular Noise

Dalsim typem Sumu je Sum bunkovy, anglicky znamy jako
Cellular Noise ¢i Worley Noise. Jako u Perlina i zde rozdé-
lime plochu na ¢tvercové bunky. V kazdé buiice vygeneruje-
me jeden nadhodny bod. Sum samotny je potom vzdalenost
k nejblizs§imu bodu (at uz lezi v libovolné burice).
vec2 random2(vec2 st)
{
vec2 s = vec2(
dot(st, vec2(12.3456, 34.1415)),
dot(st, vec2(42.2154, 15.2854))

);

return fract(sin(s) * 45678.9) * 2.0 - 1.0;
}
float cellularNoise(vec2 st)
{

ivec2 cell = ivec2(floor(st));
vec2 f = st - vec2(cell);
float minDist = 1.0;
for (int y = -1; y <= 1; y++) {
for (int x = -1; x <= 1; x++) {
ivec2 localCell cell + ivec2(x, y);
vec2 localPoint = random2(vec2(localCell))
* 0.5 + 0.5 + vec2(x, y);

minDist = min(
minDist, length(localPoint - £));
}
}
return minDist;

}

Vsimnéte si, ze staci zkontrolovat jen 9 bunék pro kazdy
dotaz — buiiku aktualniho pixelu a osm sousednich.

Ukol 1 [3b]:

Dalsi zajimavou variantou této funkce je nevracet vzdale-
nost nejblizsiho bodu, ale druhého nejblizsiho. A prévé to
je vasim tkolem. Vysledek by mél vypadat néjak takto:

L -

Fractal brownian motion

Jesté se podivame na jedno velmi uziteéné ,Sumové primi-
tivum®. Na Perlin (¢i Gradient) Noise se d4 divat jako na
wsinusoidu“. Kopecky sice maji riiznou velikost, ale rychlost
zmény hodnoty (frekvence) ziistéva stejnd. Co kdyz secteme
nékolik Sumt o ruznych frekvencich dohromady? Vysledek
se nazyva Fractal brownian motion, zkracené fbm. Kdyby
byla suma nekonecnd, skuteéné by se jednalo o fraktal.

float fbm(vec2 st)

{
float val = 0.0;
float p = 0.5;
const float angle = 1.0;
mat2 rotation = mat2(
cos(angle), sin(angle),
-sin(angle), cos(angle)
);
for (int i = 0; i < 5; i++)
{
val += gradientNoise(st) * p;
p *= 0.5;
st *= 2.0;
st += vec2(1.181, 0.57);
st = rotation * st;
}
return val;
}

Ve funkci sc¢itdme nékolikrat Gradient Noise. Kazda tato
iterace se nazyva oktava. Nasledujici oktava ma vzdy polo-
viéni amplitudu (p *= 0.5;) a dvojnasobnou frekvenci (st
*= 2.0;) ne7 predchozi. Také soufadnice st v kazdé iteraci
néjak posuneme a otocime.

Vysledek této funkce by mél pfipominat kouf ¢i mraky.
Zkuste ubrat nebo naopak pfidat oktavy.

Ukol 2 [3b]:

Dalsim vasim tkolem je aplikovat stejny princip jako u fom
i na bunkovy Sum - sectéte nékolik buritkovych Sumu o raz-
nych frekvencich. Vysledek je dalsi uziteéné ,Sumové pri-
mitivum“:



Ukol 3 [3b]:
Zkuste co se stane, kdyz do sebe ,zapojite* tfi fom.

Bude potteba vytvorit si vlastni ,barevnou® verzi funkce
fbm, kterd nevraci jedinou hodnotu, ale alespon vec2, aby
sla pricitat k souradnicim. Také je lepsi, kdyz tato hodnota
bude v rozsahu —1 az 1 misto 0 az 1. Ve skutecnosti se
hodi, aby vracela rovnou vec3, ve vnitinich funkcich z néj
pouzijeme jen prvni dvé slozky a ve vnéjsi z néj ziskdme
barvu (nezapomeiite ji pfevést do rozsahu 0 az 1).

Téz muzete vysledky nékteré z vnofenych fbm nééim pro-
nasobit, aby mély vétsi vliv na vnéjsi £bm.

Také lze misto nékteré £bm pouzit vicevrstvy bunkovy Sum
(opét upraveny na barevny) z pfedchoziho ukolu.

Ukol 4 [2b]:

Animujte (posunujte) soufadnice uv z predchoziho tkolu
v Case. Zkuste soufadnice v rizné vnofenych fbm (¢i Wor-
leyho Sumech) animovat rtizné rychle a riznym smérem.

Ukol 5 [4b]:

Vratme se k zékladnimu buitkkovému $umu. Co kdyz jako
zdroj pozic bodd v buiikdch pouzijeme misto uplné nahody
(random2) néco sofistikovangjsiho, tfeba £bm? Ve statickém
obrazku se nich moc nestane, proto zkuste pozice téchto bo-
dt animovat v ¢ase (tfeba posunujte soufadnice, ze kterych
se ¢te fbm). Navic z buitkového Sumu vracejte, ktery bod
byl nakonec nejblizsi a rizné builky poté rtizné obarvéte.

Tim jsme si prosli zakladni Sumové funkce. Jak jsme zminili
na zacatku, jejich vyuziti je pfedevsim proceduralni gene-
rovani raznych (nejen) pfirodnich atvart. A na to, jak se
néco takového délé, se lépe podivame v pristim dile. Také
se v pristim dile podivame, jak se zhruba chovéa svétlo a jak
nase vytvory nasvétlit.

Kuba Pelc



Recepty z programatorské kucharky: Grafy

V dne$nim vydani zndmého bestselleru budeme péci grafy
souvislé i nesouvislé, orientované i neorientované. Rekne-
me si o zakladnim prochéazeni grafem, komponentach sou-
vislosti, topologickém usporadani a dalsich grafovych algo-
ritmech. Abychom ale mohli za¢it, musime si nejprve fici,
s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je ur¢en mnozinou vrcholi V' a mnozi-
nou hran F, coz jsou neusporadané dvojice vrcholt. Hrana
e = {x,y} spojuje vrcholy x a y. Vétsinou pozadujeme, aby
hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym hra-
ndm fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice
ne7 jedna hrana (pokud toto neplati, mluvime o multigra-
fech). Obvykle také pfedpokladédme, Ze vrchold je koneéné
mnoho. Neorientovany graf vét§inou zobrazujeme jako body
pospojované Carami.
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Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z gra-
fu G vynechdnim nékterych (a nebo zadnych) hran a vr-
chold.

Casto nés zajima, zda se da z vrcholu z dojit po hranach
do vrcholu y. OvSem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu
zavadéjici, proto si zavedeme par pojmi:

® sled budeme fikat takové posloupnosti vrcholi a hran
tvaru vy, e1, va, €2, ..., €n_1, Up, %€ €; = {v;, Vi+1} Pro
kazdé i. Sled je tedy néjakd prochazka po grafu. Délku
sledu mérime poctem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e;
pro i # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v;
proi # j. Vsimnéte si, Ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, Ze pokud existuje sled z vrcholu = do y
(vi = x, v, = y), pak také existuje cesta z vrcholu z
do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou, totiz obsa-
huje néjaky vrchol u dvakrat. Existuje tedy ¢ < j takové,
e u = v; = v;. Pak ale miiZeme z naseho sledu vypustit
posloupnost e;, viy1, ..., €;—1, v; a dostaneme také sled
spojujici v1 a v,, ktery je urcité kratsi nez puvodni sled.
Tak mtizeme po koneéném poctu tprav dospét az ke sledu,
ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat, tedy k cesté.

Kruznici neboli cyklem nazyvédme cestu délky alespon 3,
ve které oproti definici cesty navic plati v; = v,,. Nékdy se
na cesty, tahy a kruznice v grafu také divame jako na pod-
grafy, které ziskame tak, ze z grafu vypustime vSechny ostat-
ni vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do
vrcholu b a z vrcholu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta
z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva z faktu, Ze existuje sled
z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mtzeme dostat naptiklad
tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do c. A jak jsme
si ukazali, kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a
do c.

V mnoha grafech (napiiklad v téch na predchozim obrazku)
je kazdy vrchol dosazitelny cestou z kazdého. Takovym gra-
fam budeme fikat souvislé. Pokud je graf nesouvisly, mize-
me ho rozlozit na casti, které jiz souvislé jsou a mezi ktery-
mi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame
komponentami souvislosti.

Ted se podivejme na péar pojmi z pfirody: Strom je souvisly
graf, ktery neobsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého
vede pouze jedna hrana. UkadZeme, Ze kazdy strom s alespon
dvéma vrcholy mé nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci si najit
nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovol-
nou z nich). Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutné
listy: kdyby z nékterého z nich vedla hrana, musela by vést
do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by ve stromu
byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli
prodlouzit, takze by ptivodni cesta nebyla nejdelsi.

Graftim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda
komponenta souvislosti takového grafu je strom.

ERANE

Les, jak ho vidi matematici

Nékdy se hodi jeden z vrcholu stromu prohlasit za koten,
¢imZ jsme si v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke ko-
feni — je to zvlastni, ale matematici obvykle kresli stromy
kofenem vzhtiru) a dolt (od kofene). Souseda vrcholu smé-
rem nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem do-
1a jeho syny.

Kostra souvislého grafu fikdme kaZzdému jeho podgrafu,
ktery je stromem a spojuje vSechny vrcholy grafu. Muze-
me ji napriklad ziskat tak, Ze dokud jsou v grafu kruznice,
odebirame hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvis-
1é grafy nazveme kostrou les tvofeny kostrami jednotlivych
komponent. Na prvnim obrazku je jedna z koster levého
grafu znazornéna silnymi hranami.

Cuiceni: Zkuste si dokazat, Ze stromy jsou praveé grafy, které
jsou souvislé a maji o jedna méné hran nez vrcholt.

Orientované grafy

Casto potiebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné.
Takovému grafu fikdme orientovany graf. Hrany jsou ny-
ni usporddané dvojice vrcholt (z,y) a Fikdme, Ze hrana
vede z vrcholu = do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y,z) jsou
tedy dvé rtizné hrany. Orientovany graf vétsinou zobrazuje-
me jako body spojené sipkami. Vétsina pojmu, které jsme
definovali pro neorientované grafy, dava smysl i pro grafy
orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.

SN

Silné a slabé souvisly orientovany graf

Se souvislosti orientovanych grafi je to trochu slozitéjsi.
RozliSujeme slabou a silnou souvislost: slabé souvisly je graf
tehdy, pokud se z néj zapomenutim orientace hran stane
souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazveme
tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x a y oriento-
vana cesta v obou smérech. Pokud je graf silné souvisly,



je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas obrazek, opacné to
platit nemusi.

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je ta-
kovy podgraf G’, ktery je silné souvisly a neni podgrafem
zéddného vétsiho silné souvislého podgrafu grafu G. Kom-
ponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zddné dvé nemohou lezet na spole¢ném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobit“, je ohodnotit jeho
hrany ¢isly. Naptiklad v grafu silni¢ni sité (vrcholy jsou
mésta, hrany silnice mezi nimi) je zcela pfirozené ohod-
notit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym
za prujezd silnici. Pfifazenym ¢islim se proto ¢asto rika dél-
ky hran nebo jejich ceny. Pojmy, které jsme si pred chvili
nadefinovali pro obycejné grafy, mizeme opét snadno roz-
§ifit pro grafy ohodnocené — napi. délku sledu budeme na-
misto poc¢tu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodno-
ceni. Neohodnoceny graf pak odpovida grafu, v némz maji
vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné muzeme prifazovat ohodnoceni i vrcholim, ale
radéji si vSechny operace s ohodnocenymi grafy nechame
na nékteré z dalsich dili Kuchatky. I tak budeme mit prace
dost a dost.

Reprezentace grafu

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nefekli, jak
graf reprezentovat v paméti pocitace. To muzeme udélat
napiiklad tak, Ze vrcholy oc¢islujeme pfirozenymi ¢isly od 1
do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany, popiseme
jednim z nasledujicich tii zptsobi:

® matice sousednosti — to je pole A velikosti

C e 9 123456789

N x N. Na pozici Ali, j] ulozime hodnotu 0 ;| 511000011
nebo 1 podle toho, zda z vrcholu ¢ do vrcho- 2 100110001
. 3 100100000

lu j hrana vede (1), nebo nevede (0). S ma- 4 411010000
tici sousednosti se zachdzi velmi snadno, ale & 010101000
p hodu. e je vidy kvadraticky vel. & 000010110
ma tu nevyhodu, Ze je vzdy kvadraticky vel- 7 500001011
ka bez ohledu na to, kolik je hran. Vyhodou 8 100001100
9 110000100

naopak je, ze misto jednicek muzeme ukla-
dat néjaké dalsi informace o hranach, t¥eba jejich délky.
Vpravo od tohoto odstavce najdete matici sousednosti
grafu z prvniho obrazku.

® seznam sousedi je obvykle tvofen dvéma poli: polem sou-
sedti S[1...M] obsahujicim postupné ¢&isla vSech vrcholt,
do kterych vede hrana z vrcholu 1, pak z vrcholu 2 atd.,
a polem zac¢atkt Z[1...N], v némz se pro kazdy vrchol
dozvime zacatek odpovidajicitho tseku v poli S. Pokud
navic do Z[N + 1] ulozime M + 1, bude platit, Ze souse-
dé vrcholu i jsou ulozeni v S[Z[d]], ..., S[Z[i + 1] — 1].
Tato reprezentace ma tu vyhodu, zZe zabird pouze pro-
stor O(N + M) a sousedy kazdého vrcholu mame pékné
pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1. obrazku:

i 12345678 91011121314
Sl 238914591423 5 2
i 151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Slij 46578680916 7127

1 1 23 45678910
Zli) 1 5 9 1114172023 26 29

Reprezentace grafu seznamem sousedi

® piulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud
potiebujeme béhem vypoctu graf slozité upravovat. Je
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univerzalni, ale dost pracna na naprogramovani. Spociva
v tom, Ze si kazdou hranu ulozime jako dvé ptlhrany
(zacatek a konec hrany), kazdy vrchol bude obsahovat
spojové seznamy prichéazejicich a odchéazejicich ptlhran a
kazda pulhrana bude ukazovat na svou druhou polovici
a na vrchol, ze kterého vychaazi.

V nésledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy
sousedi, poli S budeme fikat sousedi, poli Z zacatky.
Pole sousedi bude mit rozsah od 0 do M —1, pole zacatky
od 0 do N (kde N je pocet vrchold a M pocet hran).

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech za¢neme dvéma z4-
kladnimi zptusoby prochéazeni grafem. K tomu budeme po-
tfebovat dvé podobné jednoduché datové struktury: Fronta
je konecna posloupnost prvki, kterd ma oznaceny zacatek
a konec. Kdyz do ni priddavame novy prvek, pfidame ho na
konec posloupnosti. Kdyz z ni prvek odebirame, odebere-
me ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky nazyva
first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také kone¢na
posloupnost prvki se za¢atkem a koncem, ale zatimco prv-
ky pridavame také na konec, odebirame je z téhoz konce.
Anglicky nazev je (ptekvapivé) last in, first out, ¢ili LIFO.

7 PROMLEDAVALY
Do HLouBkY
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Algoritmus prohledévani grafu do hloubky:

1. Na zacatku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w.
Daéle si u kazdého vrcholu v pamatujeme znacku z,,, kte-
ra 1ika, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol je
oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho wu.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z wu,
pridame do zasobniku a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vsechny vrcholy dosa-
zitelné z vrcholu w, tedy v pripadé neorientovaného grafu
celd komponenta souvislosti obsahujici w. To mtizeme snad-
no dokazat sporem: Predpokladejme, Ze existuje vrchol z,
ktery neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je
takovych vrcholi vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznac-
me si y predchiidce vrcholu x na nejkratsi cesté z w; y je
ur¢ité oznaceny (jinak by x nebyl nejblizsi neoznaceny).
Vrchol y se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim pa-
dem jsme ho také museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3
oznacit vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSem
spor.



To, ze algoritmus nékdy skonc¢i, nahlédneme snadno: v kro-
ku 3 na zasobnik pfidavdme pouze vrcholy, které dosud
nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se kazdy vr-
chol mtze na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz
ve 2. kroku pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku,
musi vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse N opakovanich
cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu
nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost
celého algoritmu je tedy linearni v poc¢tu vrcholi N a po-
¢tu hran M, ¢ili O(N + M). Pamétova slozitost je stejnd,
protoze si tak jako tak musime hrany a vrcholy pamatovat
a zasobnik neni vétsi nez pamét na vrcholy.

Prohledavani do hloubky implementujeme nejsnaze rekur-
zivni funkci. Jako zdsobnik v tom pripadé pouzivame ptimo
zasobnik programu, kde si program uklada navratové adre-
sy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovné:

oznacen = [False] * N

def projdi(v):
oznacen[v] = True
for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):
if not oznacen[sousedi[i]]:
projdi(sousedil[i])

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je
pak uz jednoduché. Projdeme postupné vsSechny vrcholy
grafu, a pokud nejsou v zadné z dosud oznacenych kompo-
nent grafu, priddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohledame do hloubky. Vrcholy zna¢ime pfimo ¢is-
lem komponenty, do které patii. Protoze prohledavame do
hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitosti
O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholi a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N + M). Nic nového
si uklddat nemusime, a proto je pamétova slozitost stale
O(N + M).
def projdi(v):

komponental[v] = nova_komponenta

for i in range(zacatkyl[v], zacatkyl[v+1]):

if komponental[sousedil[i]] == -1:
projdi(sousedil[il)

for i in range(N):
komponentali] = -1
nova_komponenta = 1
for i in range(N):
if komponentali] == -1:
projdi(i)
nova_komponenta += 1

Priabéh prohledavani grafu do hloubky mutzeme znazornit
stromem (fikd se mu DFS strom — podle anglického ndzvu
Depth-First Search pro prohledavani do hloubky). Z poéa-
teéniho vrcholu w uéinime kofen. Pak budeme graf procha-
zet do hloubky a vrcholy zakreslovat jako syny vrcholi, ze
kterych jsme pfisli. Syny kazdého vrcholu si usporadame
v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto poradi bude-
me fikat zleva doprava a také ho tak budeme kreslit. Hra-
nam mezi otci a syny budeme rikat stromové hrany. Protoze
jsme do zaddného vrcholu nesli dvakrat, budou opravdu tvo-
fit strom. Hrany, které vedou do jiz navstivenjych vrcholt
na cesté, kterou jsme prisli z kofene, nazveme zpétné hrany.
Dopredné hrany vedou naopak z vrcholu blize kofeni do uz
oznaceného vrcholu déle od koiene. A koneéné priéné hrany
vedou mezi dvéma raznymi podstromy grafu.
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Vsimnéte si, ze pfi prohledavani neorientovaného grafu ob-
jevime kazdou hranu dvakrat: budto poprvé jako stromovou
a podruhé jako zpétnou, a nebo jednou jako zpétnou a po-
druhé jako dopfednou. P¥i¢né hrany se objevit nemohou —
pokud by prfi¢na hrana vedla doprava, vedla by do dosud
neoznaceného vrcholu, takze by se prohledavani vydalo tou-
to hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemiize: predstavme si stav prohledédvani v okamziku,
kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase
hrana musela byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té uz vime,
Ze neexistuje.

Prohleddvani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni
kostry neorientovaného grafu, coz je strom, ktery jsme pro-
sli. Rovnou pii tom také zjistime, zda graf neobsahuje cyk-
lus: to pozname tak, Ze nalezneme zpétnou hranu rdznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu pfisli.

vvvvvv

Pro orientované grafy je situace opét trochu slozitéjsi: stro-
mové a dopfedné hrany jsou orientované vzdy ve stromu
shora dolti, zpétné zdola nahoru a ptri¢né hrany mohou exis-
tovat, ovSem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze do pod-
stromt, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

— stromova
zZpétna
77777 dopiedna

rrrrrrrrrrrrrr » prictna

Strom prohleddvani do hloubky a typy hran
Prohledavani do $irky
Prohledavani do $itky je zaloZené na podobné myslence jako

prohledavani do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva
frontu:

1. Na zacatku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to za-
dany vrchol w. Daéle si u kazdého vrcholu z pamatuje-
me Cislo H[z]. VSechny vrcholy budou mit na zac¢dtku
Hiz] = —1, jen H[w] = 0.

2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho w.

3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jehoz H[v] =
—1, priddme do fronty a nastavime jeho H[v] na H[u]+1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledévani do hloubky jsme se dostali
pravé do téch vrcholt, do kterych vede cesta z w (a ozna-
¢ili jsme je nezdpornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému vrcholu
prifazeno nezaporné ¢islo maximalné jednou. To vse se do-
kazuje podobné, jako jsme dokézali spravnost prohledavani
do hloubky.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvori ve fronté jeden souvisly ce-
lek, protoZe nejprve odebereme z fronty vSechny vrcholy
s Cislem n, nez zacneme odebirat vrcholy s ¢islem n + 1.
Navic plati, ze H[v] udavé délku nejkratsi cesty z vrcholu w
do v. Ze neexistuje kratsi cesta, dokdzeme sporem: Pokud
existuje néjaky vrchol v, pro ktery H[v] neodpovidd délce
nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzdélenosti D|v], vybereme si
z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme nej-
kratsi cestu z w do v a jeji pfedposledni vrchol z. Vrchol z je
blizsi nez v, takZe pro né&j uz musi byt D[z] = H[z]. OvSem
kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit i
jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme
mu museli ptidélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], a to je spor.



Prohledavani do sitky ma casovou slozitost taktéz linearni
s po¢tem hran a vrchold. Na kazdou hranu se také ptame
dvakrat. Fronta ma linearni velikost k poc¢tu vrcholi, tak-
7e jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili a i
pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementu-
jeme nejsnaze cyklem, ktery bude pracovat s vrcholy v poli
predstavujicim frontu.

for i in range(N):
H[i] = -1
prvni =1
posledni = 1
fronta[prvni] = pocatecni_vrchol
h[pocatecni_vrchol] = 0

while True:
v = fronta[prvni]
for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):
if h[sousedi[i]] < O:
h[sousedil[il] = hlv] + 1
posledni += 1
fronta[posledni] = sousedil[i]
prvni += 1
if prvni > posledni: break

Prohledévani do sitky 1ze také pouzit na hledani komponent
souvislosti a hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame
orientovany graf G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy
Cisly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly z vrcholu s vét-
§im ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro kazdou
hranu e = (v;,v;) bylo ¢ > j. Pfedstavme si to jako srov-
nani vrcholu grafu na primku tak, aby ,Sipky“ vedly pouze
zprava doleva.

Nejprve si ukazeme, zZe pro zadny orientovany graf, ktery
obsahuje cyklus, nelze takovéto topologické poradi vytvo-
fit. Ozna¢me vrcholy cyklu vy, ..., v,, takZe hrana vede
z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v; do v,. Pak vrchol
v9 musi dostat vyssi ¢islo nez vrchol vy, vs nez vs, ..., v,
nez v,_1. Ale vrchol v; musi mit zdroven vyssi ¢islo nez v,,,
coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického
usporadani zabranit. Libovolny acyklicky graf Ize uspotradat
nasledujicim algoritmem:

1. Na zac¢atku mame orientovany graf G a proménnou p = 1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadna hrana
(budeme mu fikat stok). Pokud v grafu zadny stok nen,
vypocet konéi, protoze jsme nasli cyklus.

3. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj
vedou.

4. Prifadime vrcholu v ¢islo p.

5. Proménnou p zvysime o 1.

6. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon
jeden vrchol.

Pro¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme
stok, miizeme mu urcité priradit ¢islo mensi nez vsem ostat-
nim vrcholtim, protoze prekdzet by nam v tom mohly pou-
ze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok
ocCislujeme, mtizeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islo-
vanim ostatnich vrcholti. Tento postup musi nékdy skoncit,
jelikoZ v grafu je pouze koneéné mnoho vrcholi.
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Zbyva si uvédomit, ze v neprazdném grafu, ktery neobsahu-
je cyklus, vzdy existuje alesponl jeden stok: Vezméme libo-
volny vrchol v1. Pokud z néj vede néjaka hrana, pokrac¢ujme
po ni do néjakého vrcholu vy, z néj do v3 atd. Co se pii tom
muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadna
hrana. Vyhrali jsme, mame stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale
znamenalo, Ze graf obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni
pravda.

¢ Budeme objevovat stale nové a nové vrcholy. V konecném
grafu nemozno.

Algoritmus muzeme navic snadno upravit tak, aby netra-
til prilis ¢asu hledanim vrcholt, z nichz nic nevede — staci
si takové vrcholy pamatovat ve fronté, a kdykoliv néjaky
takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme né-
jakému jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, které z néj
vedla, a pokud ano, pfidat takovy vrchol na konec fronty.
Celé topologické tiidéni pak zvlddneme v éase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vsSimnout si,
7e poradi, ve kterém jsme se z vrcholu vraceli, je pravé to-
pologické poradi. Pokud zrovna opoustime néjaky vrchol
a Cislujeme ho dal$im ¢islem v potadi, rozmysleme si, ja-
ké druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo dopiedna
hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz prifadili nizsi ¢islo,
zpétnd existovat nemiize (v grafu by byl cyklus) a pfi¢né
hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz ocislo-
vanych vrcholti. Casova slozitost je opét O(N + M).
def projdi(v):

# zatim V jen oznacime

ocislovani[v] = 0

for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):

if ocislovanil[sousedi[i]] == -1:
projdi(sousedil[il]
posledni += 1
ocislovani[v] = posledni

for i in range(N):
ocislovani[i] = -1
posledni = 0
for i in range(N):
if ocislovani[i] == -1:
projdi(i)

Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvis-
losti. Rikame, ze neorientovany graf je hranové 2-souvisly,
kdyz plati, Ze:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,

¢ ziistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zptsobilo zvyseni poc¢tu kompo-
nent souvislosti grafu, nazyvame most.

Na hledani mosti ndm poslouzi opét upravené prohleda-
vani do hloubky a DFS strom. VSimnéme si, Ze mostem
mize byt jediné stromova hrana — kazd4a jina hrana totiz
lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne
na ¢ast obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,visici“



pod touto hranou. Jediné, co tomu miize zabranit, je exis-
tence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti,
coz musi byt zpétna hrana, navic takovéa, ktera neni jenom
stromovou hranou vidénou z druhé strany. Takovym hra-
nam budeme fikat ryzi zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitame hladinu, ve které se
nachdzi (kofen je na hladiné 0, jeho synové na hladiné 1,
jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy vrchol v spo¢itdme,
do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim éislem) vedou ryzi
zpétné hrany z podstromu s kofenem v. To miZeme udélat
pfimo pii prochazeni do hloubky, protoze nez se vratime
z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud vSechny zpétné
hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které
je v, pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vznik-
nou dvé komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je mostem.
V opacném pripadé jsme nalezli kruznici, na niz tato hrana
lezi, takze to most byt nemuze. Vyjimku tvoii kofen, ktery
zadného otce nemé a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochéazeni do hloub-
ky a mé i stejnou ¢asovou a pamétovou slozitost O(N+ M).
Zde jsou dulezité ¢asti programu:
def projdi(v, nova_hladina):

hladinalv] = nova_hladina

spojeno[v] = hladina

for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):
w = sousedil[i]
if hladinalw] == -1:
projdi(w, nova_hladina + 1)
if spojeno[w] < spojenol[v]:
spojeno[v] = spojeno[w]
if spojeno[w] > hladinalv]
dvoj_souvisle = False
else:

if hladinal[w] < nova_hladina - 1
and hladina[w] < spojenol[v]:
spojeno[v] = hladinalw]

for i in range(N):
hladinali] = -1

dvoj_souvisle = True

projdi(1, 0)

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vr-
cholové 2-souvisly, prave kdyz:

® m4 alesponl 3 vrcholy,
® je souvisly,
® zilistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se
pocet komponent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je vel-
mi podobny algoritmu na zjistovani hranové 2-souvislosti.
Jen si musime uvédomit, zZe odebirdme cely vrchol. Ze stro-
mu prochazeni do hloubky mutze odebranim vrcholu vznik-
nout az nékolik podstromt, které vsechny musi byt spojeny
zpétnou hranou s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hra-
ny z podstromu uréeného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen nam vychéazi, Ze mize mit pouze jedno-
ho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé
nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se od hledani
hranové 2-souvislosti lisi jedinou zménou ostré nerovnosti
na neostrou; sami zkuste najit, které nerovnosti.

Dnesni menu servirovali

Martin Mares, David Matousek a Petr Skoda

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
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E-mail:

sp @mff.cuni.c

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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