Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

33. rocnik KSP
Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal
Uz je to tak, 33. ro¢nik KSP pokracuje dal a ¢tvrta série KSP-H je tu.

Yvvs 2

Naleznete zde 4 normalni Glohy, bonusovou té&78i lohu a pak také pokracovani serialu o pocitacové
grafice. Vsechny dily seridlu muzZete odevzdavat v prubéhu celého roku, takze viibec nevadi, Ze jste
tfeba prvni dil nestihli. Detaily naleznete u zadani seridlu. Pfipominame, Ze oproti lonskému ro¢niku
se do vysledkové listiny zapocitdvaji vSechny tdlohy mimo bonusové a body se jiz nepfepocitavaji
podle poctu vyresenych sérii.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za tispéiné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym Fesitelem
se stava ten, kdo ziskd za cely roénik (této kategorie) alespont 50 % bodi. Za letos$ni rok ptjde
ziskat maximalné 300 bodu, takze hranice pro tspésné fesitele je 150. Maturanti pozor, pokud
chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté série, patd uz bude moc pozdé.
Také kazdému fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bodti, darujeme KSP

Brezen 2021

propisku, blok, placku a mozné i dalsi prekvapeni.

Termin série:

nedéle 11. dubna 2021 ve 32:00 (tedy dalsi rano v 8:00)

Odevzdavani:

Pies web na adrese |https://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Znacky dloh: (8) Lehdi tloha (G jeji ¢st) vhodna pro zadatecniky

Praktickd open-data tiloha

@’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialovéa tloha

Odmeéna série: Kazdému, kdo z bonusové tlohy 33-4-X1 ziska alespon dva body, posleme sladkou odménu.

Ctvrta série tiicatého tietiho roéniku KSP

33-4-1 Ohnostroj 12 bodua

V tfadé za sebou je N odpalovacich zafizeni na ohiostroj.
V kazdém je odpalovaci mikropocitac, ktery je propojeny
s pocitaci sousednich odpalovacich zafizeni.

Radi bychom odpalili ohriostroj ze vSech stanic soucasné.
To ale neni tak jednoduché, protoze komunikace mezi sou-
sednimi stanicemi je moc pomala. Kdyby si tedy jen pre-
déavali informaci ,,Odpal!“, tak by nevznikl hezky spravné
nacasovany ohnostroj, ale vznikla by mexickd vina. Vasim
tkolem bude tento problém vyftesit.

Vymyslete program, ktery se nahraje do kazdé odpalovaci
stanice a necha se bézet. Po néjakém Case obsluha zmackne
tlacitko na libovolné ze stanic a je na vasich programech,
aby poté v jeden moment odpalily vSechny stanice.

Je tu ovSem jeden problém. V kazdé stanici mame jen ome-
zené mnozstvi paméti na konecny pocet bitt.

Pro potieby nasi tlohy si tedy mizete alokovat biti libovol-
ny pocet, ale tento pocet musi byt konstantni, tedy nemiize
zéviset napfiklad na N. Diky tomu si ani nemuzete ulozit
hodnotu ¢isla N do kazdé paméti, protoze ta zabere log N
bitt, coz jiz neni konstanta.

Algoritmus se vyhodnocuje v ticich, které nastavaji sou-
Casné na vsSech odpalovacich stanicich. V kazdém tiku se
na kazdém zafizeni spusti vami vymyslena funkce. Ta miize
upravovat svoji pamét a navic mize komunikovat se soused-
nimi mikroprocesory tim, Ze ¢te jejich pamétf. Umi poznat
levého a pravého souseda a také jestli je soused pripojen,
nebo jestli se stanice nachazi na okraji fady a zadného sou-
seda jiz nemé. Presnéji fedeno ¢te pamét sousedl ve stavu,
v jakém byla na zacatku tiku. Krom toho mize pozadat
o odpéleni a také ¢ist stav tlacitka. Mate zaruceno, ze tla-

¢itko bude stisknuto pouze na jednom zafizeni a to po dobu
jednoho tiku.

Formalné vzato, kazdé zarizeni se tedy chova jako koneény
automat.

Za casovou slozitost algoritmu povazujeme pocet tikl od
zmacknuti tlacitka po odpéleni ohnostroje, pfitom nas za-
jima jen jeji asymptoticky odhad vzhledem k N.

Cést bodii dostanete i za Feseni, které funguji jen pro néjaka

specialni N, ovSem musi jich byt nekone¢né mnoho. Tedy
napiiklad nasobky 42, nebo tifeba kazdé druhé prvocislo.

10 bodu

33-4-2 Firewall

Tato stranka je pro Vas region nedostupna. Tato hra
M1l neni povolena pro Vasi zemi. Tento kdd je platny jen
v nékterych zemich. K tomuto serveru se nemiizes pripojit,
protoze méalo uctivas hrosi bohy ...

S nékterymi z téchto hlasek jste se mohli jiz setkat, napt.
nékteré filmy na Netflixu jsou uvedeny jen pro urcité trhy,
at to ma jakykoliv diivod, nebo n&jaké Steam klice jsou
geograficky zamcené.

Tyto geografické zakazy se déji z vétsi miry pomoci IP ad-
res, u kterych se zjistuje, jestli je to jedna z povolenych ad-
res (whitelist), nebo jedna ze zakdzangch adres (blacklist).
Samoziejmé to nemusi byt jediné kritérium.

V této uloze si vyzkousite napsat filtr na IP adresy, kon-
krétné na jejich starsi variantu IPv4. Budete dostavat tfi
typy dotazii:

e A (allow) — povol danou podsit IP adres

¢ B (ban) — zakaz danou podsit IP adres

® Q (query) — dotaz: Je tato IP adresa povolena?


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Podsité budou zadany v CIDR forméatu. Pokud tento for-
mat znate, mizete nasledujicich pét odstavel preskodit.

Na zacatek si ujasnime pohled na IPv4 adresy. IPv4 je
v podstaté 32bitové ¢islo. Zpravidla se zapisuje rozdéle-
né do ¢tyf osmibitovych ¢isel oddélenych pro prehlednost
teckami, napiiklad 192.168.255.4 (po pfepsani do dvojkové
soustavy 11000000.10101000.11111111.00000100).

Pocitacové sité jsou casto déleny do podsiti, ve kterych maji
v8echny adresy stejnou poéatecéni ¢ast (nazyvanou prefix si-
té). Casto se podsité zapisuji v CIDR formatu, ktery vypa-
dé jako IP adresa s ¢islem za lomitkem. Toto ¢islo, ozna¢me
ho K, udava délku prefixu v bitech. Pro IPv4 je v rozme-
zi 0 az 32. Pied lomitkem je pak IP adresa, jejiz prvnich
K bitt je prefiz sité a zbytek je doplnén nulami (aby méla
délku 32 bitd).

Naptiklad zépis 192.168.3.0/24 oznacuje podsit s 256 IP ad-
resami ve tvaru 192.168.3.xxx (coz ve dvojkové soustavé
vypadé jako 11000000.10101000.00000011 . XXXXXXXX).

Pro prefixy, které jsou néasobky 8, je to celkem intuitiv-
ni, ale co znadi tfeba zdpis 192.168.2.128 /267 Ten oznacuje
podsit 64 IP adres za¢inajici adresou 192.168.2.128 a kon-
¢ici adresou 192.168.2.191, neboli prvnich 26 bitd adresy
je pevné urceno prefixem a variabilita je jen v poslednich
6 bitech. Zapsano ve dvojkové soustavé to vypada takto:
11000000.10101000.00000010. 10xXXXXX.

Abyste si nemuseli vSe ruéné pocitat na papir, tak doporu-
¢ujeme nastroj ipcalc, existuje i jeho online verze.!

Na zacatku jsou vSechny IP adresy zakazané. Jednotlivé
operace (povoleni a zakdzéni podsité) se navzajem piepisu-
ji. Napfiklad pokud je povolena podsit 192.168.0.0/16, ale
pozdéji je zakdzana podsit 192.168.1.0/24, tak IP adresa
192.168.1.1 je po téchto operacich zakazana.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na véas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete ¢islo IV
udavajici pocet dotazi. Na dalsich N fadcich budou na-
sledovat jednotlivé dotazy. Dotazy zacinaji pismenem A, B
nebo Q. U dotazu A a B bude nasledovat rozsah IPv4 adres
v CIDR formatu. U dotazu Q bude nésledovat jen samo-
statna IP adresa.

Formdt vystupu: Pro kazdy dotaz typu Q vypiste na samo-
statny fadek A, nebo N jako ANO, nebo NE, je-1i IP adresa
povolena, ¢i ne.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

7 N
Q 192.168.1.1 A
A 192.168.0.0/16 N
Q 192.168.1.1 A
B 192.168.1.0/24

Q 192.168.1.1

A 192.0.0.0/8

Q 192.168.1.1

Priklad: Na zacatku nejsou povoleny zadné adresy a prv-
ni dotaz se tak vyhodnoti na N. Potom jsme povolili pod-
sit 192.168.0.0/16, tudiz IP adresa 192.168.1.1 je povole-
na. Poté jsme zakézali podsif 192.168.1.0/24 a IP adresa
192.168.1.1 je znovu zablokovana. Nakonec je povolena pod-
sit 192.0.0.0/8 a IP adresa 192.168.1.1 je povolena.

I http://jodies.de/ipcald

Mravenisté na kopci 11 bodua

33-4-3

Kevinova babicka méa za chalupou prazvlastni kopec.
8 Na jeho vrcholu je veliké mravenisté, kde vladne chytra
mravenci kralovna. K té se jednoho dne doneslo, Zze na tpati
kopce se dé€je néco divného, a tak se rozhodla vyslat své
mravendi délniky na prizkum.

Vyslat mravenci délniky na priizkum ale neni tak jednodu-
ché — kdyZ nemaji vytycenou pachovou stopu z feromon,
tak chodi docela ndhodné. Pfesnéji kdyz pfijde mravenci
délnik na kfizovatku, ze které vychazi N cest, tak si hodi
spravedlivou N-sténnou kostkou (zédkladni vybava kazdého
mravenciho délnika) a se stejnou pravdépodobnosti se vyda
po jakékoliv z cest dal.

Mravenci kralovna alespon své délniky instruovala, aby cho-
dili vzdy jen z kopce dolt (a tudiZ se nemohou zamotat do
zadného cyklu) — kdyz mravenec piijde na kiizovatku, tak
si ndhodné vybere jen z cest vedoucich dolt. Celou situaci
si tak mtzeme predstavit jako orientovany graf, kde kazdy
vrchol mé néjakou vysku a kazdé hrana vede z néjakého
vrcholu do vrcholu, ktery je ostfe niz. Jesté dodejme, ze
kdyz mravenec dojde do listu (vrcholu, ze kterého jiz ne-
pokracuje zadné cesta dolil), tak se zde zastavi a zlstane
tu.

Na vrcholu kopce je vrchol reprezentujici mravenisté a né-
kde u upati kopce je list, ktery kralovnu zajima a do kte-
rého by chtéla dostat alesponn K prizkumnikid. Vasim tko-
lem je vymyslet algoritmus, ktery pro zadany graf kopce
a pro ¢islo K zjisti, kolik nejméné mravencti musi kralov-
na z mravenisté vyslat, aby do oznaceného listu doslo ve
stfedni hodnoté alesponn K z nich.

Pokud nevite, co znamené ,,ve stfedni hodnoté“, tak se za-
ctéte do prilozené kucharky.

Priklad: Pro graf vlevo dojdou vSichni mravenci vyslani
z mravenisté M do cile C, takze staci vyslat pravé K mra-
venct. Pro pravy graf je nutné vyslat 4K mravencti, aby
jich ve stfedni hodnoté do cile doslo K.

M M
) AV
C
Leh¢i varianta (za 6 bodi): Vyteste ulohu pro grafy,
které maji podobu stromu s mravenistém v jeho koreni.

®

33-4-4 Prohledavani KSP webu

Petr si chtél néco vyhledat na webu KSP, kdyz tu zjis-
W1l til, ze jeho oblibeny globalni vyhledavac nefunguje. Sa-
motné stranky KSPcka ale fungovaly a kdyz se ani po par
minutach situace s vyhledavacem nezlepsila, tak se rozhodl
napsat si pro web KSP vyhledava¢ vlastni ...

12 bodu

Toto bude v této méné tradiéni open-datové tloze i vas takol.
Budete pro zadana slova vracet URL stranek na webu KSP,


http://jodies.de/ipcalc

na kterych se slova nachéazi. K tomu se bude pravdépodob-

né hodit znalost, jak si z vaseho programu stahnout pres

HTTP obsah zadaného URL. Ukéazky stazeni jedné stran-
ky v nékolika jazycich naleznete ve webové verzi zadéni,
miuzZete je pouzit jako zdklad vaseho feSeni.

Také se vam bude hodit zakladni znalost HTML.2 Ve zbyt-

ku zadani budeme predpokladat, ze vite, co je to HTML

tag a jak se zapisuje.

Vasim ukolem bude hledat v obsahu zadani, feSeni a ko-
mentaii viech sérii® obou kategorii 0. az 32. roéniku KSP
(tedy vSechny mimo leto$niho ro¢niku). Na webu vés te-
dy budou zajimat nékteré ¢asti podstromid /h/ulohy/...

a /z/ulohy/. ... Obsahem vzdy myslime vnitfek elementu

<div id=’content’> na dané strance.

Hledat budete celd slova, tedy maximéalni podfetézce tvore-
né alfanumerickymi znaky (tedy pismeny a ¢isly, véetné pis-

men s diakritikou) a podtrzitky. Pokud bude hledané slovo

jen CGasti slova na strénce, tak se nejednd o shodu (napfi-
klad pfi hledani slova nasyta neni slovo nenasyta shoda,

protoze se nejednd o shodu na celém slové). Velkd a mald

pismena nerozlisujte.
Technické detaily

Pii praci s diakritikou si dejte pozor na to, ze web KSP ser-

viruje stranky v kédovani UTF-8, takze jeden znak nemusi

byt vzdy jeden bajt. Nékteré programovaci jazyky pred va-

mi problém s kédovanim skryji (napfiklad Python), v jinych

ho budete muset vyfesit rucné.

HTML tagy, komentaie a entity povazujeme pro jednodu-
chost za oddélovace slov. Napriklad fetézec do<b>psat</b>

tedy predstavuje dvé slova do a psat. Podobné fetézec

ne&hellip;nebo ano obsahuje tfi slova ne, nebo a ano.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-

tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné

vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete ¢islo IV
udavajici pocet vyhledavacich dotazi. Na dalsich IV fadcich

dostanete slova (alfanumerické fetézce v UTF-8 bez mezer),
kterad mate za tkol nalézt na KSP webu.

Formdt vystupu: Pro kazdé slovo ze vstupu vypiste na samo-
statny Fadek cestu ke strance na KSP webu, na které se da-
né slovo nachazi (jen cestu bez http://ksp.mff.cuni.cz).
Pii nalezeni slova na vice strankach vypiste jednu libovol-
nou z nich. Slibujeme, ze kazdé slovo na vstupu lze na webu

nalézt na alespon jedné strance.
Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

3 /h/ulohy/24/zadani3.html

anekdota /h/ulohy/20/zadani3.html
cestar /h/ulohy/25/zadani4.html
bernak

Pokud byste narazili na néjaké technické problémy pfi im-
plementaci, ozvéte se naAm na nasem Discordu, zkusime vam
poradit.

33-4-X1 Koreni a recepty 10 bodua

Chtéli byste si oteviit restauraci a premyslite o tom, ja-
ka jidla pripravovat. Znate recepty Ri,...R,, na jejichz
pfipravu potfebujete néktera z koreni K, ..., K,,. Nakup

kofeni K; stoji cenu k;, po pofizeni ho mate k dispozici li-
bovolné mnozstvi. Recept R; mtiZzete pripravit a utrzite za
néj ¢astku r;, pokud méte vSechna potiebnd kofeni.

Vymyslete algoritmus, jenz pro zadané ceny koreni, vydél-
ky recepti a bipartitni graf zavislosti recepti na kofeni
stanovi, ktera koreni poridit, abychom na pfipravé recepti
vydélali co nejvice. Chceme tedy maximalizovat rozdil tr-
7eb (soucet vydélki recepti, které umite uvafit) a nékladt
(soucet ceny kofeni, kterd jste koupili).

33-4-S Raytracing 15 bodua

Toto je seridlovad uloha, kterd navazuje na podobné tlo-

hy v minulych sériich. Pokud jste predchozi dily seridlu
neresili, pro pochopeni tohoto dilu je dobré si je nejméné
precist. A pokud si chcete ulohy z minuljch dili také na-
programovat, stale za né muZete ziskat polovinu bodi.

Nastal ¢as vydat se v nasich grafickych toulkdch do hlubo-
kého svéta tfeti dimenze. Dnesnim tématem je raytracing
a vykreslovani prostorovych scén.

Raytracing je zptisob vykreslovani, ve kterém se sleduji tra-
sy néjakych paprskt. Typicky se pro kazdy pixel obrazku
vystteli do scény jeden parsek (jak, to zdlezi na kamefte, kte-
rou simulujeme), sleduje se jeho drdha a zjist{ se, kde dojde
ke kolizi se scénou. Poté se v tomto misté spocita osvétleni,
které po tomto paprsku doputovalo k pozorovateli, a podle
néj se zabarvi pixel obrazku.

7 mista kolize mizeme vystrelit druhy paprsek smérem ke
svétlu a sledovat, jestli do néj dorazi nebo ne. Pokud nedo-
razi, mezi bodem kolize a zdrojem svétla se nachazi néjaka
prekdzka a kolize tedy bude ve stinu. Stejné tak muzeme
z bodu kolize vysttelit paprsek smérem, kam by se ptvod-
ni odrazil, a tim spocitat zrcadlové odrazy. Pokud chceme
vicenasobné zrcadlové odrazy, miuzeme tento postup rekur-
zivné opakovat.

NapiSeme si vlastni jednoduchy raytracer. Jeho nejdilezi-
t&jsi casti je pocitani kolizi paprski se scénou. Pro klasické
scény ze slozitych polygonovych objektt je to velmi vypo-
¢etné narocné, a proto se raytracing ve hrach zacina ve vel-
kém vyuzivat az nyni s prichodem specializovaného hardwa-
ru. My ale tento problém miizeme obejit tim, Ze pouzijeme
néjakou jednodussi reprezentaci scény.

Protoze budeme v tomto dilu hodné pracovat s vektory,
pfipominame nas tvod do vektort.*

V tomto dile na sebe hodné ikolti postupné navazuje, tak-
7e jestli chcete, mtizete odevzdat vice tkolti dohromady ja-
ko jeden soubor s kédem shaderu. Vsechny zdrojéky (jako
vzdy) zabalte do zip souboru.

Signed distance function

Signed distance function, ¢esky ,znaménkova vzdalenostni
funkce”, zkracené SDF, je zpusob reprezentace scény pomo-
ci funkce, ktera pro kazdy bod v prostoru vrati vzdalenost
k nejbliz§imu povrchu. Navic, pokud se bod nachazi uvnitt
néjakého objektu, tak je tato vzdalenost zaporna a jeji ab-
solutni velikost udava vzdalenost k nejblizs§imu bodu mimo
objekt.

Jak si takovou funkci pofidit? Napiiklad pro kouli nebo
kruh je to snadné: spocitame vzdalenost bodu od stfedu

2 https://cs.wikipedia.org/wiki/Hypertext_Markup_Languagd

3 specialni nultou sérii 24. roéniku neuvazujeme
4 http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/vektory.html]
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a odecCteme od této hodnoty polomér. Rozmyslete si, ze toto
nam opravdu vrati spravnou znaménkovou vzdalenost. Tato
funkce by se dala vizualizovat nasledovné:

Zluté barvy jsou kladné hodnoty vzdalenosti, modré jsou
zaporné.
Silnou strankou SDF je, Ze na nich mtizeme snadno prova-

dét mnozinové operace. Sjednoceni dvou SDF udélame tak,
Ze pouzijeme mensi z jejich hodnot, tedy minimum:

Vnéjsi vzdalenosti jsou v této kombinaci spravné, vSimnéte
si ale, ze uvnitf jsou sjednocené vzdalenosti Spatné. Kolem
ostrych rohtu, kde kruh splyva se ¢tvercem, by mély vniti-
ni vzdalenosti tvorit kruhové vrstvy. Tento problém nemé
zadné jednoduché feseni, ale nastésti jej mtzeme ignorovat.
Bude nam stacit mit spravné vnéjsi vzdélenosti. A dokonce
nemusime mit ani to. Pozdéji narazime na SDF, které vra-
ci jen dolni odhad vzdalenosti a i to bude pro nase ucely
dostacujici.

Prinik dvou SDF provedeme tim, Ze z obou hodnot vezme-
me maximum:

Tento zpusob reprezentace scény je u shaderovych raytra-
certi velmi rozsifeny — pokud v Shadertoy najdete shader
s néjakou prostorovou scénou, velmi pravdépodobné pouzi-
va pravé SDF. Mnoho uzite¢nych SDF primitiv a technik
naleznete na tomto odkazu.’

Raymarching

Méme reprezentaci scény a nyni potiebujeme spocitat kolizi
s paprskem. To se u SDF déla takzvanym raymarchingem,
tedy kracenim po paprsku.

Zacéneme v pocatku paprsku. Pro aktualni pozici zjistime d
—hodnotu vzdalenostni funkce. Jelikoz d je vzdalenost k nej-
bliz§imu povrchu (nebo dolni odhad této vzdalenosti), méa-
me zaruceno, ze v kouli o poloméru d okolo aktuélniho bodu
neni zadna kolize. Mizeme se tedy pohnout o d po sméru
paprsku a mame zaruceno, ze zadnou potencialni kolizi ne-
preskocime.

Tento postup opakujeme, dokud d neklesne pod néjaké do-
statecné malé epsilon, potom prohlasime, Ze jsme nalezli
kolizi. Pokud naopak urazenda vzdalenost prekroc¢i néjakou
horni hranici, fekneme, Ze paprsek vyletél ze scény do ne-
konec¢na.

Této varianté raymarchingu, kde v kazdém bodé zname po-
lomér koule, ve které se zarucené nenachézi kolize, se nékdy
tiké sphere tracing. Raymarching jako takovy je obecnéjsi
algoritmus, ktery lze pouzit napriklad pri vykreslovani ml-
hy, kdy skaceme po krocich pevné velikosti a pro kazdou
navstivenou pozici precteme hustotu mlhy z néjaké sumové
funkce nebo trojrozmérného pole.

Stfilime paprsky

Jesté potifebujeme dvé véci. Prvni z nich je zpusob, jak
spocitat ze SDF normalu povrchu v néjakém bodé. To pro-
vedeme funkci computeNormal (viz kéd u prvniho tkolu),
ktera je odvozena podobnym zpiisobem jako pocitani nor-
maly z vyskové mapy v minulém dile.

Druhou véci je vygenerovani paprski samotnych pro kazdy
pixel obrazovky. Nase kamera bude definovana svou pozici,
a smérem, kam se diva. Vsechny paprsky budou mit poca-
tek v bodé, kde se nachazi kamera. Nékde ve sméru, kam se
kamera diva, si predstavime obdélnik obrazovky. Pro kaz-
dy pixel vygenerujeme paprsek tak, Ze protne stfed dané-
ho pixelu na této pomyslné obrazovky. Také si to mizeme
predstavit tak, ze kamera se nachazi uprostied vaseho oka
a paprsky z néj mifi doprostied kazdého pixelu monitoru,
na ktery se (pravdépodobné) divéte.

Obdélnik obrazovky bude orientovany tak, Ze jeho plocha
bude vzdy kolmd na osu z jeho stfedu ke kamefte (tedy smér,
kam se kamera divé). Jen pozice a smér pro poradnou defi-
nici kamery nestaci, jesté musime popsat, jak bude obdélnik
natoceny podle osy sméru, kam se kamera diva. My jej vzdy
natocime tak, Ze jeho horni a dolni hrany budou vodorovné.

Tento styl kamery se bézné pouziva ve hrach. Jeji stied je
definovany pozici hrace a smér kamery ovladame mysi.

Na generovani paprskil pro presné tuto kameru dostane-
te funkci getRayDirection, jejiz kéd naleznete u zadani
prvniho tkolu. Tato funkce umi pro kazdy pixel obrazu vy-
generovat vektor sméru paprsku, a to pomoci souradnic pi-
xelu uv (v rozsahu -1 az 1), vektoru forward (sméru, kam
se kamera divd) a horizontalniho zorného thlu (ve hréch
se mu Fiké field of view & fov). Vzdélenost mezi kamerou
a pomyslnym obdélnikem obrazovky vypocitame tak, aby
thel mezi kamerou a jeho levym a pravym okrajem byl pra-
vé zadany horizontalni zorny tihel hfov. Velikost obdélniku
obrazovky si funkce sama zjisti ze zabudovanych vstupu
v Shadertoy.

> https://iquilezles.org/www/articles/distfunctions/distfunctions.htn]
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Ukol 1 [2b):

Naprogramujte raymarchovaci funkci raymarch do nize uve-
dené kostry shaderu.

Jelikoz to je néco, na ¢em se d& pomérné snadno spalit, pfi-
pominame adresu fdrojaky@ksp.mff.cuni.cq, kde vam s ra-
dosti poradime. Pokud jste na nécem zasekli déle nez pul
hodiny, uréité piste!

Raymarchovaci funkce dostane soufadnice pocatku paprsku
(origin) a normalizovany vektor sméru paprsku (directi-
on) a ma vratit vzdélenost, kterou musi paprsek urazit, nez
narazi na nejblizsi kolizi. Pokud paprsek urazi vzdalenost
vétsi nez konstanta FAR a na zadnou kolizi nenarazil, tak
predpokladame, Ze vystielil do nekonec¢na a vratime libovol-
nou hodnotu vétsi nez FAR (abychom mohli pozdéji snadno
zjistit, jestli paprsek do néceho narazil nebo ne pomoci po-
rovnani raymarch(...) < FAR).

Ve funkci pouzijete néjakou smycku. Je dobry napad omezit
jeji maximalni pocet iteraci (tfeba na 128). Pokud smycka
skon¢i kvili velkému poctu iteraci, budeme se tvarit, ze
paprsek vyletél do nekonec¢na a prosté vratime vzdalenost
FAR.

V kédu se nachazi jednoducha SDF scéna tvorena sjednoce-
nim t¥i kouli a roviny - p.y je vzdalenostni funkce vodorov-
né roviny ve vysce 0. Scénu klidné rozsiite o dalsi objekty,
jestli cheete (ale neni to sou¢ast tkolu).

Pokud se vam editor sekd, mizete vypnout pravidelné pre-
kreslovani obrazu pomoci tlacitka ,pause”. Kdyz se zméni

pozice mysi nebo prekompiluje shader, obraz se stale obno-
vi.

#define PI 3.1415926535897932384626433832795

// Tuto vzdalenost budeme povaZovat za nekone&no
#define FAR 50.0

float sdfSphere(vec3 center,
float radius,

vec3 p)
{
return length(center - p) - radius;
}
float sceneSdf (vec3 p)
{
// Podlaha je prostor mezi dvéma rovinami
float d = max(p.y, -p.y - 0.5);
d = min(d,
sdfSphere(vec3(0.0, 1.0, 0.0), 1.0, p));
d = min(d,
sdfSphere(vec3(-3.0, 0.8, 0.0), 0.8, p));
d = min(d,
sdfSphere(vec3(3.0, 1.2, 0.0), 1.2, p));
return d;
}
// ... pokragovani kédu ve vedlej3im sloupci

// Raymarchovaci funkce

// Vstupy:

// origin - polatek paprsku

// direction - smér paprsku (vektor

// normalizovany na velikost 1)
// Vystup: vzdalenost, kterou musi paprsek

// urazit, neZ narazi na kolizi nebo
// hodnota v&t3i nebo rovna neZ FAR,
// pokud do vzdalenosti FAR na Zadnou
// kolizi nenarazil.

// Nezapomeiite smyCku ukonit, pokud hodnota SDF

//
//

float raymarch(vec3 origin, vec3 direction)

{

klesne pod né&jaké
se provede prilis

epsilon nebo pokud
mnoho iteraci.

// TODO: sem doprogramujte raymarching

}
vec3 computeNormal (vec3 p)
{
const float epsilon = 0.001;
float here = sceneSdf (p);
return normalize(vec3(
sceneSdf (p + epsilon * vec3(1, 0, 0))
- here,
sceneSdf (p + epsilon * vec3(0, 1, 0))
- here,
sceneSdf (p + epsilon * vec3(0, 0, 1))
- here
));
}

// forward: normalizovanj vektor dopfedu
// uv: soufadnice pixelu v -1..1
// hfov: horizontdlni zorny thel ve stupnich
vec3 getRayDirection(vec3 forward,
vec2 uv,
float hfov)

{
// Z "forward" vygenerujeme i vektory vpravo
// a nahoru, vie normalizované a navzajem
// kolmé
vec3 right = normalize(
cross(forward,vec3(0.0, 1.0, 0.0)));
vec3 up = normalize(cross(right, forward));
// Prevedeme hfov na radidny
hfov = hfov / 180.0 * PI;
// Spo&itéame vzdalenost roviny od kamery
float dist = 1.0 / tan(hfov * 0.5);
// Pfeskalujeme "up" tak, aby byl zachovan
// pomér stran
up *= iResolution.y / iResolution.x;
vec3 ray = forward * dist + right * uv.x
+ up * uv.y;
return normalize(ray);
}
// ... pokrafovani kédu na dalsSi strénce
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void mainImage(out vec4 fragColor,
in vec2 fragCoord)

{

vec2 uv = fragCoord / iResolution.xy;
// Stfed soufadnic chceme uprostf¥ed obrazu
uv uv * 2.0 - 1.0;

vec3(0.0, 2.0, 6.0);
vec3(0.0, 1.0, 0.0);

vec3 cameraPosition
vec3 cameralookAt

vec3 rayDirection = getRayDirection(
normalize (cameralookAt - cameraPosition),
uv, 80.0);

float depth = raymarch(cameraPosition,
rayDirection);

// Soufadnice dopadu paprsku
vec3 hit cameraPosition

+ rayDirection * depth;
// Normala povrchu v bodé dopadu
vec3 normal = computeNormal(hit);

// Pfevedeme normdlu na barvu
vec3 color normal * 0.5 + 0.5;

// Dolni pravy trojihelnik obrazu
// vyplnime vizualizaci hloubky
if(uv.x > uv.y)

{

color = vec3(1.0 / depth * 2.0);

3

if (depth > FAR)
{

color = vec3(0.0);

3

// Output to screen
fragColor = vec4(color, 1.0);

}

Tento shader bude zobrazovat zaroven normalu v misté do-
padu paprsku (levy horni trojahelnik) a zaroven hloubku
(pravy dolni). Pokud je vasSe raymarchovaci funkce sprév-
né, vysledek by mél vypadat takto:

W

Ukol 2 [3b):

Naprogramujte ovladatelnou kameru pomoci mysi, viz za-
budovany vstup iMouse.xy - pozor, Ze je v pixelech a zZe
slozka y roste smérem nahoru.

Hezky styl ovladéani je, Zze se kamera pohybuje na povrchu
koule, v jejimz stfedu je bod cameralookAt a kamera miii
vzdy na néj.
Bude se vam hodit tato funkce, ktera pro zadany horizon-
talni a vertikalni ihel vrati soutradnice daného mista na
jednotkové kouli. (Uhly si miiZete predstavit jako GPS sou-
fadnice.)
// Pro misto na jednotkové kouli zadané
// pomoci @hld vrati jeho 3d soufadnice
// Vstup jsou dhly v radidnech
// Prvni tdhel je horizontdlni, druhy vertikalni
vec3 anglesToPosition(float hor, float ver)
{
return vec3(

cos(ver) * sin(hor),

sin(ver),

cos(ver) * cos(hor)

)

Gamma korekce

Jesté nez do raytraceru pfidame pocitani svétla z minulé-
ho dilu, je tifeba se zamyslet nad tim, co pocitdme a co
zobrazujeme.

Doted jsme v shaderu pocitali jen s barvou, kterou jsme p¥i-
mo zobrazovali na monitor. Néjak automaticky jsme pred-
pokladali, ze vztah mezi zobrazovanou a vnimanou svétlosti
je linearni: pokud je jedna hodnota barvy dejme tomu dva-
krat vétsi nez jina, tak ji také budeme vnimat jako dvakrat
svétlejsi. Toto pfi zobrazovani barev na monitor zhruba pla-
ti.

Lidské vnimani svétla ale linedrni neni: je citlivéjsi na niz-
ké hodnoty. Nicméné vztah mezi zobrazovanou svétlosti na
monitoru a vnimanou svétlosti je linedrni. Diivodem je, ze
samotné zobrazovani barev na monitor téz linearni neni.
Reélné mnozstvi svétla, které opousti pixel rozsviceny na
barvu i, je pfimo imérné asi i%2. Tato konstanta vyplyva
z vlastnosti starych CRT obrazovek.

Nagtésti pro lidské vidéni plati, Ze pokud do oka dopada
svétlo ¢, vnimame pfiblizné svétlost i1:0/22) | Transformace
v monitoru se tedy vyrusi s transformaci v naSich ocich
a barvy jsou tedy linearni.

Pro nas to ale znamené, Ze pokud chceme zobrazovat kon-
krétni intenzitu svétla a ne ,vnimanou“ barvu, musime
onu ,automatickou“ korekci z monitoru sami kompenzo-
vat. Proto pfed zobrazenim barvy na monitor provedeme
nasledujici umocnéni:

fragColor.rgb = pow(color, vec3(1.0/2.2));

Protoze odted v seridlu budeme pocitat jen intenzity svétla,
tuto korekci vzdy pouzivejte.

Odbocka: toto ale neni jediné misto, kde se da na nelinea-
rité vniméani svétlosti spalit. Ve hrach se jako zdroj diftzni
barvy typicky pouzivaji textury, ve kterych je tfeba fotka
néjakého povrchu. A hodnoty v takové textufe budou nej-
spis linearni vzhledem k vnimané svétlosti. Pokud je chce-
me interpretovat jako mnozstvi svétla, které néjaky povrch



odrazi, musime je pfevést tak, aby byly linedrni vzhledem
k intenzité svétla a nikoliv vnimané svétlosti. Kéd by pak
vypadal néjak takto:

2.2;

float gamma
vec3 diffuseColor = texture(diffuseMap, uv).rgb;

// Nyni je diffuseColor linearni vzhledem
// k vnimané svétlosti.

diffuseColor = pow(diffuseColor, vec3(gamma));

// Nyni je diffuseColor linedrni vzhledem
// k intenzité svétla a miZeme s nim spolitat
// osvétleni (t¥eba do proménné light)

// Nakonec opét pfevedeme na vnimané svétlosti
fragColor.rgb = pow(light, vec3(1.0 / gamma));

Gamma korekce textur neni potfeba v ramci seridlu fesit
(na rozdil od gamma korekce u vystupu).

Ukol 3 [3b]:

Implementujte do raytraceru Phongtuv osvétlovaci model
z minulého dilu seridlu. Implementujte osvétleni od slunce,
ambientni svétlo a oblohu (viz nize).

Scénu osvétlete pomoci falesného ,slunce“. Slunce se im-
plementuje tak, ze light vector i intenzita pfichoziho svétla
je stejné pro vSechny body scény (pfedpokladéame totiz, Ze
vSechny pfichozi paprsky jsou rovnobézné, tudiz ze slunce
je nekone¢né maly bod nekone¢né daleko).

Pokud jste minuly dil nefesili, pouzijte tento jednoduchy
model:

// diffuseColor - barva povrchu
// normal - (normalizovand) normédla povrchu
// lightColor - barva svétla
// lightDirection - (normalizovany) smér
// ke zdroji svétla
vec3 computeLight(vec3 diffuseColor,
vec3 normal,
vec3 lightColor,
vec3 lightDirection)

{
return diffuseColor
* max (0.0, dot(normal, lightDirection))
* lightColor;
}

Aby nebyly stiny absolutné temné, pouzijeme velmi jedno-
duchou aproximaci globalni iluminace: prosté na celou scé-
nu aplikujeme néjaké konstantni ,ambientni“ svétlo. V pra-
xi k findlni hodnoté prictete toto svétlo pronasobené aktu-
alni diftzni barvou povrchu.

Material pouZijte bud konstantni pro celou scénu, nebo jej
zkuste udélat rizny na zdkladé mista kolize paprsku se scé-
nou. Napfiklad takto lze zabarvit rovinu podlahy jinak nez
objekty na ni lezici.

Pixely, kde paprsek odletél do nekonecna, zabarvéte néja-
kym barevnym pfechodem, ktery tvoii dojem oblohy (ne-
musi byt nijak slozity, pfechod mezi dvéma barvami bohaté
staci).

Ukol 4 [2b]:
Implementujte stiny od slunce.

Bod je osvétlen sluncem pravé tehdy, kdyz mezi nim a slun-
cem nelezi zaddna ptrekazka. Jak to zjistime? Vystifelime
smérem ke slunci paprsek! Pokud do néceho narazi, mezi
bodem a sluncem je prekazka, a osvétleni od slunce neza-
poéitdme (ale ambientni svétlo ano).

Dejte pozor na to, ze pokud byste vystteliti paprsek z mista
kolize, funkce raymarch by vam ihned vratila nulu, proto-
ze v misté kolize je vzdalenostni funkce nutné mensi nez
epsilon uvniti raymarch (protoZe jeji predchozi volani se
v tomto misté zastavilo). Toto lze obejit tim, Ze vychozi
bod nového paprsku posuneme trochu smérem ,ven“ z po-
vrchu pomoci normély v tomto bodé, staci tfeba o 0.02.

Ukol 5 [3b]:
Implementujte do raytraceru zrcadlové odrazy.

Zde by se hodila rekurze, ovSem shadery rekurzi neumi,
tudiz je nutné obejit se bez ni. Také se vdm bude hodit
zabudovand funkce GLSL reflect.

Opét je tfeba vystfelit z mista kolize paprsek, tentokrat
tam, kam by se ptivodni paprsek odrazil. Téz je potfeba jeho
vychozi bod trochu posunout, tentokrat je vhodné pouzit
posunuti ve sméru nového paprsku.

Na misté kolize nového paprsku spocitejte osvétleni (klidné
i vCetné stint, ale bez dalsich vnofenych odraztl) a vysle-
dek prictéte k osvétleni ze soucasné kolize, ale vynasobeny
néjakou konstantou.

Aby scéna vypadala zajimavé, udélejte zrcadlo pouze z jed-
né koule. Zda paprsek dopadl pravé na ten spravny objekt
Ize zjistit tfeba tak, ze pro dany objekt spocitate SDF v mis-
t& dopadu, a pokud vyjde mensi nez néjaké epsilon (t¥eba
0.03), tak se misto dopadu nachézi na daném objektu. Stej-
nym postupem miiZzete rizné objekty riizné zabarvit.

Pokud nastavite smér ke slunci na normalize(vec3(0.9,
0.8, 1.0)), diftzni barvu kouli na vec3(0.5), barvu ze-
meé na vec3(0.3, 0.5, 0.3) a spekularni barvu vSeho na
vec3(0.5) a spekularni ,lesklost“ a na 8.0, vysledek pred-
chozich t¥1 tkoli by mél vypadat néjak takto:




Fraktaly podruhé

Nyni médme hotovy jednoduchy renderer SDF scény. Pojd-
me s nim néco zajimavého udélat!

V prvnim dile jsme si hrali s Mandelbrot a Julia fraktaly,
coz byly takové mnoziny komplexnich ¢isel, kde pro funkci

fe(z) =22 +¢

Jje posloupnost fc(o)» fc(fc(o))7 fc(fc(fc(o)))» ... Omezena.
Tyto fraktaly muZzeme kromé komplexnich ¢isel definovat
i pro kvaterniony, coz je rozsifeni komplexnich ¢isel na ¢tve-
fici hodnot. Kromé realné a imaginarni slozky i je v kva-
ternionech také j a k.

Dulezité je, ze i pro kvaterniony tvofi tyto mnoziny za-
jimavé obrazce. Tyto obrazce jsou sice Ctyfrozmérné, ale
miuZzeme si je promitnout do prostoru tim, ze jednu kompo-
nentu ¢tyfrozmérné pozice nastavime na nulu. Ziskame tim
jakousi 3D obdobu téchto fraktali.

K tomu, abychom se na tyto fraktaly podivali nasim raytra-
cerem, potiebujeme nékde ziskat jejich vzdalenostni funk-
ci. Néco takového nastésti existuje, nicméné neni to prava
vzdalenostni funkce, vraci totiz jen dolni odhad vzdalenosti.
To nam ale pro vykreslovani staci. Nize je kod této vzdale-
nostni funkce, zalozeny na tomto ¢lanku.b

vec4d quaternionMultiply(vec4 q, vec4d r)

{

vecd t;
t.Xx = r.xxq.x - r.y*¥q.y - r.z*xq.z - r.wxq.w;
t.y = r.x*q.y + r.y*q.x - r.zxq.w + r.w*xq.z;
t.z = r.x*q.z + r.y*q.w + r.z*¥q.X - r.w¥q.y;
t.W = r.x*q.w - r.y*q.z + r.zxq.y + r.w*q.X;
return t;
}
float lengthSquared(vecd v)
{
// dot(v, v) = v.X*vV.x + V.y*v.y
// + v.z¥v.z + v.wkv.w = length(v)~2
return dot(v, v);
}
float sdfMandelbrot(vec4 z, vecd c)
{
vec4 dz = vec4(1.0, 0.0, 0.0, 0.0);
const int iterations = 32;
for (int i = 0; i < iterations; i++)
{
dz = 2.0 * quaternionMultiply(z, dz);
z = quaternionMultiply(z, z) + c;
if (lengthSquared(z) > 256.0)
break;
}
float distance = sqrt(
lengthSquared(z) / lengthSquared(dz)
) *x 0.5 * log(lengthSquared(z));
return distance * 0.5;
}

Ukol 6 [2b]:

Vykreslete prostorovy Julia fraktal. Aby byl dobfe vidét
fraktalovity interiér, useknéte horni ptlku fraktalu rovinou.

Fraktal rozseknéte pomoci sjednoceni nebo priiniku s vhod-
nym objektem zpusobem popsanym na zacatku tohoto dilu.

Parametr z fraktidlu nastavime podle pozice v prostoru.
Dobte funguje, kdyz 3D prostor namapujete na 4D kvater-
niony prosté tak, ze prvni t¥i komponenty zkopirujete a po-
sledni komponentu nechate nulovou. Také je tfeba nastavit
parametr ¢ na néco zajimavého (pro nulu je fraktal jen kou-
le), dobfe funguje tieba vec4(-1.5,7,16.5,-6)/22.0, ale
pokuste se najit vlastni zajimavy bod.

Aby se fraktal vykresloval spolehlivé, je potfeba mirné mo-
difikovat raymarchovaci funkci. Konkrétné je tfeba zajistit,
7e se nikdy neprovede krok delsi nez 2. Jinak by fraktal mohl
byt preskocen (jeho vzdalenostni funkce nefunguje dobie,
kdy7 jste od fraktalu daleko).

Také epsilon v raymarchovaci funkci mé velky vliv na
vzhled fraktalu. Nizsi hodnoty vedou k detailnéjSimu po-
vrchu za cenu zhorseného vykonu. Vykon mizete ladit téz
pomoci poctu iteraci ve funkci fraktalu.

Pro parametry cameraPosition = vec3(0.0, 2.0, 2.0)
a cameralookAt vec3(0.0, 0.5, 0.0) afraktal se stre-

dem ve vysce 1 by mél vysledek vypadat takto:

Kuba Pelc

6 https://www.iquilezles.org/www/articles/distancefractals/distancefractals.hty
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Recepty z programatorské kucharky: Pravdépodobnost

Nahodn4 ¢isla a pravdépodobnost hraji v informatice di-
lezitou roli. KdyZ neumime pro néjakou tlohu najit algo-
ritmus, ktery je rychly i v nejhorsim pfipadé, mizeme se
spokojit s algoritmem rychlym alesponi v praméru. Nebo
naopak s algoritmem, ktery je sice vzdy rychly, ale nékdy
odpovi $patné. Casto se pfitom hodi, aby si algoritmus ,ha-
zel korunou“, tedy generoval néjaka ndhodna cisla. Tako-
vym algoritmtm se ¥ika pravdépodobnostni nebo také ran-
domizované. V této kuchatfce nahlédneme do zakladd teo-
rie pravdépodobnosti a vybudujeme ji dost na to, abychom
umeéli zkoumat jednoduché randomizované algoritmy.

Po dlouh3 staleti lidé premysleli nad pravdépodobnosti bez
toho, aby ji rozuméli matematicky. Pravdépodobnost ¢asto
neni intuitivni, a proto i slavni matematici, jako tfeba New-
ton, nékdy v tvahdch o ndhodé chybovali. Nastésti v mi-
nulém stoleti prisel rusky matematik Andrej Kolmogorov
s matematickym vysvétlenim pravdépodobnosti, které nam
dovoluje pouzit matematiku k pfemysleni o ndhodnych je-
vech, a vyhnout se tak chybam.

Jelikoz ,opravdova“ teorie pravdépodobnosti zavisi na po-
mérné pokrocilé matematice (takzvané teorii miry), vybu-
dujeme ji trochu jednodussim zptisobem. Bude vyrazné in-
tuitivnéjsi nez ta kolmogorovska, ale zvladne popsat jen ko-
necné objekty. Budeme tedy moci zkoumat kostky, karty,
algoritmy pouzivajici ndhodna ¢isla z néjakého daného roz-
sahu (t¥eba celd ¢isla od 1 do 100) a podobné. Nezvlddneme
naopak korektné uvazovat o nahodnjych realnych cislech,
nahodnych bodech v roviné a jinych nekone¢nych vécech.

Jevy a jejich pravdépodobnost

Pro zacatek si pravdépodobnost ukazeme na pfikladu: Ma-
me obycejnou hraci kostku. Pokud kostkou hodime, mutze-
me si byt jisti, Ze na ni padne ¢&slo od 1 do 6. Cislim 1 az 6
budeme fikat elementdrni jevy. Obecné, kdykoliv provede-
me né&jaky ndhodny experiment (to je tfeba hod kostkou),
vzdy nastane pravé jeden elementarni jev — v nasem piikla-
du vzdy padne jedno z Cisel 1 az 6. Kazdému elementarnimu
jevu mizeme pfiradit jeho pravdépodobnost. To je néjaké re-
alné Cislo mezi 0 nebo 1, pficemz pravdépodobnosti vsech
elementarnich jevi se se¢tou na 1. To odpovida tomu, ze
pokazdé nastane pravé jeden z elementarnich jevi — kost-
ka neztistane stat na rohu, ani nepadne jednicka a dvojka
soucasné. Prozatim tedy feknéme, ze pravdépodobnost je
funkce, ktera kazdému elementarnimu jevu pfifadi ¢islo od
0 do 1 a ze se vSsechny pravdépodobnosti se¢tou na 1.

Co kdybychom chtéli néco fici o pravdépodobnosti toho,
7ze nam padne liché ¢islo. Takovy vysledek pokusu uz neni
elementarni jev, ale mizeme ho stile z elementarnich je-
v poskladat: licha ¢isla popisSeme mnozinou elementéarnich
jevii L = {1,3,5}. Obecné mizeme za (ndhodny) jev pro-
hlasit jakoukoliv mnozinu elementarnich jevi. Pro kostku
to mize byt tfeba jev A = {5,6} (padlo asponi 5), jev ()
(ten nenastane nikdy), nebo V = {1,2,3,4,5,6} (takovyto
jev nastane vzdy).

Pravdépodobnost jevu pak mtzeme definovat jako soucet
pravdépodobnosti téch elementarnich jevt, ze kterych se
dany jev skldda. Jelikoz vSechny elementéarni jevy na kostce
maji pravdépodobnost 1/6, bude pravdépodobnost, Ze pad-
ne liché é&islo (to je nas jev L), rovna 1/6+1/6+1/6 = 3/6 =
1/2. Oznaéime-li pravdépodobnost jevu J jako P(J), vyjde
pro ostatni zminéné jevy P(A) = 2/6 = 1/3, P(0) = 0,

P(V)=1.

Jevy jsou tedy mnoziny a mtzeme o nich jako o mnozinach
mluvit. MuZeme naptiklad ¥ict, Ze jevy A a B jsou dis-
Junktni, tedy ze AN B = (). To odpovid4 tomu, Ze tyto dva
jevy nemohou nastat najednou. Naptiklad jevy ,,padlo sudé
¢islo* a ,padlo liché ¢islo“ jsou zjevné disjunktni, protoze
zadné ¢islo neni soucasné sudé a liché. Podobné jev AU B
odpovida tomu, Ze nastane jev A nebo jev B, a jev AN B
tomu, Ze nastane soucasné A a B.

Zkusme si nyni rozmyslet, Ze pro jakékoliv dva disjunktni
jevy A a B plati P(AUB) = P(A)+ P(B). Tedy pravdépo-
dobnost (disjunktniho) sjednoceni A a B je soucet pravdé-
podobnosti A a B. Toto tvrzeni plati proto, Ze jsme defino-
vali pravdépodobnosti A a B jako soucty pravdépodobnosti
elementarnich jevi v A a B. Kdyz tedy seCteme pravdépo-
dobnosti vSech elementéarnich jevii, které jsou v A, nebo
v B (ale ne v obou, protoze A a B maji prazdny prinik),
dostaneme to samé, jako kdyZ seéteme P(A) a P(B).

Princip inkluze a exkluze

Pro kazdé dvé mnoziny A a B plati |[AUB| = |A|+|B|—|AN
B|. To proto, ze do |A| + |B| jsme prvky v priniku zapoéi-
tali dvakrat, a musime tedy odecist jejich pocet, abychom
dostali spravny pocet prvki ve sjednoceni. Tomuto tvrzeni
(respektive jeho zobecnéni pro libovolny podet mnozin) se
nékdy tika princip inkluze a exkluze, Cesky by asi dalo fici
princip zahrnuti a vylouceni.

Podobné pro pravdépodobnosti se da nédhlednout rovnost
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). Vzpomeiime si,
ze pravdépodobnost jevu je souctem pravdépodobnosti ele-
mentarnich jevi, ze kterych se sklada. Pravdépodobnosti
elementérnich jevl v priniku jsme tedy v P(A) + P(B) za-
pocetli dvakrat a musime je odecist, abychom dostali prav-
dépodobnost sjednoceni. Vsimnéme si, ze pokud jsou mno-
7iny A a B disjunktni, dostaneme P(AUB) = P(A)+P(B),
jak jsme si rozmysleli pfed chvili.

Princip inkluze a exkluze je uzitecné pravidlo k pocitani
pravdépodobnosti, ale jeho hlavni sila spoc¢iva v nasledu-
jicim. Uvédomme si, ze pravdépodobnosti jsou nezaporna
Cisla. Plati tedy, ze P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) <
P(A) + P(B), protoze P(AN B) je nezaporné ¢islo. Jiny-
mi slovy pravdépodobnost toho, Zze nastane A nebo B je
nejvyse soucet pravdépodobnosti, ze nastane A, a pravdé-
podobnosti, Ze nastane B. Tomuto odhadu se fika odhad
sjednoceni (anglicky union bound) a byvéa obzvlasté pies-
ny, pokud jevy, na které ho pouzijeme, maji malé pravdépo-
dobnosti. (Radéji zminiujeme, Ze matematici slovem odhad
mini nerovnost, nikoliv néjaké ,odhadnuti od oka‘“.)

Co kdybychom ted méli sjednoceni tii jevii? Pak si to sjed-
noceni spravné uzavorkujeme! AUBUC = (AU B)UC.
Poté muzeme pouzit odhad sjednoceni na dvojice jeva.

P(AUBUC)=P(AuB)UC) < P(AUB)+ P(C)
< P(A)+ P(B)+ P(C).
Miuzeme pokracovat indukci a dokéazat, ze pravdépodobnost

sjednoceni libovolného poctu jevi je nejvysSe soucet jednot-
livych pravdépodobnosti.



Podminéna pravdépodobnost

N4&s kamarad hodil kostkou a ekl nam, ze padlo ¢islo mensi
nez 4 (padlo tedy 1, 2 nebo 3). Jaka je pravdépodobnost, Ze
padlo liché ¢islo? V tomto pfipadé neni tézké si rozmyslet,
7e spravnd odpovéd je 2/3. Ale teorie pravdépodobnosti
tak, jak jsme si ji zatim vymysleli, nAm na podobné avahy
nestaci.

Definujeme tedy podminénou pravdépodobnost. Rekneme,
7e P(A | B) je pravdépodobnost, Ze nastal jev A, pokud
uz vime, Ze nastal jev B. Cteme to obvykle ,pravdépodob-
nost A za podminky B.

Cemu by se ale méla P(A | B) rovnat? Pfedpoklddejme, ze
udéldme hodné ndhodnych experimentt. P(B) iiké, v ja-
kém zlomku z nich nastal jev B. Z nich si vybereme ty,
v nichz nastal i jev A. Ty tvor{ zlomek P(A N B) ze vSech
experimentt, takze z téch, kdy nastalo B, je to zlomek
P(AnN B)/P(B). Definujeme tedy:

P(ANDB)
P(B)
Ve zminéném piikladu dostaneme
P({1,3,5} | {1,2,3}) = P({1,3}) / P({1,2,3}),

coz se opravdu rovnd 2/3, protoze vSechny elementarni jevy
maji v naSem pripadé stejnou pravdépodobnost.

P(A|B) =

Muzeme si to také predstavit tak, ze z mnoziny vSech ele-
mentarnich jevi vyfadime ty, o nichZ vime, Ze nenasta-
ly. Zbudou nadm tedy ty elementéarni jevy, které lezi v B.
Pocitame-li pak pravdépodobnost jevu A, musime vyfaze-
né jevy smazat, tedy uvazit prinik AN B. To ovSem nesta-
Ci: vyrazenim jsme porusili pravidlo, ze pravdépodobnosti
vSech elementarnich jevi se seCte na jednicku: nyni se se-
¢tou na P(B). Proto jesté ,zménime méfitko” vydélenim
v8ech pravdépodobnosti ¢islem P(B).

Nezavislé jevy

Nyni zkusime hodit dvéma kostkami po sobé a vysledek

precist jako dvojciferné desitkové ¢islo. Elementéarnich jeva
je tedy celkem 36 jsou to ¢isla od 11 do 66. Uvazme tyto

jevy:

A = prvni éislice je 1%,

B = ,druhé dislice je 1¢,

C = ,¢islo je mensi nez 30“.
Jejich pravdépodobnosti snadno spocitdme jako P(A) =
P(B)=6/36=1/6 a P(C)=12/36 =1/3.
Predstavme si nyni, Ze vime, Ze nastal jev A, tedy padlo
jedno z ¢isel 11 az 16. Co jsme schopni Fici o tom, zda
nastal jev B? Jeho pravdépodobnost zlustava stile stejna:
1/6. Jev A ndm tedy o jevu B neddvé zédnou informaci.
Tehdy tikame, Ze jevy A a B jsou nezdvislé.
Kdybychom naopak védéli, Ze nastal jev C, pravdépodob-
nost jevu A by se zménila na 1/2, protoZe z ¢isel 11 az 26
celd polovina zaciné jednickou. Tyto jevy jsou tedy zdwislé.

Nezéavislost jevi A a B miZeme popsat pozadavkem

P(A| B) = P(A).

Dosadime-li definici podminéné pravdépodobnosti, dosta-
neme:

P(ANB)/P(B) = P(A),
éili

P(AN B) = P(A)- P(B).
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Za definici nezavislosti se vétsinou povazuje tato posledni
rovnost, protoZe funguje i pro P(B) = 0, kdy by podminé-
né pravdépodobnost nebyla vibec definovana. Také je z ni
hned vidét, Ze nezévislost je symetricka vlastnost. Dodejme
jesté, Ze samoziejmeé plati i P(B | A) = P(B).

Definovat nezavislost pro vice jevu je slozitéjsi, obecné ne-
staci Fici, ze pravdépodobnost toho, Ze nastanou soucasné,
je soucin jednotlivych pravdépodobnosti. Je potieba, aby
to platilo pro kteroukoliv podmnozinu jevi.

Nahodné proménné a stfedni hodnota

Predstavme si nyni jednoduchy pravdépodobnostni algo-
ritmus. Funkce random(z) bude vracet ndhodné celé ¢islo
z rozsahu 0 az = — 1.

1.  + random(2)
2. Pokud x = 1:
3.y <+ random(2)

Algoritmus si tedy hodi korunou (vygeneruje ndhodny bit)
a v pripadé, ze padla jednicka, hodi jesté jednou. Jak ho
pomoci teorie pravdépodobnosti popiseme? Mozné pribéhy
vypoctu mizeme popsat jako elementarni jevy. Jelikoz pro
pevny vstup (tady dokonce zddny neméme) je pribéh vy-
poctu jednoznacné uréeny hodnotami ndhodnych ¢isel, mi-
zeme Tici, elementarni jevy jsou mozné posloupnosti ndhod-
nych Cisel.

Pro nas jednoduchy program to jsou posloupnosti 0, 10 a 11.
Pfitom 0 m4 pravdépodobnost 1/2, zbylé dvé 1/4.

Co kdybychom chtéli Fici, jak dlouho nas program bézi? Pro
jednoduchost to budeme pocitat v piikazech. V nejhorsim
pripadé se provedou 3, ale kdybychom to chtéli fici presné-
ji, mohli bychom fici, Ze pro posloupnost 0 se provedou 2,
zatimco pro 10 a 11 se provedou 3. Doba béhu randomizo-
vaného algoritmu je hezkym ptikladem takzvané ndhodné
proménné, kterou ted zavedeme obecné.

KdyZ provedeme ndhodny experiment (tfeba hodime kost-
kou), nastane jeden z elementérnich jevi. Ndhodnd promén-
nd (nebo také ndhodnd veli¢ina) je jedno ¢&islo urdené tim,
ktery elementarni jev nastal. Pfikladem by mohla byt na-
hodné proménné L, ktera je 0, pokud padlo na kostce sudé
¢islo, a 1, pokud liché. Dalsim prikladem nahodné promén-
né miize byt treba ,Cislo, které padlo na kostce, umocnéné
na druhou“. Tu oznacme tfeba D.

Vsimnéte si, ze podminka, ve které figuruji ndhodné pro-
ménné, vzdy urcuje néjaky jev: mnozinu elementarnich je-
vi, pro které podminka plati. Naptiklad L = 1 plati pro
{1,3,5}, D < 10 pro {1,2,3} a D < 10 A L = 0 pro {2}.
Proto se muZzeme ptat na pravdépodobnost toho, Ze pod-
minka plati, coz se obvykle zna¢i pomoci hranatych zavorek:
P[D < 10] = P({1,2,3}) =3/6 =1/2.



Také se mizeme ptat, jakd je primérnd hodnota nahodné
proménné. Zkusme si to na proménné D z predchoziho pfi-
kladu, ale uvazujme obecné pravdépodobnosti stén kostky
P1,--.,p6 (kostka by tedy mohla byt falesnd). Pfedstavme
si, Ze hodime kostkou N-krat pro néjaké hodné velké cis-
lo N. Jednicek padne priblizné p; - N, dvojek py- N atd.,
takZe priumér proménné D vyjde:

12p1N+22p2N++62p6N
N .
To také mizeme zapsat jako

12'p1+22'p2+...—|—62'p6.

Je to tedy vazeny prtmeér, v némz roli vah hraji prav-
dépodobnosti jednotlivych moznosti. Pro poctivou kostku
(p1 =...=ps = 1/6) se z toho stane obyéejny aritmeticky
priumér s hodnotou 91/6.

Obecné mizeme definovat stredni hodnotu nadhodné pro-
ménné X (znacime E[X]) jako pramér hodnot, které pro-
ménnd prifazuje jednotlivym elementarnim jeviim, vazeny
pravdépodobnostmi téchto jevi:

B[X] = 3 X(w)- P(w)

kde suma probihé pfes vSechny elementarni jevy w a X (w)
je hodnota proménné pro elementarni jev w.

Pokud jsou hodnoty proménné celd ¢isla, nékdy je prak-
tictéjsi pro kazdou hodnotu posbirat vSechny elementarni
jevy, pro které proménna této hodnoty nabyva. Dostaneme:

E[X] =) a P[X =ad].
acl

(Nenechte se vyvést z miry tim, Ze s¢itdme nekoneéné mno-
ho ¢lenii. Pro konecny pocet elementarnich jevi je jen ko-
neéné mnoho s¢itanct nenulovych.)

Lze matematicky dokazat (byt my to zde délat nebudeme),
ze pokud zprimérujeme hodné pokusti, bude vysledek bliz-
ko E[X], a pokud budeme priimérovat vice a vice pokust,
tak se bude priblizovat (jazykem matematické analyzy: pri-
mér bude konvergovat) k E[X].

Linearita stfedni hodnoty

Jednou z dilezitych vlastnosti stfedni hodnoty je, Ze je line-
arni. Tim se mysli, Ze pro libovolné dvé nadhodné proménné
plati E[X + Y] = E[X] + E[Y] a také E[cX] = ¢ E[X]
pro kazdé ¢islo c. Uvédomte si, ze X + Y a cX jsou také
nadhodné proménné.

Predtim, nez tuto vlastnost dokdZeme poctiveé, rozmysle-
me si, ze je velmi intuitivni. Pfedstavme si, ze mame dva
randomizované algoritmy pouzivajici nahodnost. Oznac¢me
X a Y ndhodné proménné, které udavaji jejich doby béhu.
Linearita stfedni hodnoty pak fika, ze kdyz spustime X a
poté Y, bude priimérné celkova doba béhu stejna jako sou-
¢et pramérnych dob béhu jednotlivych algoritma. Podobné
pokud algoritmus dvakrat zpomalime, bude i primérné do-
ba béhu dvakrat vétsi. To neni nikterak prekvapivé.

Nyni matematicky diikaz, nejprve pro nasobeni konstantou.
Staci dosadit do definice stfedni hodnoty:

E[cX] = Z(cX)(w)-P(w) = Zc-X(w)P(w)

=c¢- Y X(w)P(w) =c-E[X].
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A ted pro soudet:
EX+Y]=) (X +Y)(w) Pw)
=) (X()+Y(w))-Pw)

=Y X(w)P(w) + Y (w)P(w)

= (ZX(w)P(w)> + <Z Y(w)P(w)>
= E[X]+ E[Y].

Radéji zdtraznime, Ze jsme nikde nepotiebovali predpo-
klddat zaddny druh nezavislosti: linearita stfedni hodnoty
funguje za vSech okolnosti.

Nyni si ukazme dva piiklady vyuziti linearity. Hazime dvé-
ma kostkami, zapisujeme dvojciferny vysledek D a ptame
se, jaka je jeho stfedni hodnota E[D]. Mohli bychom zajisté
rozebrat vSech 36 moznosti, ale existuje jednodussi cesta.
Uvézime ndhodné veli¢iny pro ¢islo na prvni kostce X a to
na druhé Y. Jisté je D = 10X + Y, takze podle linearity
E[D] = 10E[X] + E[Y]. Ovsem X a Y jsou Uplné obyéejné
hodnoty na kostkach, takze jejich stfedni hodnoty vyjdou
(1+...46)/6=7/2. Proto E[D] = (10+1)-7/2="77/2.

V druhém piikladu hodime N-krat kostkou a budeme se
ptat, kolik padlo Sestek. Oznacme tuto ndhodnou promén-
nou S. Elementarni jevy jsou posloupnosti hodti, takze jich
je 6%. Ovsem E[S] spo¢itdme snadno trikem takika kouzel-
nickym. Rozlozime S na soucet proménnych S; + ...+ Sy,
kde S; tika, kolik padlo Sestek v i-tém hodu. To je trochu
prihloupléd otézka, protoze padla bud jedna, anebo zadn4.
Ale kazdopadné se snadno spo¢ité, ze stiedni hodnota E[S;]
je 0-P[S; = 0] +1-P[S; = 1] = P[S; = 1], coz je pravdé-
podobnost, Ze v i-tém hodu padla Sestka, tedy 1/6. Proto
N/6. Z4dné piekvapeni se nekona.

Mimochodem, tato tivaha je specidlnim piipadem obec-
@ né techniky: Libovolnému jevu J miizeme pfifadit jeho
indikdtor, coz je ndhodné proménnd [, kterd nabyva hod-
noty 1, pokud jev nastane, a jinak je nulova. Vychézi pak
E[l;] = P[I; =1] = P(J).

Lemma o dZbanu

Predstavte si, ze opakované hazite kostkou, dokud nepadne
Sestka. Kolikrat v priméru hodite? Obecnéji: opakujeme
néjaky pokus, ktery se pokazdé povede s néjakou pravdé-
podobnosti p. Pokud vam to pripominé pfislovi o chozeni
se dzbanem pro vodu, jste na spravné stopé. Suchym vé-
deckym jazykem jde o tzv. stfedni hodnotu geometrického

vvvvvv

Jak to zapada do nasi teorie? Posloupnosti hodu jsou
@ elementarni jevy, pocet hodl je ndhodna proménnd a
my se ptdme na jeji stfedni hodnotu. Nenechte se prosim
znepokojit tim, Ze elementarnich jevu je nekone¢né mnoho,
s ¢imz naSe teorie nepocitala. Pohybujeme se sice na ten-
kém ledu, ale slibujeme, Ze se nepropadneme, protoze toto
nekonecno je ,,dostatecné krotké“.

Lemma tika nésledujici: Méjme dzban. Kdykoliv s nim jde-
me pro vodu, tak se jeho ucho utrhne s pravdépodobnos-
ti p, nezévisle (ve smyslu popsaném vyse) na ostatnich po-
kusech. Pak ve stfedni hodnoté ptujdeme se dzZbanem pro
vodu (1/p)-krét, nez se ucho utrhne.



Nez lemma dokazeme, rozmysleme si, co fika o nasem ¢ekani
na Sestku: Pravdépodobnost Sestky je 1/6, takze v priméru
hodime 1/(1/6) = 6-krat.

@ Nyni dtikaz: Necht U je ndhodné proménné, kterd nam
ik, pri kolikdtém pokusu se utrhlo ucho. Stfedni hod-
notu budeme chtit spocitat podle definice:

E[U] :Zi-P[U:z’].

Potiebujeme tedy znat pravdépodobnosti toho, Ze ucho se
poprvé utrhne v i-tém kroku. Pro i = 1 je to trividlni: ucho
se utrhne hned napoprvé s pravdépodobnosti p. Pro i = 2
uvazime, Ze se napoprvé neutrhlo (to ma pravdépodobnost
1 — p) a napodruhé utrhlo (tedy p). Jelikoz oba jevy jsou
nezavislé, muzeme jejich pravdépodobnosti vynasobit a do-
staneme P[U = 2] = (1 —p) - p. Pro obecné i se pii prvnich
1—1 pokusech ucho neutrhne a v i-tém pokusu utrhne, tedy
dostaneme P[U =i] = (1 —p)*~1-p.

Ted dosadime spoctené pravdépodobnosti:

o0 o0
U] = i(1—p)tp=p- S i+ 1)(1—p)".
i=1 i=0
To je néjaka nekonecna suma, u niz budeme véftit, ze se se-
¢te na konecné ¢islo (znalci analyzy mohou pouZit podilové
kriterium konvergence). Jak ji spo¢itdme?

Ozna¢me S hodnotu druhé sumy, plati tedy E[U] = pS.
Abychom lépe vidéli, co se déje, sumu si rozepiSeme:

S=1-1-p)°+2-1-p)t+3-1-p?+...

Podivejme se, co se stane po vynasobeni obou stran 1 — p:

1-p)S=1-1-p)r+21-p?2+3-1-p3+...

To se nepocita o nic lépe, ale je to docela podobné vyra-
zu pro S: v jednom pfipadé je u (1 — p)* koeficient i + 1,
v druhém i. Zkusime tedy od sebe oba vyrazy odecist:

S—(1-p)S=0-p)°+Q-p) +1-p)?+...

Levou stranu miizeme zjednodusit na pS, napravo je néjaka
geometricka fada s kvocientem 1 — p. Tabulkovy vzorecek
pro soucet geometrické fady s kvocientem ¢ Fiké, Ze ¢° +
¢t +q¢>+...=1/(1 —q). V nasem pifpadé je ¢ = 1 — p,
takze pS = 1/(1 — (1 — p)) = 1/p. My uz ovSem vime, Ze
pS je také rovnou hledané stfedni hodnoté E[U]. Hotovo.

(Mimochodem, kdyby vam vrtalo hlavou, jak se odvozuje
vzoreCek pro soucet geometrické fady, déla se to trikem vel-
mi podobnym tomu nasemu: Pokud G = ¢° +¢* + ..., pak
qG = ¢' +¢*+ ¢ +.... Opét obé fady odecteme a ziskdme
G—qG=¢"=1.Proto (1—q)G=1,atedy G =1/(1—q).)

Odbocka k hledani pivota

Lemma o dzbéanu si vyzkousime na analyze algoritmu. V tii-
dicim algoritmu Quicksort potfebujeme najit pivota, ktery
bude pfiblizné medidnem. Reknéme, Ze v setfidéném pota-
di prvktt ma pivot lezet v prostiedni tietiné. Pak by stéle
platilo, ze Quicksort pobézi v ¢ase O(nlogn). Jak ale tako-
vého pivota najit? Pomuze jednoduchy pravdépodobnostni
algoritmus: vybereme pivota nadhodné ze zadanych prvki,
spocitame, kolik prvkia je mensich a kolik vétsich, a pokud
pivot nelezi v prostfedni tfetiné, algoritmus prosté zopaku-
jeme.

7 http://mj.ucw.cz/papers/numth . pdi]
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Jeden pruchod algoritmu trvd O(n). Algoritmus muze uspét
hned v prvnim prichodu, takze v nejlepsim pripadé skonci
v linedrnim case. Také by se mohlo stat, Zze budeme mit
smilu a pokazdé vybereme minimum, a tehdy se algoritmus
nezastavi nikdy — to nas ovSem nemusi trapit, tento priibéh
algoritmu méa pravdépodobnost rovnu 0.

Ukazeme, ze prumérnd casova slozitost je také linedrni.
St¥edni hodnota ¢asu vypoctu je urcité O(n) krat stiedni
hodnota po¢tu prichodt (vSimnéte si, jak jsme zde pouzili
linearitu stfedni hodnoty). Prichod uspéje, pokud se trefi
do prostfedni ttetiny. Jelikoz vSechny prvky vybirdme se
stejnou pravdépodobnosti, nastane to s pravdépodobnosti
1/3. Podle lemmatu o dzbanu tedy musime udélat v pru-
méru 3 prichody, nez se ucho utrhne a my najdeme prvek
v prostfedni tfetiné.

@) O

Zesilovani pravdépodobnosti

Predstavme si nakonec, ze mame néjaky pravdépodobnost-
ni algoritmus, ktery vzdy dobéhne rychle, ale nezarucuje
spravny vysledek. Typickym prikladem je tfeba takzvany
Rabindv-Millertiv test prvociselnosti. Nebudeme ho vysvét-
lovat detailné, podrobnosti najdete napiiklad v Medvédo-
vych Algoritmech okolo teorie ¢isel.” Diilezité ale je, Ze se
chova takto: Dame-li mu na vstupu prvocislo, vzdy spravné
odpovi ,,ANO, je to prvocislo.“ Slozené ¢islo odhali s pravdé-
podobnosti aspon 1/2: pokud mu ho dame, odpovi s prav-
dépodobnosti alespoil 1/2 NE, jinak ANO.

Poloviéni pravdépodobnost chyby nezni moc uzitec¢né, ale
muzeme ji snadno vylepsit tim, Ze algoritmus k-krat zo-
pakujeme. Cislo budeme povazovat za prvoéislo jen tehdy,
kdyZ se na tom shodlo vSech k opakovani algoritmu.

Jaké je nyni pravdépodobnost chyby? Pokud je ¢islo doo-
pravdy prvocislem, pokazdé to zjistime spravné, takze cel-
kové odpovime ANO. Pokud je slozené, odpovédéli bychom
spatné (tedy ANO) jen tehdy, kdyby se kazdé z k spusténi
algoritmu zmylilo. Jelikoz tato selhani jsou navzajem neza-
visld (algoritmus si pokazdé vygeneruje nova ndhodna ¢isla
nezavisle na téch ptedchozich), pravdépodobnost k selhani
je nejvys (1/2)F = 1/2%. Uz pro k = 10 je to méné nez
1/1000.

Tomuto triku se ¥iké zesilovdni pravdépodobnosti (anglicky
probability amplification). Zatim jsme ho pouzili pro stlace-
ni pravdépodobnosti chyby pod libovolné nizkou (ale klad-
nou) konstantu. Nékdy se ovSem hodi umét vic.

Co kdybychom na prvociselnost testovali N ¢isel? S pavod-
nim Rabinovym-Millerovym testem bychom se mylili v pri-
mérné N/2 piipadech (pokud by vSechna ¢isla byla sloZend).
Pokud bychom chtéli stlacit primérny pocet chyb pod kon-
stantu (feknéme pod 1), museli bychom pravdépodobnost
chyby v jednom testu stlacit pod 1/N. Toho dosdhneme,
pokud zvolime k£ > logy N. Tim jsme algoritmus asympto-
ticky zpomalili (O(log NV)-krat), ale to je pomérné mala ce-
na za tak podstatné sniZeni chybovosti. Dalsi zvétsovani k
snizuje chybovost exponencialné: uz pro k = 2log, N vyjde
pravdépodobnost chyby 1/N2.


http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf
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Par slov zavérem

Pokud se chcete dozvédét o pravdépodobnosti vice, mtzeme
viele doporucit skvélé prednasky z Harvardu. Jejich video-
zéznamy jsou dostupné na YouTube.®

A7 si nékdy budete ¢ist o pravdépodobnosti, nejspis se se-
tkate s axiomy pravdépodobnosti zavedenymi jinak, nez jak
jsme je zavedli my. Ty nase kuchafkové jsou intuitivnéj-
§i, ale bohuzel se nedaji jednoduse zobecnit na nekonec¢né

mnoziny. O ,plnotuénych“ Kolmogorovych axiomech prav-
dépodobnosti se miizete docist ve Wikipedii.”

Dalsi jednoduché randomizované algoritmy a datové struk-
tury najdete v knizce Priivodce labyrintem algoritmi.! In-
spirovat vas také miize serial z 16. ro¢niku KSP.!!

Pokud by vam i tak néco nebylo jasné, ptejte se na nasem
féru.

Martin ,Medvéd“ Mares & Jakub Tétek

8 https://www.youtube.com/playlist?1ist=PL2S0U6wwxBOuwwHS80KTQ6ht66KWxbzTId

https://en.wikipedia.org/wiki/Probability_axiomg

http://pruvodce.ucw.cz/|

https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/16/|

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
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E-mail:

sp @mff.cuni.c

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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