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Ukéazeme jesté jednu konstrukei diikazu k nejkratsi cesté. Za
inspiraci dékujeme Honzovi Kotovskému, Jirkovi Kvapilovi
a Kristyné Petrlikové.

Jelikoz délky hran jsou nezaporné, mtizeme vzdalenosti po-
¢itat Dijkstrovym algoritmem. V ném nas ale brzdi vybér
minima, takze i s tou nejlepsi Fibonacciho haldou pobézi
v ¢ase ©(m + nlogn).

My si proto v diikazu nechdme napovédét, v jakém poia-
di Dijkstriv algoritmus zavira vrcholy. Pak stac¢i kontrolo-
vat, ze jsme kazdy vrchol zavteli pravé jednou, ze spocitané
vzdalenosti vrcholid v poradi zavirani tvori neklesajici po-
sloupnost a Ze zavienym vrcholtim se vzdalenost uz nemeéni.

Jelikoz jediné, co na Dijkstrové algoritmu neni linedrni, je
prace s haldou, dokdzeme pomoci diikazu Dijkstru odsimu-
lovat v linearnim case.

Nakonec dodejme, ze v zadani zminéné ohodnoceni hran
prirozenyms ¢isly mélo dovolovat i nulové hrany. Le¢ moc
snadno se zapomind na to, Ze stfedoskolska ,definice* ¢isel
nepovazuje nulu za prirozené ¢islo — na rozdil od znacéné
¢asti matematikl a informatikd (pozor na to!). Proto jsme
vam odpoustéli, kdyz vase dikazové systémy selhavaly na
nulovych hranach, a zejména cyklech ze samych nulovych
hran.
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Co s tim?

Jako u kazdé ulohy za¢neme tim, ze se podivame na
W1l zadani. Ouha, ale tady Zadné zadani neni! Je tu jen
odkaz na odevzdavatko, tak nemame jinou moznost nez se
tam podivat. Stadhneme si zadani prvniho vstupu a ziskame:
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V ptipadé, Ze stale nevime, co mame délat, tak se miizeme
pokusit odevzdat tieba 42. Ale ne, to nefunguje! Odevzda-
vatko nam ovSem poskytnulo hlasku Oznageni ’4’ neni
validni identifikdtor vrcholu. Vime tedy, Ze feSime
grafovou ulohu.

Co ale jsou tedy validni oznaceni vrchold, kdyz ¢isla nefun-
guji? Po chvili testovani zjistime, ze validni oznaceni jsou A
az I. Pii tom také dostavame hlasky typu Vrcholy D E G
H I nejsou pokryté.

Jak ale pokryt vsechny vrcholy? Kdyz napiSeme A B C D E
F G H I, tak dostaneme potfad stejnou hlasku. Evidentné
se tedy Cast vstupu za mezerou viibec nevyhodnocuje. Vy-
piSeme vrcholy bez mezery. Tentokrat uz dostaneme o tros-

ku vice bodl doprovazenych hlaskou: Vybral jsi p¥ilis
mnoho vrchold. Vime tedy, ze fesime grafovou tlohu na
vrcholech A az I. Mame vybrat co nejméné vrcholid tak aby
bylo néco néjak pokryté.

Pojdme se podrobnéji podivat na vstup. Pro kazdy vrchol
je tu jeden fadek. Na ném je seznam dalSich vrcholi. Z toho
tedy mizeme usoudit, Ze se jedna o sousedy daného vrcholu.
Pojdme si tedy tento graf nakreslit. Pfi tom si vSimneme,
Ze se jedna o neorientovany graf.

Kdyz vybereme vrcholy AB, tak ndm odevzdéavéatko odpovi,
ze nepokryté vrcholy jsou DEHI:

Z obréazku si snadno vSimneme, Ze pokryté vrcholy jsou ty,
co maji od vybranych vrchold vzdalenost < 1. Tim uz tedy
vime, co po nés zadani chce. Snadno tedy najdeme feSeni
BE.

Po odevzdéni ale stdle neméame cely bod. Odevzdavatko se
nam nicméné snazi fict, ze tiloha jesté pokracuje. Pokusime
se tedy za BE pripsat tieba 42. Hlaska se sice nezméni, ale
uz mame o 0.05 bodu vice. PfipiSeme tedy jesté tfeba 13. To
se ale odevzdavatku moc nelibi: Ret&zec ’13’ neni va-
lidni oznaeni vrcholu. NapiSeme tedy misto toho tie-
ba A. OvSem Vrchol A nesousedi se startem. Pomoci
dalsich submitii zjistime, Ze se startem sousedi pouze vr-
choly BCF. Startem tedy musi byt A.

Kdyz odevzdavatku pfedhodime vrchol sousedici se startem
(napf. B), tak nam fekne: Skon&il jsi ve vrcholu B.
Mozna tvlij vstup kon&i moc brzy. Dopiseme tedy né-
jaky vrchol sousedici s B. To ale nefunguje: Ret&zec ’C’
obsahuje nepovoleny znak. Povolené znaky jsou jen
J+) a )

Zkusime tedy +. Tim ziskdme: Skonéil jsi ve vrcholu
G. MoZna tvhij vstup kon&i moc brzy. Pii odevzdani -
se dostaneme do vrcholu C. V§imneme si, Ze se jedna o sou-
sedni vrcholy nami oznaceného vrcholu B. Nejspise tedy
popisujeme néjakymi instrukcemi pohyb po grafu. Jelikoz
puvodni hlaska si stézovala na nepovoleny znak v Tetézci,
tak vyzkousime tfeba i +-. Zde také ale moc nepochodi-
me: Kombinace + a - v jednom fetézci neni dovole-
na. Ale i kdyZ odevzdame tieba ++ nebo --, tak na tom
nejsme o moc lépe: Retézec ++ ve vrcholu B neni za-
psany nejkrat$i moZnosti.

Odevzdavatko nam ale tvrdi, ze vstup kon¢i moc brzy, co te-
dy tifeba napsat B + +7 Instrukce + ve vrcholu G smé&-
fuje zpét. Otacet se do protisméru je ale zakaza-
né. No jo, z vrcholu G ale preci jind hrana nez zpét neni.
Tudy cesta tedy asi nevede.

Pojdme tedy pres vrchol C pomoci instrukei B - -. Tim se
dostaneme do vrcholu A. Pfi odevzdani B - + jsme tedy ve



vrcholu D. Kazdym slovem tedy vybirame jeden ze soused-
nich vrcholt aktualniho vrcholu. Ale podle jakého pravidla?

-----

rou jsme zatim nevyuzili. U kazdého vrcholu vyjmenovava
sousedy v urCitém poradi. VSimneme si tedy, ze znak + nas
posouva v tomto seznamu smérem doprava od vrcholu, ku-
dy jsme pfisli a znak - nas posouva smérem doleva. Seznam
uvazujeme jako cyklicky. Jak se ale dostat do vrcholu, co
nesousedi s tim, kudy jsme pfisli? K tomu uz vyuZijeme
nékolik znamének za sebou. Napiiklad z vrcholu D, pfi pri-
chodu z C, se dostaneme do vrcholu E pomoci ++, a nebo
dokonce i --.

Daéle také odhadneme, Ze se snazime dostat do posledniho
vrcholu na vstupu, tedy I. Mozna cesta tedy je F — ++.
Bodi uz sice mame jiz o dalsi trosku vice, takze jsme cil
nejspis nasli, ale i tak neméme vyhrano: Prosel jsi za-
kdzanym vrcholem E. Nesmime tedy chodit pfes vrcholy,
které jsme vybrali v prvni ¢asti tkolu. Mizeme vyuzit ces-
tu F + -. Nyni si ale odevzdavatko za¢ne stézovat na cislo
42, které ve vystupu stale odevzdavame i kdyz nevime, co
vlastné znamenéa. Nahradime ho tedy odevzdavatkem napo-
vézenou 4. Dale mtizeme pracovat s hypotézou, ze se jedné
0 pocet vrchold na nami popsané cesté.

Podivame se na druhy vstup a pokusime se ho vyftesit stej-
nym zpisobem.
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Najdeme tedy pokryti pomoci tii vrcholi BFH a pak i nej-
kratsi trasu z A do L pfes vrchol E. Odevzdame tedy BHF
3 E --. Odevzdavatko ndm ale tvrdi, Ze nebezpecnost 3
neni dobfe a ma byt 5. Po nahrazeni vsak stale nemame
vyhrano: Tvoje cesta neni nejbezpelné&jsi.

Co ted s tim? Pojdme zvolit druhou z moZnych cest, tedy
4 C - -. Zde jiz odevzdavatko nebude mit dalsi stiznosti.

Pomoci dalsich vstupi pak vykoukdme, Ze nebezpecnost
znaci pocet vybranych vrchold, které sousedi s vrcholy po
cesté (v pripadé, Ze jeden vybrany vrchol bude sousedni
vicekrat, tak ho pocitdme také nékolikrat).

Algoritmus

Na prvnich par vstupech jsme zjistili, co po néas vlastné
zadani chce. Na dalsi vstupy jiz ovSem nemame neomezeny

¢as a navic narustd pocet vrcholl, z nichz se graf sklada.
Proto df¥iv nebo pozdéji bude potieba cely kol prenechat
pocitaci.

Nejprve mizeme sepsat néjaky ,hloupy“ algoritmus. Pro-
jdeme vSechny podmnoziny vrcholt a pro kazdou zjistime,
jestli se jedna o validni vybér. Jako vysledek pak vypiSeme
tu nejlepsi validni moznost.

Jelikoz vrcholi je ve vstupu pomérné mélo, mtizeme pro re-
prezentaci mnozin vrcholti pouzit bitové masky. Tedy kaz-
dému vrcholu pfifadime jednu cifru v dvojkovém zéapisu ¢is-
la. Kdyz je na dané pozici 1, tak je dany vrchol soucasti
mnoziny.

Prochazet pres vsechny podmnoziny lze pak jednoduse —
sta¢i projit véechna ¢isla od 0 do 2V — 1. Pojdme jesté
elegantné vytesit zjistovani, zda se jedna o validni vybér
vrchold. Pro kazdy vrchol si predpfipravime bitmasku jeho
sousedu véetné vrcholu samotného. Pak staci probrat vSech-
ny vybrané vrcholy a spocitat bitovy or jejich bitmasek.
Jestlize vysledek obsahuje vSechny vrcholy (tedy se rovna
2NV — 1), mame validni vybér.

Najit trasu pak jiz neni problém. Pro kazdy vrchol si nejpr-
ve spocitdme pocet vybranych sousedii. A pak na grafu ne-
vybranych vrcholt spustime Dijkstrav algoritmus, pfi¢emz
délka orientované hrany bude odpovidat poctu sousedi ci-
lového vrcholu. Tim ziskdme i vyslednou trasu. Zbyva tedy
jen vypisovat vystup ve spravném formatu.

Timto algoritmem vyfeSime nékolik vstupli, ovSem na dal-
Sich narazime na dva problémy:

® Vstup zacne obsahovat kromé velkych i maléd pismena. To
staci vytesit mensi ipravou vstupu a vystupu algoritmu.

e Nas algoritmus bude moc pomaly. V ¢asovém limitu se
ani zdaleka vysledku nepriblizi.

Nejveétsi brzdou naseho algoritmu je hledani nejmensiho po-
kryti — to je exponencidlné pomalé, zatimco nalezeni cesty
stihneme v éase O((M + N)-log N). Jenze nejmensi pokryti
patfi mezi zndmé NP-tiplné problémy, takze spis nez poly-
nomialni algoritmus chceme hledat rychlejsi exponencialni.
O to se pokusime ve zbytku feSeni.

Mnoziny podle velikosti

Nejmensi pokryti zatim hleddme velmi primitivné: zkousi-
me vSechny podmnoziny vrcholti, pro kazdou z nich otestu-
jeme, jestli pokryva vsechny ostatni vrcholy, a udrzujeme
si prubézné minimum.

D4 se ovSem tusit, ze optimélni pokryti nebude moc velké
— naptiklad nemtze obsahovat vic nez polovinu vrcholt.
Proto se vyplati podmnoziny zkouset od nejmensich. Pak
se muzeme zastavit, jakmile najdeme prvni podmnozinu,
ktera pokryva vsechny vrcholy.

Podmnoziny budeme opét kédovat posloupnostmi nul a jed-
nic¢ek. Pro kazdou velikost budeme prochazet vSechny pod-
mnoziny dané velikosti v lexikografickém potradi kédu. Na-
priklad 3-prvkové podmnoziny 5-prvkové mnoziny uspora-
dame takto:

00111

01011

01101

01110

10011

10101

10110


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy

11001
11010
11100

Obecné pro k-prvkové podmnoziny n-prvkové mnoziny bu-
de lexikograficky nejmensi kéd 0" ~*1* a nejvétsi 1#0m—*,
Chceme-li najit lexikografického naslednika néjaké podmno-
ziny, najdeme od konce kédu nejdelsi souvisly tsek nul a
pfed nim nejdelsi souvisly tsek jednicek. Pfed jednicka-
mi musi byt zase nula (pokud by tam uZ nic nebylo, pod-
mnozina byla posledni v poradi). Kéd tedy musi mit tvar
K = a01%07 pro néjaky prefix a a éisla i > 0, j > 0.
Dokézeme, ze hledanym naslednikem je K’ = 107 +t11:1,
Jisté je K’ > K, takze zbyva dokazat, ze mezi K a K’ nelezi
zadny dalsi kéd. Jak by mohl vypadat? V prefixu « se lisit
nemize (to by byl budto mensi nez K nebo vétsi nez K').
7 kéda, které za o maji 0, je K nejvétsi, takze kazdy vetsi
kéd tam musi mit 1. Ale z takovych kédt je K’ nejmensi.
K nalezeni néslednika tedy stac¢i odpocitat nuly a jednicky
od konce, coz jisté stihneme v ¢ase O(n). (Dodejme, Ze na
rozdil od vyjmenovani vSech podmnozin pficitdnim jednic-
ky se zde nic nezamortizuje — hezky je to vidét na k = 1.)
Mimochodem, pokud podmnoziny kédujeme bitovymi mas-
kami, da se naslednik masky x spocitat nasledujici posloup-
nosti bitovych operaci. Diikaz nechavame na &tenaii @

a=x-1

b=(| a +1
c=(x"a +1

x=Db | (((x " Db) /c) > 1)

Orezavani rekurze

Probirdni mnozin podle velikosti vyfesi vétsinu vstupi, ale
ty nejvétsi ne. Zkoumané mnoziny proto omezime jesté vic.

Mnoziny budeme prohledavat rekurzivné, v i-tém kroku se
budeme rozhodovat, jestli do mnoziny pridame i-ty vrchol.
Rekurze je tedy popsand binadrnim stromem hloubky N,
ktery v i-tém patfe rozhoduje o i-tém vrcholu.

Béhem rekurzivniho prichodu si kromé mnoziny vybranych
vrchold budeme prubézné pocitat i mnozinu jiz vyresenych
vrchold (vrchold ve vzdalenosti nejvyse 1 od vybranych).
Pti pfidani vrcholu do mnoziny vybranych vzdy pridame
jak tento vrchol, tak jeho sousedy do mnoziny vytesenych
(pomoci bitového oru). Jakmile jsou vyfeSené vSechny vr-
choly, aktualizujeme pribézné minimum a tuto vétev re-
kurze ukoncime.

Udrzovani obou mnozin ndm umozni tyto optimalizace:

® Pokud by pfidanim vrcholu do mnoziny vybranych ne-
pribyl Zadny vrchol do mnoziny vyresenych, nemé smysl
tuto vétev prohledavat.

e Jakmile velikost vybrané mnoziny dosahne velikosti za-
tim nejlepsiho pokryti, také miizeme tuto vétev preskodit,
protoZe v ni mensi pokryti nebude. (Této technice se Fiké
branch and bound.)

S timto algoritmem je jiz mozné vytesit vSechny vstupy.

Program (C):
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Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|

K
BN matfyz
|4

E-mail:

sp @mff.cuni.c

-3 -

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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