Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

35. ro¢nik KSP

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam druhé ¢islo hlavni kategorie 35. roéniku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Také na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka

témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,
za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial na linedrni algebru.

Autorskéa feseni tloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nés pak pfi opravo-
véani napadnou néjaké komentare k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez pfijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely roc¢nik (hlavni kategorie) alespori 50 % bodd. Za
letosni rok ptjde ziskat maximélné 300 bodt, takze hranice pro tspésné fesitele je 150.
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté
série, pata uz bude moc pozdé. Také kazdému Tesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi
prekvapeni.

Termin série: 18. prosince 2022 ve 32:00 (tedy dalsi rdno v 8:00)

Odevzdavani: Pies web na adrese fittps: //ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/|

Listopad 2022

Znacky dloh: () Lehdi tloha (i jeji ¢ast) vhodna pro zacatecniky

Praktickd open-data tiloha

é’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialova uloha

Odména série:

Sladkou odménu si vyslouZi ten, kdo ziska z této série alespon 42 bodi.

Druha série tficatého patého roéniku KSP

35-2-1 Kde je Dan? 11 bodua

Na poustfedéni KSH se hréala seznamovaci hra, pii které
W1l stalo nékolik Gcastnikt a organizatort v krouzku. Ten,
kdo byl na fadé, se podival na lidi na druhé strané krouz-
ku a fekl jejich jména. Uz si bohuzel nikdo nepamatuje,
kde kdo z ticastniki stal, ale vime, na kterych pozicich stal
nékdo z organizatori. Zaroven si také pamatujeme, kolik
organizatorti pojmenoval Dan, kdyz byl na fadé. Zajima-
lo by nas, kde vsude mohl Dan stat, kdyz predpokladame,
7e pojmenoval vSechny lidi spravné.

V krouzku stalo N lidi a M z nich bylo organizatort. Pozi-
ce v krouzku jsou o¢islovany po sméru hodinovych rucicek
¢isly 1 az N tak, ze pozice ¢ a i+ 1 jsou vedle sebe, a zaroven
pozice 1 je vedle pozice N. Clovék na tahu vzdy pojmeno-
véaval K lidi, ktefi stali pfimo proti nému.

Slibujeme, ze:

e M < N - organizatofi tvori vyraznou mensinu ze vsech
lidi

e N bude vzdy sudé

e K bude vzdy liché

® ataké K < N

Tedy lidé naproti Danovi jsou vzdy jednozna¢né urceni — je
to ten pfimo naproti Danovi (tedy takovy ¢lovek, Ze jejich
pozice se lisi pravé o N/2) a dale (K — 1)/2 lidi napravo
i nalevo od tohoto ¢lovéka.

Vime, Ze mezi témi K lidmi, ktefi stali naproti Danovi, bylo
X organizatori.

Na kolika moznych pozicich mohl Dan stat? Uz si ani nepa-
matujeme, jestli jsme Dana pocitali mezi organizatory nebo
ne, takze berte v potaz obé moznosti.

Pocet lidi v krouzku (a tedy i vyslednych moZnosti) muze
byt opravdu velky, a proto bude v nékterych jazycich zapo-
tfebi pouzit 64-bitového datového typu (v C++ je to long
long int). Pokud programujete v Pythonu, pak toto fesit
nemusite.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku jsou ¢isla N, M, K a X
oddélenad mezerou. Na druhém fadku nasleduje M ¢isel po-
pisujicich, na kterych pozicich stali organizatofi. Indexuje-
me od jedné.

Formdt vystupu: Jediné ¢islo, a to pocet pozic, na kterych
mohl Dan stat, aby naproti nému bylo X organizatori.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

6 332 3
263

35-2-2 Zapisky z prednasky 12 bodu

@ Jirka jel prednaset na Krutou Smr$t Pfednasek (viz
https://ksp.mff.cuni.cz/viz/smrst, jste také zva-
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ni!). Povidal o datové struktufe jménem bindrni halda (mezi
prateli obéas jen halda). Ta reprezentuje néjakou mnozZinu
Cisel a umoznuje nam vkladat do ni nové cislo, ptat se na
nejmensi ¢islo v ni a nasledné ho odebrat.

Haldu si mtzeme prestavit jako zakorenény strom. V kaz-
dém vrcholu je ulozené jedno ¢islo, pricemz plati, ze je vzdy
mensi nebo stejné velké nez ¢isla v jeho potomcich. Jedna se
o bindrni vyvazeny strom, tedy vSechny vrcholy maji nejvy-
Se dva potomky, a ti, co maji méné nez dva, lezi v nejhlubsi
nebo druhé nejhlubsi hladiné.

Haldu mtizeme snadno reprezentovat pomoci jednoho pole.
Jeji kofen lezi na indexu 1 a potomci vrcholu na indexu i lezi
na indexech 2¢ a 2¢ + 1. Pokud jste jesté Jirkovu prednés-
ku neabsolvovali, miiZzete se vice o haldach dozvédét v nasi
kuchaice.!

Dan Jirkovu prednasku poctivé absolvoval, a dokonce si
z ni délal poznamky toho, co bylo na tabuli. Ma& tam na-
kreslenou haldu, na které Jirka nésledné ukazoval operaci
nalezeni a odstranéni nejmensiho ¢isla. Na prednésce Jirka
opakoval tuto operaci nékolikrat po sobé a Dan si zapiso-
val, jaké ¢islo pfi kazdé operaci odebral. OvSem nyni se Dan
diva na zapisky a nemtze precist K-té odebrané ¢islo.

Pomozte Danovi pouze za pomoci puvodni haldy zadané
v poli zjistit, které ¢islo bylo odebrano jako K-té. Muzete
predpokladat, ze K je fadové mensi nez pocet prvka pu-
vodni haldy N. Slozitost svych algoritmt tedy muzete od-
hadovat nejenom pomoci N, ale i K. Muzete predpokladat,
ze pole reprezentujici haldu jiz mate nactené v paméti.

Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

10 bodu

35-2-3 Hrosi Santa

Kubovi se na botanické burze podafilo sehnat vzacnou
m1l santu hrosi (Nepeta hippopotamis). Traduje se, ze od-
var z jejich listti pomaha zklidnit mysl a odbourava stres.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/haldy-a-cesty
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Kuba vi, ze takova hrosi Santa se ma spravné zalévat pravé
K litry vody. On mé ale k dispozici pouze dva dzbany s ka-
pacitami A a B litra. Pro libovolny z téchto dzbantu Kuba
mize v jednu chvili provést jednu z nasledujicich akei:

® naplnit jej az po okraj,

e cely ho vylit,

e prelit ho do druhého dzbanu, dokud druhy dzban nebude
plny, nebo dokud v prvnim nedojde voda.

Poradte Kubovi, jak méa vodu prelévat, aby mu zbylo K lit-
ru vody v jedné z nadob. Kuba by se ale nerad moc nadrel,
proto najdéte nejkratsi posloupnost akci, ktera tohle spl-
fiuje. Slibujeme, Ze takova posloupnost existuje. Toto je
praktickd open-data tloha. V odevzdavacim systému si ne-
chate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné vystupy.
Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku jsou dvé ¢isla A, B od-
délend mezerou, predstavujici kapacitu obou dzbanu. Sli-
bujeme, ze A # B. Na druhém fadku se nachéazi ¢islo K
s cilovym objemem vody v jedné z nadob.

Formdt vystupu: Na prvni fadek vypiste pocet akci, potom
vypiste popis jednotlivych akci. Kazdou akci vypiste jako
jeden ze znakt AaBb<>: A znamend naplnéni prvniho zada-
ného dzbanu vodou, B je naplnéni toho druhého. Znak a je
pokyn k vyliti prvniho dzbanu, b k vyliti druhého. Znak >
prelije prvni dzban do druhého a < naopak.

Vystup muzete jakoliv odfadkovavat a prokladat mezerami.
(AvSak na prvnim Ffaddku vypiSte jen pocet akci.)

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy viystup:

4 11 10

5 A >A> A
>b
>A>

35-2-4 Kaminky 12 bodu

Tti dobrodruhové, Bojovnik Khebir, zlodéj Srunvor a kou-
zelnice Preslana, se po porazce draka vratili do své oblibené
hospody U Hrocha, aby doplnili sily.

O &)
T
Q=

U

Khebir uvidél v rohu tajemného poutnika v képi, kolem
kterého se shromazdila kupa vesni¢anti. S vesni¢any hral
nasledujici hru: Tajemny poutnik nejprve nasklada barev-
né kaminky do fady. Poté vesnican muze vzdy zvolit dvojici
stejné barevnych kaminkd vedle sebe, které tajemny pout-
nik vrati zpatky do pytliku. Vesni¢an voli dvojice, dokud
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bud nejsou vSechny kaminky v pytliku, v takovém pripadé
vyhraje vesni¢an, nebo neexistuje dvojice sousednich ka-
minkt se stejnou barvou, v takovém ptipadé vyhrava pout-
nik.

Khebir se uz uz chtél vsadit a pustit do hry, jenze Preslana
ho zastavila, protoze si mysli, ze Khebir nemutze vyhrat.
Pomtzete jejich spor rozseknout?

Pro zadanou posloupnost barevnych kaminkt najdéte algo-
ritmus, ktery nam fekne, zdali vyhrat lze, nebo ne, a pfi-
padné jak.

Naptiklad pro radu kamink? éerveny, modry, modry a cer-
veny stacéi nejprve vybrat dva modré vedle sebe a poté dva
cervené, které se k sobé nové dostanou, a hru tak vyhrat
Ize. Ale naopak pro fadu zeleny, cerveny, modry, modry,
zeleny, cerveny sice mizeme na zacatku vybrat dva modré
kaminky vedle sebe, ale ani po jejich odstranéni nevznik-
ne zadné dalsi stejné barevna dvojice vedle sebe a hru tak
prohrajeme.

Toto je teoretickéd tiloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

10 bodu

35-2-X1 Oblazky

Toto je bonusovd uloha pro zkusenejsi resitele, téZsi
@ nez ostatni ulohy v této sérii. Neziskdte za ni klasic-
ké body, nybrz dobry pocit, Ze jste zdolali néco vyjimecného.
Kromé toho za sprdvné teseni dostanete specidlni odménu a
body se vam zapocitaji do samostatnych vysledki KSP-X.

Nasledugict uloha navazuje na tlohu 35-2-4

Preslana obvinila tajemného poutnika z toho, ze kaminky
jsou rozdané tak, ze vzdy vyhraje tajemny poutnik. Ta-
jemny poutnik se proto rozhodl, ze zméni pravidla — misto
toho, aby se vybiraly dvojice stejné barevnych sousednich
kaminkt, nyni Ize vybrat dvojice nebo trojice stejné barev-
nych sousednich kaminki. Preslanu by zajimalo, jestli jde
hru vyhrat s novymi pravidly. Pomtzete ji s tim?

Pro zadanou posloupnost barevnych kaminkt najdéte algo-
ritmus, ktery ndm fekne, zdali vyhrat lze, nebo ne, a pri-
padné jak.

15 bodu

35-2-S Linearni zobrazeni

Q Prdveé ctete druhy dil seridlu. Pokud jste neresili ten
prong, pro pochopeni ndsledujicich odstavci je vhod-

né si jej prinejmensim precist. Ulohy z néj je stale mozZné

odevzddvat za polovinu bodii.

V tomto dilu se podivame na linearni zobrazeni, kterd nadm

umozni matematicky popsat transformace obrazkt. Uvahy
o nich nas posléze zavedou k maticim.

Vsechny tlohy z tohoto seridlu odevzdavejte dohromady
v jednom zazipovaném archivu. Termin odevzdani je shod-
ny s terminem pro druhou sérii. Poté lze odevzdavat za
snizeny pocet bodt az do konce ro¢niku.

Zobrazeni

Budeme zkoumat transformace nasledujiciho obrazku:

To

MuzZeme si predstavit, ze se obrazek skladd z mnoha bo-
dt. Kazdy z téchto bodt budeme interpretovat jako vektor.
Chceme-li popsat urc¢itou transformaci obrazku, musime fi-
ci, kam se kazdy z téchto vektorti ma presunout.

Zobrazent pro nas bude funkce f, kterd jako argument do-
stane vektor x v ptivodnim obrazku a pfevede jej na vek-
tor f(x) v transformovaném obrazku.

Takovych zobrazeni existuje fira, vétSina z nich obrazek
zdeformuje k nepoznéni. Nas budou zajimat jen néktera
z nich, takzvana linedrni zobrazend.

V minulém dilu jsme nahlédli, ze prostor R¢ je uzavreny na
soucet a nasobeni skalarem. Od linearniho zobrazeni bu-
deme pozadovat néco podobného, konkrétné budeme chtit,
aby pro vSechny vektory x, y a skalary a platilo:

fx+y)=f(x)+ f(y)
flax) = af(x)

Tyto vlastnosti spliiuji zobrazeni, ktera obrazek otadi, zrca-
dlové prevraci nebo v nékterych smérech roztahuji, pripad-
né kombinuji vice téchto operaci. Podivejte se na nasledujici
priklady zobrazeni a rozmyslete si, ze tomu tak skutecné je.

42
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Ukol 1- Nelinearni zobrazeni [2b]:

Najdéte pifklad zobrazeni v R?, které neni linearni. Ide-
alné takové, jehoz chovani lze popsat slovy, nikoliv pou-
ze funkénim predpisem. Nelinearitu ukazte na konkrétnich
dvou vektorech, respektive vektoru a skalaru.

Baze

Nyni na chvili odbo¢me a vratme se k minulému dilu, kde
jsme zkoumali generatory. Zjistili jsme, ze kdyz jsou linear-
né zavislé, pak lze nékteré z nich odebrat a jejich linearni
obal se nezméni. To je obcas nepraktické, proto od nich
mnohdy nezavislost budeme pozadovat.

Jsou-li generdtory prostoru U linedrné nezavislé, fekneme,
7e tvori bazi prostoru U. Poté lze kazdy vektor v € U vyja-
dfit jako linedrni kombinaci bazickych vektort diky tomu,
ze generuji prostor U. Tato linearni kombinace je navic jed-
noznac¢né, nebot jsou linedrné nezavislé.

Jednu moznou bézi prostoru RY tvoi jednotkové vektory,
které jsme jiz zminili minule. Ted se ndm bude hodit za-
vést pro né znaceni: Jednotkovy vektor, ktery ma jednicku
na i-té pozici, budeme znacit e;. Dimenzi vektoru nijak ne-
udévame, odvodime ji z kontextu. Napiiklad v R® by byl
vektor ey roven (0,1,0) .


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo

Béze slozena z jednotkovych vektort se nazyva kanonic-
kd. Vyjadiit vektor v = (v1,...,v,) " pomoci této baze je
jednoduché:

n
vV = E v;€e;
i=1

Popis zobrazeni

Zpét k linedrnim zobrazenim. Nasim cilem je popsat zobra-
zeni f co nejjednodussim zpiisobem. Vypisovat obrazy f(x)
pro kazdy mozny vzor x totiz moc zabavné nezni. Zobrazeni
ovSem nemiize byt Uplné libovolné, linearita jej dost ome-
zuje. Mélo by tedy stacit uvést obrazy jen pro par vektort,
zbytek pak jiz bude jednoznacné urcen.

Asi neni prekvapenim, Ze si jako vzory zvolime generédtory
prostoru, ktery transformujeme. A protoze chceme mit vzo-
ri co nejméné, zvolime si je tak, aby byly linearné nezavislé.
Hle, béaze!

Jak jsme nahlédli vyse, kazdy vektor v lze vyjadfit jako
linearni kombinaci bazickych vektort. Pokud budeme znat
jejich obrazy, zvlddneme diky linearité spocitat také ob-
raz v:

fv)y=1f (Z aixi> = Zaif(xi)

Jinymi slovy, linearni zobrazeni je jednozna¢né urceno tim,
kam se zobrazi bazické vektory.

Matice

Zatimco vektor je seznam ¢isel, matice je tabulka cisel. Lze
na ni také pohlizet jako na seznam vektori.

Matice vyuzijeme k zéapisu linearniho zobrazeni. Vezmeme
vektory kanonické baze, tedy jednotkové vektory, a jejich
obrazy zapiSeme do sloupcti matice.

Matice pro transformace obrazka by vypadaly nasledovné:

0 -1 1 0 2 0
1 0 0 -1 0 1
otoceni zrcadleni  roztaZeni

Zkuste vymyslet, jak by vypadala matice, kterd obrazek
otodi o tihel a proti sméru hodinovych rucicek. Reseni na-
jdete na konci textu.

Ozna¢me A matici linedrniho zobrazeni f. Radi bychom
nadefinovali souc¢in matice a vektoru tak, abychom mohli
psat f(v) = Av. Jiz vime, jak zapsat vektor v pomoci
kanonické baze. Také umime vyjadrit obraz vektoru pomoci
obrazti bazickych vektori. Muzeme tedy spocitat, jak by
mél vypadat obraz vektoru v:

fv) = sz‘f(ei)
i=1

v; je slozka vektoru v, f(e;) je zase sloupec matice A. Sou-
¢in matice s vektorem spocitame tedy tak, Ze vynasobime
prvni slozku vektoru s prvnim sloupcem matice, k tomu pii-
¢teme soucin druhé slozky s druhym sloupcem a tak déle.

Skladani zobrazeni

Nyni uvazme dvé zobrazeni f,g. Zobrazeni f reprezentu-
jeme matici A, g zase matici B. Zajimalo by nés, jak se
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chova slozené zobrazeni, kde nejprve aplikujeme f a po-
té g. Transformaci vektoru v ziskdme g(f(v)) = B(Av).
Neslo by totéz zapsat jako (BA)v? Tedy nejprve spoéitat
jednu matici, kterd popise slozené zobrazeni?

Pojdme vymyslet, jak by takova matice méla vypadat. Ve
sloupcich by méla mit obrazy bazickych vektori. Matice A
jiz obsahuje jejich obrazy podle f. Matice B umi jakykoli
vektor zobrazit podle g. Nechame-li tedy matici B zobrazit
sloupce A, ziskame hledanou matici.

Timto jsme tedy odvodili, jak by mélo vypadat maticové
nasobeni. Sloupec matice BA ziskdme jako linearni kom-
binaci sloupctu z B, kde jako koeficienty pouZijeme slozky
prislusného sloupce z A.

///////

ce B, nahore A, vpravo dole jejich souc¢in BA. Jednu slozku
soucinu ziskdme jako skalarni soucin pfislusného fadku B
a sloupce A.

1 2 3 14

Matici m x n myslime matici s m fadky a n sloupci. Aby
mél maticovy sou¢in AB smysl, musi byt A € R™*? a
B € RP*" jinymi slovy A musi mit tolik sloupcti, co B
rfadkt. Duvod je patrny ze schématu vyse, oba vektory ve
skalarnim sou¢inu musi mit stejnou délku.

Jesté pojdme zapsat toto schéma matematicky. Ozna¢me
a;j slozku matice A € R™*? v i-tém fadku a j-tém sloup-
ci, obdobné b;; slozku B € RP*". Poté slozku matice AB
spocteme takto:

p
(AB);; = Y aiby
k=1

Vlastnosti maticového nasobeni

Pozor na to, Ze maticové nasobeni neni komutativni, tedy
AB neni nutné rovno BA. Jednak se mtize stat, ze po pro-
hozeni nebudou mit matice vhodné rozmeéry. Ovsem i pokud
ano, mize byt vysledek jiny. Pokud obrazek roztdhneme ve
vodorovném smeéru a poté otoc¢ime, ziskdme jiny obrazek,
nez kdyz tyto operace provedeme v opacném poradi. Zkuste
roznasobit prislusné matice a ovérit pocetné.

T2

‘ZET

Pri sklddani t¥i a vice zobrazeni ovSem nezalezi na potadi,
v jakém skladame. Maticové nasobeni je tedy asociativni:
(AB)C = A(BC). Jak to dokazat?

Vyse jsme uvedli vzorec pro vypocet (AB);;. Zkuste podob-
nym zpusobem vyjadiit slozku ((AB)C);; a (A(BC));;.
Obé vyjadfeni by se méla rovnat. Nebudete-li si védét ra-
dy, prelistujte na konec textu.



Také plati A(B + C) = AB + AC, pfi¢emz s¢itdni ma-
tic probiha podobné jako u vektort jednoduse po slozkach.
Diikaz je velmi podobny diikazu asociativity.

Zajimavou matici je jednotkovd matice, kterd ma ve sloup-
cich jednotkové vektory. Jednotkovou matici znacime E,
ptipadné E,, chceme-li vyjadrit jeji velikost. Protoze zob-
razuje vektory kanonické baze na sebe samé, nasobeni jed-
notkovou matici se chova invariantné: EA = A. Dokonce
i naopak, protoze jednotkové vektory se zobrazi na sloupce
matice A: AE = A.

E;

S O =
O = O
o O

Nasobeni matic n X n podle definice ma ¢asovou slozitost
O(n?). Existuji viak sofistikované algoritmy, které to zvla-
daji rychleji. Za zminku stoji Strasseniv algoritmus. Je za-
lozeny na pristupu Rozdel a panuj a zvladne vynésobit ma-
tice pomoci 7 sou¢int matic velikosti n/2 x n/2. To vede ke
slozitosti ©(n'°827) ~ ©(n28%7). Tento algoritmus se oviem
vyplati jen pro vétsi matice. Zajima-li vas, jak presné fun-
guje, nahlédnéte do kapitoly 10.5 v Priivodci.?

Vyuziti maticového nasobeni

Matice se hodi i v algoritmech, které s transformacemi ob-
razktd nikterak nesouvisi. Nejprve se podivame na vypo-
¢et Fibonacciho ¢isel. To je posloupnost s prvnimi ¢leny
Fy =0, F; =1 a rekurentnim vztahem Fj, o = F,, + Fj,41,
dostavame tedy 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Nagim cilem bude sestavit matici, kterd nam vyrobi dalsi
¢len v posloupnosti. Potfebujeme tedy vektorovou repre-
zentaci ¢lenu F,,. Protoze se vzdy sc¢itaji dva ¢leny, budeme
si pamatovat i F,,41. Nase reprezentace ¢isla F), tedy bude

vektor:

Hledana matice Q musi splnovat:
F, n+1

) = f77.+1 = <Fn+2

Ukol 2- Fibonacciho &isla [5b]:

Sestavte matici Q. Poté napiste algoritmus, ktery dostane
zadané ¢islo n a spocita F;,. Napovime, Ze to jde lépe nez
v linedrnim ¢ase. Muzete pouzit sviij oblibeny programovaci
jazyk, ale postaci i pseudokdd.

F,

f, =
Fn+1

F
Fn+1

Fn+1

ar, - ple

Jesté zminme jedno vyuziti v grafovych algoritmech. Méj-
me graf s n vrcholy zadany matici sousednosti. To je ma-
tice A € R™ ", kterd ma na pozici A;; jednicku, pokud
vede hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j, jinde jsou nuly. Jaky
vyznam ma matice A2 = AA? Dle definice:

n
(A%)ij =) airar
k=1

Jak tuto sumu interpretovat? Zapocitdm jednicku za kaz-
dou dvojici hran, kde prvni vede z ¢ do k a druhé z k do j.
Vyraz tedy urcuje pocet sledt délky 2 vedoucich z i do j.
Pro pfipomenuti, sled oznacuje jakoukoli prochazku po gra-
fu, ve které se na rozdil od cesty mohou opakovat vrcholy
nebo dokonce hrany. Tieba vyraz (A?);; rozhodné nemusi
byt nulovy.
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Obdobné (A*);; by byl pocet sledit délky £.
Ukol 3— Dosazitelnost [5b):

Popiste, jak upravit predchozi postup, aby spocital matici
dosazitelnosti. Tato matice na pozici i, j obsahuje jednic-
ku pravé tehdy, pokud existuje orientovana cesta z i do j.
Vyhnéte se pocitani s obrovskymi ¢isly.

Matice a soustavy rovnic

Pomoci maticového nasobeni mizeme elegantné zapsat sou-
stavu rovnic:

Ax=Db

Hledame vektor neznamych x. Koeficienty neznamych v jed-
né rovnici jsou zapsany v rfadku matice A. Pravé strany
rovnic tvori vektor b.

Také Gaussovu eliminaci mtzeme zapsat maticové, elemen-
tarni tpravy budou pracovat s fadky matice. P¥i ru¢nim
pocitani ndm maticovy zapis usetii psani, nemusime opiso-
vat plusy a neznamé.

Minule jsme narazili na soustavy, které nemély jednoznacné
feseni nebo FeSeni nemély vibec. K této situaci doslo, po-
kud pfi Gaussove eliminaci vznikl fadek se samymi nulami.
Vzhledem k tomu, zZe pii eliminaci k nému pouze pfi¢itame
nasobky jinych fadkt, znamend to, ze musel byt jejich line-
arni kombinaci. Jinymi slovy fadky v matici A byly linearné
zavislé.

Naopak, jsou-li fadky matice A linedrné nezavislé, pak ma
rovnice Ax = b vzdy jednoznac¢né fesSeni. Linearni nezavis-
lost Tadku je dilezita vlastnost, na kterou jesté mnohokrat
narazime. M4a proto svij nazev, o matici A fekneme, Ze je
requldrni.

Pozor na to, Ze uvahy vySe plati pouze pro soustavy se
¢tvercovou matici, tedy takové, kde je pocet rovnic stejny
jako pocet neznamych. Je-li neznadmych vice nez rovnic, pak
nam ani linedrni nezavislost radk® nezajisti jednoznacnost.
Naopak, je-li rovnic vice, pak mtize feseni byt jednoznacné
navzdory zavislym Fadkim. Pojem regularni matice se také
vztahuje pouze ke ¢tvercovym maticim.

Inverzni matice

Zobrazeni nam davaji novy pohled na soustavu rovnic: Hle-
dame vektor x, ktery je matici A zobrazen na b. Pfi feseni
soustavy rovnic se vlastné snazime prehrat zobrazeni po-
zpatku. Neexistuje tedy matice, ktera by toto opacné zob-
razeni popisovala?

Matice, kterou hleddme, se nazyva inverzni a budeme ji
znadit A~1. Chtéli bychom, aby jeji sou¢in s A byl roven
jednotkové matici. Pak bychom mohli vynasobit obé stra-
ny soustavy rovnic zleva inverzni matici a ziskat explicitni
vyjadieni vektoru neznamych x:

A7T'Ax=Ex=x=A"1b

Jak inverzni matici spocitat? Tato matice by byla nezna-
mou X v rovnici AX = E. Maticové nasobeni mizeme ro-
zepsat po sloupcich. Pokud oznac¢ime x; sloupec matice X,
dostaneme pro kazdé ¢ rovnici Ax; = e;. A tu mizeme
interpretovat jako soustavu rovnic, kterou umime vyftesit.

Jak jsme nahlédli vyse, jednoznacné feSeni maji pouze sou-
stavy rovnic, ve kterych je matice A regularni. To také
znamena, ze inverzni matice existuje pouze k reguldrnim
maticim.
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Doted jsme tise predpokladali, Ze plati A~TA = AA~L,
Pro aplnost tedy predkladame diikaz. Dejme tomu, Zze ma-
me matici X, pro kterou plati AX = E. Predpokladejme,
7e existuje A~! takovd, ze A"'A = E. Chceme ukazat, 7e
X a A~! jsou stejné.

X=EX=ATAX=A1AX)=A'E=A""

Ukol 4- Obecna inverze [3b:

Najdéte inverzni matici k

A= (c c>
c c
pro obecnou konstantu c. Popiste sviij postup. Moznych
pristupi je vice, co tfeba si predstavit zobrazeni, které tato
matice popisuje?
ReSeni na konci textu

Matice rotace. Jaky vektor vznikne, pokud otoc¢ime vek-
tor (1,0)" o thel a? Vysledny vektor bude leZet na jed-
notkové kruznici. Jeho soufadnice lze tedy popsat gonio-
metrickymi funkcemi, konkrétné (cosa,sina)’. Je§té po-
tfebujeme totéz pro vektor (0,1)T, jeho otocenim vznikne
(—sina,cosa)’

Staci tedy umistit tyto vektory do matice:

( )

Asociativita maticového nasobeni. Mé&jme matice o rozmé-
rech A ¢ R™*?, B € RP*? C € R¥*",

q P
(A = (AB)icr; = Zzaubmcm
k=1 =1

—sina
cos

Ccos &
sin o

(A(BQ));; = Zazk (BC); Z Zazkblkclj

k=1 k=11=1
Dostali jsme sumu stejnych vyrazi, jen poradi sum je opac-
né. To ovSem nevadi, protoze s¢itani redlnych cisel je komu-

tativni.

David Klement



Recepty z programatorské kucharky: Haldy, heapsort a Dijkstriiv algoritmus

Dnesni povidani o algoritmech a datovych strukturach se
bude zabyvat jednim z nejzndméjsich algoritmt: Dijkst-
rovym algoritmem pro hledani nejkratsSich cest v grafech.
K tomu (a nejenom k tomu) se ndm bude hodit Sikovné da-
tova strukturka zvana halda, tak si pfedvedeme nejdfive ji.

Halda

Halda je datova struktura pro uchovévani mnoziny disel
(& jakychkoliv jinych prvki, na kterych mame definovano
usporadani, tj. umime pro kazdou dvojici prvku fici, ktery
z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle podporuje
nasledujici operace: pridani nového prvku, nalezeni nejmen-
§itho prvku a odebrani nejmensiho prvku. My si ukdZeme
jednoduchou implementaci haldy, kterd bude pii ulozeni
N prvki potfebovat ¢as O(log N) na pfidani ¢i odebrani
jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na zjisténi hodnoty
nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda
obsahuje N prvki, ulozime jeji prvky do pole na pozice 1
az N. Prvek na pozici k bude mit dva ndsledniky, a to prvky
na pozicich 2k a 2k+1; samoziejmé, pokud je k velké, a tedy
napf. 2k +1 > N, mé takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce
zadného naslednika. Naopak prvek na pozici |k/2] nazve-
me predchidcem prvku na pozici k. Ti z vas, ktefi znaji
binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zptsob, jak v poli
uchovavat plné bindrni stromy (néslednici jsou synové a
predchidci otcové v obvyklé stromové terminologii, prvek
¢. 1 je kofen stromu).

Prvky haldy vSak v poli neuchovavame v tplné libovolném
poradi. Chceme, aby platilo, Ze kazdy prvek je mensi ne-
bo roven vSem svym naslednikiim. Nase halda tedy mtze
vypadat napr. takto:

3
20

1
5

2
6

4
25

212226 | 27

Tomu odpovida tento strom:

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek
je uloZzen na pozici s indexem 1, a tedy mtizeme snadno
v konstantnim case zjistit jeho hodnotu. Jesté prozradime,
jak lze prvky do haldy rychle pfidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme
mu tfeba z, pridame na konec pole, tj. na pozici s inde-
xem N 4+ 1. Nyni z porovname s jeho pfedchiidcem. Pokud
je jeho predchtidce mensi, je vSe v poradku a jsme hotovi.
V opac¢ném piipadé = s jeho predchiidcem prohodime. Tim
jsme problém napravili, ale nyni miize byt x mensi nez jeho
novy predchiidce. To lze napravit dalsim prohozenim a tak
budeme pokradovat ddle, neZ se budto dostaneme do situ-
ace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému piredchudci, nebo
,vybubld®“ az do kofene haldy, kde uz zadného predchidce
nema. Protoze se v kazdém kroku pozice, na niz se prvek z

prévé nachazi, zmensi alespon na polovinu, provedeme do-
hromady nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotiebujeme ¢as
O(log N).

Odebirani nejmensiho prvku probiha podobné: Prvek z po-
sledni pozice (tj. z pozice N) pfesuneme na pozici 1, tedy
misto minima. Misto s predchtidci jej vSak porovname s je-
ho nésledniky, a v piipadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho
nésledniki, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba néa-
slednici, prohodime ho s mens$im z nich). A protoZe se ndm
v kazdém kroku index ,bublajiciho“ prvku v poli alespon
zdvojnasobi, opét spotfebujeme ¢as O(log N).

Jako cvifeni si rozmyslete, ze v ¢ase O(log N) lze z haldy
smazat dokonce libovolny prvek, pokud si ovSem pamatu-
jeme, kde se v haldé nachéazi. Také muzeme prvek ponechat
a jen zménit jeho hodnotu.

Jesté si pfedvedeme program:
l

def nejmensi():
return halda[0]

halda

def swap(a,b):
(haldalal, halda[b]) = (halda[b], haldalal)

def vloz(prvek):
# Vlozime prvek na konec
halda.append (prvek)
i = len(halda) - 1
while (i > 0) and (haldal[i//2] > haldali]):
swap(i, i//2)
i i//2
def smaz_nejmensi():
N = len(halda)
nejmensi = haldal[0]
halda[0] = haldalN - 1]
# Odstranime prvek z konce
halda.pop()
N-=1
i 0
while 2*i < N:
j=1i
if halda[j] > halda[2*i]:
j o= 2%i
if (2%i+1 < N) and (halda[j]l>halda[2*i+1]):
j o= 2%i+l
if i == j:
break
swap(i, j)
i =
return nejmensi

HeapSort

KdyZ uz méame k dispozici haldu, miZzeme pomoci ni na-
ptiklad snadno tiidit ¢isla. Mame-li N ¢isel, kterd chceme
setfidit, vytvofime si z nich nejprve haldu o N prvcich (na-
priklad postupnym vkladanim do prazdné haldy), nacez z ni
budeme postupné N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim zis-
kdme prvky puvodniho pole v rostoucim poradi. Celkové
provedeme N vloZeni, N nalezeni minima a N smazéni. To
v8e dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukdzeme program, pridame jesté dva triky, které nam
implementaci zna¢né usnadni. Pfedné si vSe ulozime do jed-



noho pole — to bude pfi plnéni haldy obsahovat na svém
zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pfitom
zbytek pole se bude postupné zmensovat a uvolnovat tak
misto haldé; naopak v druhé poloviné algoritmu budeme
zmenSovat haldu a do volného prostoru ukladat setiidéné
prvky. K tomu se nam bude hodit ziskavat prvky v opac-
ném poradi, proto si upravime haldu tak, aby udrzovala
nikoliv minimum, nybrz maximum.

Druhy trik spociva v tom, Zze nebudeme haldu vytvaret
postupnym vkladanim, nybrz naopak zabublavanim prv-
ki (podobnym, jako déldme pfi mazani minima) od konce.
Vsimnéte si, ze takto také ziskdme spravné nerovnosti mezi
prvky a jejich nésledniky, a dokonce tak zvladneme celou
haldu vytvofit v linedrnim ¢ase (pro¢ to tak je, si zkuste
dokazat sami, staci si uvédomit, kolikrat zabublavame které
prvky). Zbytek t¥idéni bohuzel nadale ztistava O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle ¥ikd HeapSort (¢ili t¥idéni hal-
dou) a je jednim z méala znamgych rychlych tfidicich algorit-
m1, které nepotfebuji pomocnou pamét.

# Zabublani prvku dolt:
# N urcuje cast pole vyhrazenou haldé
# 1 je index zabublavaného prvku
def bublej(pole, N, i):
while 2%i < N:
j o= 2%1
if (j+1 < N) and (pole[j+1] > polel[jl):
j= g+
if polel[i] >= polel[jl:
break
(polelil, polel[jl) = (poleljl, polelil)
1=

def heapsort(pole):

N = len(pole)

for i in range(N//2, -1, -1):
bublej(pole, N, i)

# Vybér maxima a jeho pfesun nakonec

for i in range(N - 1, 0, -1):
(pole[0], polel[i]l) = (pole[il, pole[0])
# Dal uz bublame jen na zbytku pole
bublej(pole, i, 0)

return pole

Dijkstruv algoritmus

Nyni jiz kone¢né k slibenému Dijkstrovu algoritmu. Tento
algoritmus dostane orientovany graf s hranami ohodnoce-
nymi nezédpornymi &sly (viz kuchatka o grafech)® a nalez-
ne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy.
Ve skutecnosti tento algoritmus déla o malinko vice: Najde
totiz nejkratsi cesty z jednoho zadaného vrcholu do vsech
ostatnich.

Necht vy je vrchol grafu, ze kterého chceme urcit délky nej-
kratsich cest. Budeme si udrzovat pole délek zatim nale-
zenych cest z vrcholu vy do vSech ostatnich vrchola grafu.
Navic u nékterych vrcholi budeme mit poznamenano, ze
cesta nalezend do nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym
vrcholim budeme fikat definitivni. Na zacatku inicializuje-
me v poli vSechny hodnoty na oo kromé hodnoty odpovida-
jict vrcholu vy, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi
cesty z vg do vg je 0). V kazdém kroku algoritmu pak pro-
vedeme néasledujici: Vybereme vrchol w, ktery jesté neni
definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy je délka zatim
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nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w prohlasi-
me za definitivni. Déle otestujeme, zda pro néjaky vrchol
v cesta z vrcholu vg do w a pak po hrané z w do v neni
kratsi, nez zatim nalezené cesta z vy do v, a je-li tomu tak,
upravime délku zatim nalezené cesty do v. Toto provede-
me pro vSechny takové vrcholy v. Cely algoritmus skonci,
pokud jsou uz vsechny vrcholy definitivni nebo vSechny vr-
choly, které nejsou definitivni, maji délku cesty rovnou oo
(v takovém piipadé se graf sklad4 z vice nesouvislych ¢ésti).

Predtim, nez dokazeme, Ze pravé predstaveny algoritmus
opravdu nalezne délky nejkratsich cest z vrcholu vy, se za-
mysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholi si délku dosud nalezené cesty ucho-
vame v poli. Cely algoritmus provede nejvyse N krok,
protoze v kazdém kroku nam pfibyde jeden definitivni vr-
chol. Ten vybirame jako minimum z délky aktualni cesty
pres vSechny dosud nedefinitivni vrcholy, kterych je O(N).
V kazdém kroku musime zkontrolovat tolik vrchold v, kolik
hran vede z vrcholu w. Pocet takovych zmén pro vsech-
ny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je po-
¢et hran vstupniho grafu. Z toho vyjde casova slozitost
O(N? + M), ¢ili O(N?), jelikoz M je nejvyse N2. Tuto
implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci nasi
kucharky.

K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsich cest mii-
zeme ovsem pouzit haldu. Ta bude na zacatku obsahovat
N prvku a v kazdém kroku se pocet jejich prvki snizi o je-
den: Nalezneme a smaZeme nejmensi prvek, to zvladneme
v ¢ase O(log N), a pfipadné upravime délky nejkratsich cest
do sousedti pravé zpracovavaného vrcholu. To pro kazdou
hranu trva rovnéz O(log N), celkové za vSechny hrany tedy
O(Mlog N). Z toho vyjde celkova ¢asova slozitost algorit-
mu O((N+ M)log N), a to je pro ,Fidké* grafy (tedy grafy
s M < N?) vyrazné lepsi.

Vratme se nyni k dikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu.
Ukézeme, Ze po kazdém kroku algoritmu plati nasledujici
tvrzeni: Necht A je mnozina definitivnich vrcholt. Pak dél-
ka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol
grafu) je délka nejkratsi cesty vgv ... viv takové, Ze vSech-
ny vrcholy vg, v1, ..., v jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokaze-
me indukci dle poc¢tu krokt algoritmu, které jiz probéhly.
Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku algoritmu.
Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohla-
Sen za definitivni. Uvazme nejprve néjaky vrchol v, ktery
je definitivni. Pokud v = w, tvrzeni je trividlni. V opac¢ném
ptipadé ukdzeme, Ze existuje nejkratsi cesta z vy do v pres
vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w. Oznatme D dél-
ku cesty z vg do v pfes vrcholy A bez vrcholu w. Protoze
v kazdém kroku vybirame vrchol s nejmensim ohodnocenim
a ohodnoceni vybranych vrcholi v jednotlivych krocich tvo-
i neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezdporné!), tak
délka cesty z vy do w pfFes vrcholy z A je alesponn D. Ale
potom délka libovolné cesty z vy do v pres w pouzivajici
vrcholy z A je alespont D. Z volby D pak vime, Ze existuje
nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva
vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Necht
voU1 - . - Vg je nejkratsi cesta z vy do v takova, Ze vSechny
vrcholy vy, vy, ..., v jsou v mnoziné A. Pokud v, = w, pak
jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé pro-
béhlém kroku. Pokud vy # w, pak vgvy, ..., vs je nejkratsi
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cesta z vg do v pfes vrcholy z mnoziny A, a tedy miZeme
predpokladat, Ze zadny z vrcholt vy, ..., v, neni w (pod-
le toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce).
Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz
pred pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Zze po poslednim kroku mnozina A obsa-
huje prave ty vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy,
dokazali jsme, Ze nas algoritmus funguje spravné.

Na zavér jesté poznamenejme, ze Dijkstriv algoritmus je
mozné snadno upravit tak, aby ndm kromé urceni délky
nejkratsi cesty i takovou cestu nasel: U kazdého vrcholu si
v okamziku, kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename,
ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu do

néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme tak, ze u posledniho
vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol je predposledni,
u predposledniho, ktery je predpfedposledni, atd.

Poznamka pro zvidavé: existuji i jiné druhy hald, napfi-
klad k-regularni haldy, v nichz mé kazdy prvek k nésled-
nikt (rozmyslete si, jakd je v takové haldé ¢asova slozitost
operaci a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby byl
Dijkstriiv algoritmus co nejrychlejsi), nebo tzv. Fibonacci-
ho halda, kterd dokaze upravit hodnotu prvku v konstant-
nim ¢ase. S tou pak umime hledat nejkratsi cesty v Case
O(M + NlogN).

Dnesni menu Vam servirovali

Dan Krdl, Martin Mares a Petr Skoda

Implementace Dijkstrova algoritmu s haldou

# Struktura pro vrchol jako dvojici (index, vzdalenost)
# (definuje vlastni porovndvani, aby Slo pouZit haldu vyse)

class vrchol():
def __init__(self, index, vzdalenost):
self.index index
self.vzdalenost vzdalenost
# Predefinovani operatoru >
def __gt__(self, obj):
return self.vzdalenost.__gt__(obj.vzdalenost)

halda = []

def dijkstra(N, cesty, start):
final = [False] * N
vzdalenost = [None] * N

# Inicializace startu:
vloz(vrchol(start, 0))
vzdalenost [start] 0
while halda:

# Vytdhneme z haldy nejmenSi nezpracované misto

v = smaz_nejmensi()
if final[v.index]:
continue
# Oznacime misto za pouZité
final[v.index] = True
# Projdeme v8echny sousedy
for (i, delka) in cesty[v.index]:

if vzdalenost[i] is None or v.vzdalenost + delka < vzdalenost[i]:

vzdalenost [i] v.vzdalenost + delka
vloz(vrchol(i, vzdalenost[i]))
return vzdalenost

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.
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