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35-3-1 Cajovod

Nejprve si rozmysleme lehéi variantu, v niz neexistuji
W1l manazefi. Urc¢ité pak nemé smysl néjaké kohouty zavi-
rat — nepomtiize ndm to a spotiebujeme tah navic. Mtizeme
tedy ignorovat nejen prazdné mistnosti, ale i programatory,
k nimz aktudlné ¢aj proudi. Pro ty na suchu zase existuje
jednoznaénd mnozina kohoutki, které musime oteviit (kaz-
dé 2 vrcholy ve stromu spojuje pravé jedna cesta).

Jak je najit? Nabizi se vyuzit rekurzivni struktury stromu
a prohledat jej do hloubky. Pro kazdy vrchol si zjistime,
jestli se v jeho podstromu nachézi mistnost s programato-
ry. V listech to je ANO pro programéatory a NE pro prazdnou
mistnost. Ve vnitfnich vrcholech spocitame logickou dis-
junkci (tzv. OR) z potomkii. JestliZe je kohoutek na néjaké
hrané zavieny a zaroven vrchol, do kterého hrana vede, ob-
sahuje programatory v podstromu, otevieme jej.

Pro¢ nam tento postup nefunguje pro vstupy s manazery?
Porad preci plati, ze vSechny kohoutky na cestach k progra-
matorim musi byt oteviené. Jenze pro manazery je situace
jina. Staci zaviit jeden kohoutek na cesté k nim, mame tedy
na vybér. Chceme zvolit takovou variantu, kterd povede na
nejmensi pocet zmén.

Vsechny varianty vyzkouset nemtzeme, je jich ©(2V). Bu-
dou ale casto sdilet spolecné ¢asti a i nas vypocet bude
porad dokola rozmyslet optimalni feSeni téhoz podstromu,
akorat pro jiné zpisoby feseni predki. Co takhle si mezivy-
sledky uklddat? Ruaznych podstromi je pfeci jen N. Tento
zptsob zrychleni algoritmu se obvykle nazyva dynamické
programovani.!

Stale budeme pouzivat DFS. N&s plan bude pro kazdy vr-
chol spocitat, kolik nejméné zmén v podstromu potiebuje-
me provést. Toto navic spocitame pro dva pripady: pokud
do vrcholu ¢aj pritéka a pokud ne. Pokud v daném piipadé
nelze splnit podminky (napfiklad by dotekl ¢aj k manaze-
rim), jako pocdet zmén pouzijeme nekonecno.

Jakmile tuto informaci zname pro vSechny syny daného vr-
cholu, mizeme zpracovat vrchol samotny. Projdeme vsech-

ny hrany, které z vrcholu vedou, a pro kazdou se rozhodne-
me, jestli je vyhodnéjsi jeji stav zménit nebo ne. Nakonec
seCteme zmény na vSech hranich i v jejich podstromech
a soucet ulozime do vrcholu, abychom tuto hodnotu mohli
pouzit, az budeme zpracovavat rodice.

Jakou ¢asovou slozitost méme ted? Kazdy vrchol zpracu-
jeme jen jednou, poté jednou pouzijeme hodnoty ulozené
v ném. Casova slozitost je proto O(N). Obdobné paméto-
va, poridili jsme si navic jen dvé pocitadla na kazdy vrchol.

Poznamka k implementaci: Jako vhodné nekonecéno pro ta-
hy, které nespliiuji podminky, mtizeme zvolit tfeba N, nebot
vice tahtl se ani udélat neda.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-3-1.py

Ulohu pripravili: Vojta Kdné, Dan Skijpala

35-3-2 Hrosi hortenzie

Problém mizeme reformulovat tak, ze pro kazdy z IV inter-
vali koncentraci (které chtéji kamaradi pit) chceme nalézt
nejlevnéjsi (co do poctu listkh) misticku, kterd dokaze vy-
tvorit koncentraci v tomto rozpéti.

Fakt, ze koncentrace mohou byt opravdu velké, nam tlohu
trochu komplikuje, avSak mtzeme si povSimnout, Ze po-
tfebujeme jen maly zlomek téchto hodnot. V podstaté nas
zajimaji jen hodnoty koncentraci misek, abychom mohli ur-
¢it, kterou misku pouZijeme. A protoze naSich misticek je
pouze K, mizeme piecislovat cely rozsah koncentraci na
¢isla 1 az K. To udélame tak, ze sefadime misticky podle
koncentraci vzestupné a pfifadime jim éisla (indexy) 1 aZ
K. Pak postupné precislujeme vSech N pozadovanych in-
tervalil, aby interval popisoval rozsah index® misticek, ve
kterych muze Lucka danému kamaradovi ptipravit ¢aj. Pre-
¢islovani zvladneme rychle bindrnim vyhledavanim.

Nyni pojdme vyfesit zbytek tlohy. Pro kazdy z N inter-
valll chceme udélat minimovy dotaz, tedy chceme zjistit
misticku z tohoto intervalu, na kterou potfebujeme mini-
mum listki. K tomu vyuzijeme intervalovy strom. Pokud
intervalové stromy neznéte, podivejte se do nasi kuchaiky.?

Sestavime si intervalovy strom obsahujici vSechny misticky,
pri¢emz se budeme dotazovat na minimum potfebnych list-
kti. Tedy nam staci udélat NV dotazl, z nichz kazdy zabere
O(log K) ¢asu, celkové tedy O(N log K).

Jesté vSak musime zvazit ptivodni piecislovani, které nam
zabralo O(Nlog K) (N binérnich vyhleddni v K misti¢-
kach) a také na za¢atku musime intervalovy strom sestavit,
to vSak zabere maximalné O(K log K) ¢asu.

Tedy celkova slozitost je O(N log K).

Ulohu pripravili: Kristyna Petrlikovd, Lukds Veskrna

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-3-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy

35-3-3 Prodluzovacky

Ulohu budeme Fesit po patrech odspoda, tedy za¢neme v pa-
tfe stromu s nejvyssi hloubkou a postupné budeme spravo-
vat vrcholy na vyssich a vyssich hladinach, az dorazime do
kotfene, ktery je uréité v pofddku — zed mé neomezenou
kapacitu.

Budme v néjakém vrcholu v a predpokladejme, Ze v celém
odpovidajicim podstromu jsou jiz zafizeni popfepojovany,
aby odpovidajici piikon byl nizsi nez dané kapacita, a zbyva
nam opravit v.

Pokud soucet prikonu v podstromu neptesahuje kapacitu v,
neni tfeba nic opravovat a mizeme pokracovat do vyssich
pater. V opacném ptipadé je potieba odpojit néjaks zafi-
zeni v odpovidajicim podstromu — odpojovani mimo pod-
strom nijak neovliviiuje pfikon do v.

Predpokléddejme, ze zname, ktera jesté neodpojend zatizeni
odpovidaji podstromu a zajima nas, kterd z nich musime
odpojit, abychom opravili v.

Necht k je minimalni ¢islo takové, Ze v lze opravit k odpoje-
nimi. Pokud vsak dokazeme opravit v odebranim néjakych
k zafizeni z daného podstromu, tak urc¢ité dokazeme v opra-
vit odpojenim téch k pfedmétt s nejvétsim prikonem. To
v8ak vede na jednoduchy zptsob, jak opravit vrchol v —
budeme odpojovat zafizeni od toho s nejvétsim piikonem,
dokud v neopravime.

Tato myslenka vede na nasledujici algoritmus. V obrace-
ném BFS potradi budeme prochéazet vsechny vrcholy a kazdy
spravime odebiranim neodebranych spotfebici s nejvétsim
prikonem.

Pottebujeme vsak jesté dokazat, Ze tento lokalné optimal-
ni algoritmus vrati feSeni, které je optimélni i globalné. To
vsak neni tézké nahlédnout indukci podle hladiny. V daném
vrcholu v potifebujeme odebrat alespon k zarizeni — stejné
jako pro v, tak i pro vSechny jeho pfredchiidce vSak nikdy
nebude na skodu vzit ty s nejvétsim ptikonem. Pokud by-
chom jich chtéli vybrat vice nez k, pak jich mtizeme vybrat
jen k a ten zbytek pozdéji, az to bude potreba. Tedy lokalné
optimalni vybér zachovava globalni optimalitu.

Zbyva si tedy rozmyslet, jak algoritmus efektivné imple-
mentovat. V kazdém vrcholu potfebujeme hledat a odebirat
minima a spojovat zafizeni ze synii — tedy podporovat ope-
raci slévani. Na to mtzeme pouzit haldy, které podporuji
slévani — naptiklad binomidlni (¢i Fibonacciho) haldu, kde
slévani a odebirdni minima umime v logaritmickém case.
Algoritmus bychom pak mohli implementovat jako proché-
zeni v obraceném BFS potadi, nebo jako DFS (mizeme si
rozmyslet, ze pfi DFS jiz rovnéz zname vsechna odebrana
zaFizeni z podstromu).

A jaka je casova slozitost? Kazdé zafizeni odebereme nej-
vyse jednou a praci na sliti v haldé mizeme natcétovat sy-
novi, celkem tak dostavame linearitmickou slozitost, tedy
O(Nlog N).

Tento algoritmus je sice po teoretické strance uspokojivy,
nebot mé pfijemnou asymptotickou slozitost, jeho imple-

pokrodilych hald.

Misto haldy bychom mohli ale pouzit oby¢ejny binarni vy-
hledavaci strom a slévani dvou stromd implementovat tak,
ze prvky z mensiho ze dvou stromt popfesouvame do vétsi-
ho. Kdybychom prvky nemagzali, nebylo by slozité nahléd-
nout, ze kazdy prvek presuneme O(log N)-krat. Tedy cel-
kova casova slozitost by byla O(N log® N ). Pokud prvky
mazeme, kazdy prvek muzeme piresunout vicekrat, ale v
kazdém kroku pracujeme jen s haldami, které nemaji vétsi
velikosti, nez kdybychom prvky viibec nemazali. To ale zna-
mena, ze provedeme nejvyse tolik prace a celkova slozitost
tak ziistava O(N log? N).

Ulohu pripravili: Robert Jaworski, Ondra Sladks

35-3-4 Zachrana listi

Lehka varianta

Nejdiive se podivejme, jak fesit jednoduchou variantu,
W1l a potom budeme zobectiovat. Predstavme si, Ze chce-
me viko privazané k i-té krabici nékam polozit. V takové
chvili je jedno, zdali jsou na krabicich 0 az i — 2 polozena
vika, protoze tam provazek nedosdhne. Staci tedy zohlednit
krabice ¢t — 1 az 7 + 1.

To navadi na dynamické programovani. Postupné budeme
pridavat krabice a vzdy si budeme pamatovat, kolik nejvi-
ce listi umime zachranit. Dle pozorovani vyse vSak kromé
aktualni krabice musime uvazit stav predeslé a nasledujici
krabice. Na kazdé z t&chto t¥i krabic bud lezi viko, nebo ne.
Budeme si tedy pamatovat maximum pro kazdou z téchto
kombinaci. Pokud nékterd kombinace nemuZe nastat (napf.
nemdame dost vik), pak si pro danou kombinaci zapamatu-
jeme minus nekonecno.

Oznacme si dpli][c] hodnotu pro kombinaci ¢ s posledni kra-
bici na pozici 7. Napft. pokud v nasi kombinaci viko na pfed-
chozi krabici polozené neni, aktualni je, a nasledujici také
je, zna¢me ji dp[i][(0,1, 1)].

Nyni bychom chtéli z hodnot pro kombinace kon¢ici na po-
zici ¢ urcit hodnoty pro kombinace na pozici ¢ + 1. Nejdfiv
posunime vSechny kombinace. To jen z nasi kombinace vy-
padne leva krabice a vpravo pfibude nova, zatim bez vika:
(0,1,1) — (1,1,0). Novy stav mohl vzniknout ze dvou riz-
nych predchozich stavii, z nich vybereme ten lepsi:

dp[i + 1][(a, b, 0)] = max(dp[i][(0, a, b)], dp[i][(1, a,b)])

A pokud je k soucasné krabici pfivazané viko, zkusime jej
postupné pridat na kazdou volnou krabici v nasi kombinaci.
Pokud takto najdeme nové maximum, pouzijeme jej pro
nové vzniklou kombinaci.

Na zévér vybereme tu kombinaci, kterd nam déava nejvice
suchého ¢aje. A na to, abychom zjistili, kam vika davat,
mizeme pouzit obvykly trik — pamatujeme si, jak jsme nové
hodnoty kombinaci volili, a jen jdeme pozpatku.

N).

Pro K =1 bude vysledna ¢asova slozitost O(



Té7ka varianta

Na tézkou variantu bychom si samoziejmé mohli udrzovat
vSechny mozné stavy, zdali prislusné krabice maji a nema-
ji viko, téch je ale O(2K). Viimnéme si ale, Ze mtzeme
vzdy vika dat tak, aby se provazky ke krabicim nekfizily. Je
to proto, Zze kdybychom prohodili zkfizena vika, zmensime
vzdalenosti vik od krabic s provazkem, ¢imz nic nezkazime.

Diky tomu jsme schopni udrzovat kombinace podle toho,
kam jsme polozili posledni viko. Posunuti krabic o jedna
dozadu znamend pouze posunuti o 1 pozici zpatky.

Je-li k aktudlni krabici pfivazané viko, tak ho mtizeme po-
lozit na kteroukoliv pozici za poslednim vikem. Pro kazdou
tuto pozici najdeme nejlepsi z predeslych kombinaci.

Jesté muzeme pridat jedno zrychleni, nejlepsi kombinaci
totiz nemusime hledat pofad dokola. Ve zvladneme v je-
diném priichodu, nejlepsi kombinaci stac¢i pribézné aktua-
lizovat béhem toho, co zkousime pokladat vika.

Tim se dostaneme na vyslednou éasovou slozitost O(NK),
ktera stac¢i na plny pocet boda.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-3-4.py

Ulohu pripravili: Michal Kodad, Dan Skypala

35-3-X1 Obvody

Naivni FeSeni

Nejprve se pojdme zamyslet nad tim, jak by se tloha feSila
v pripadé, Ze bychom pro kazdou pozici méli jen seznam
povolenych rezistort, nikoliv tedy intervaly. Toto je vcelku
standardni tloha, kterou lze Fesit pomoci tok# v siti.? Pro
kazdou pozici si vytvorime vrchol napojeny ze zdroje jed-
notkovou hranou. Kazdé z moznych hodnot odport vyro-
bime vrchol pfipojeny na stok taktéz jednotkovou hranou.
Pak uz jen pfiddme hranu spojujici kazdou pozici s na ni
povolenym odporem. Na vyslednou sit spustime algoritmus,
ktery nam najde maximalni tok.

Pokud bude velikost toku stejné, jako pocet pozic, tak snad-
no zvladneme zkonstruovat reseni. Pfes kazdou pozici musi
protékat jedna jednotka toku. Ta potece dale do odporu.
Ten pouzijeme na danou pozici. Jelikoz mé odpor jen jednu
odtokovou hranu, tak jim mtze protékat nejvyse jedna jed-
notka toku, a tedy odpor mutze byt pouzit v nejvyse jedné
pozici. Reseni je tedy validni.

1
Priklad pro: 1,2
O

2,3,4 Pozice
@]
@)
zdro] L N stok

Daéle se da nahlédnout, ze kdyz Feseni existuje, tak maxi-
malni tok musi mit velikost odpovidajici po¢tu pozic na

Odpory

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy|

rezistory. Vétsi byt evidentné nemiize, protoze ze zdroje
toho nemtze vytékat vice. Podobné jako je popsané v pre-
deslém odstavci, pokud bychom znali feSeni tlohy, zvladli
bychom zkonstruovat tok s velikosti poctu pozic. Maximal-
ni tok tedy nemuze byt mensi. Tedy kdyz maximélni tok
neni dostatecné velky, mame zaruceno, ze feSeni neexistuje.

Casova, slozitost takového FeSeni se odviji od pouzitého al-
goritmu na toky. Ten fesime pro ©(N+V') vrcholt a ©(N +
M+V) hran, kde N znaéi pocet pozic na rezistory, M celko-
vy pocet intervalil (tedy soucet délek seznami povolenych
rezistorii v pozicich) a V' je pocet rezistort, které lze pouzit.

Popsany algoritmus je ve skute¢nosti algoritmem na maxi-
malni parovani popsany ve vyse zminéné kucharce.

Vyse popsany zptsob miizeme vyuzit i na feseni zadané
tlohy. Prosté jen nahradime kazdy interval za seznam vsech
celych ¢isel v ném. Ovsem timto postupem muze vzniknou
graf s az ©(NV) hranami, coz uz je pfilis.

Drobna optimalizace

D4 se vsimnout, ze kdyz do jedné pozice padne alesponn N
rezistort, tak af umistime do ostatnich pozic cokoliv, néja-
ky z moznych rezistortt nam zbude. Tedy miizeme nejprve
vyfesit tlohy bez pozic s hodné moznostmi a ty zacit umis-
tovat az poté. Do grafu nebudeme dévat vrcholy rezistort,
do kterych by nevedla zadna hrana.

Tim se ndm velikost grafu omezi na O(N?) vrcholii i hran.
To uz je algoritmus, jehoz slozitost zévisi pouze na délce
vstupu.

Laskavy ¢tenar necht si rozmysli implementacni detaily sta-
véni sité a hledani nevyuzitych odport pro pozice s hodné
moznostmi. Slibujeme, Ze to lze udélat v ¢ase O(M log M).
Na hledéni nevyuzitych odport stac¢i jedno setiidéni a pak
chyttejsi prichod.

Rychlejsi feseni

Vzhledem k tomu, zZe v tloze se pracuje s intervaly, je na
¢ase pouzit intervalové stromy.* Tentokrat je ovéem nevyu-
zijeme jako datovou strukturu, ale jejich princip vyuzijeme
pri konstrukei sité, na kterou pak spustime algoritmus na
toky. Postavime si intervalovy strom nad moznymi odpo-
ry. Kofen bude stok a z ostatnich vrcholi povede do otce
hrana s hodnotou odpovidajici délce intervalu, ktery vrchol
reprezentuje.

Na tento strom dale pfipojime vrcholy pozic na odpory.
Ptipojovani bude analogické operaci secteni intervalu. Pti
s¢itani vybereme vrcholy stromu tak, aby dohromady po-
kryly cely interval. My tedy pfipojime jednotkové hrany
tak, aby kazda pozice byla pro kazdy interval pfipojené na
ty vrcholy, které bychom chtéli secist.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-3-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy

Priklad pro: [1,2],[4,7]

Stok

/\
N

/\/\ N /\

Zdroj J Pomce

V takovém grafu najdeme maximalni tok. Jak ale precist
vysledné feseni? Zac¢neme od listi intervalového stromu.
Kdyz tok tece do néjakého listu, tak dany odpor pritadime
pozici, odkud tok tece. Déle budeme vytizovat vyssi a vyssi
arovné stromu. Pro kazdou jednotku toku z vrchold pozic
se pokusime najit volny rezistor v podstromu. Cely pod-
strom je totiz pro danou pozici mozné vyuzit. Navic mame
zaruceno, ze v podstromu bude dostatek nevyuzitych odpo-
rl1, protoze jedind hrana vedouci z podstromu ma kapacitu
stejnou jako pocet odporti v podstromu.

Pro nalezeni nevyuzitého odporu mizeme vyuzit intervalo-
vého stromu. V kazdém vrcholu si budeme pamatovat pocet
jesté nevyuzitych odport a vzdy ptijdeme do podstromu,
kde jesté néjaky je.

Stejné jako v naivnim feSeni zvladneme konstrukci udélat
i v opacném smeéru, takze pokud tok neni dostatecné velky,
feSeni neexistuje.

Alternativné si mizeme vSimnout, Ze uz to, Ze nam tok
ukézal, z kterého intervalu méame do kazdé pozice pfifadit
odpor, je dostateéné zjednoduseni ulohy. Kdyz totiz do kaz-
dé pozice patii jen jeden interval, mizeme vyuzit hladové
feSeni.

Vyse popsanym feSenim ziskdme graf s O(N + V) vrcholy,
ovSem jen s O(MlogV + V) hranami.

Optimalizace na zavér

Necht [a, b] je n&jaky interval hodnot odporti, uvnit¥ néhoz
nezacina ani nekonci zadny ze zadanych intervalt. Pak listy
intervalace odpovidajici rezistoram a,a + 1,...,b mizZeme
nahradit za jeden list odpovidajici celému intervalu. Hrana
z tohoto vrcholu pak bude mit kapacitu b—a+1 a nasledujici
hrany v intervalovém stromé také budou pfislusné zvétSené.

Takto mizeme zkomprimovat vSechny intervaly, kde nic ne-
zacind ani nekon¢i, a postavit intervalovy strom az na nich.

Jaké vSechny intervaly to jsou mizeme zjistit tak, ze si setfi-
dime vSechny zacatky a konce. Tyto hodnoty pak projdeme
a spojime tseky, kde nic neni. Ke kazdé hodnoté si rovnou
muZzeme psat, do kolikdtého z novych listt patfi.

Touto modifikaci se zmensi pocet listi intervalace na O(M).
Tedy dostaneme graf s O(M) vrcholy a O(M log M) hrana-
mi. AZ na nalezeni toku maji zbylé ¢asti algoritmu ¢asovou
slozitost O(M log M) a pamétovou O(M).

Ulohu ptipravili: Jirka Kalvoda, Dan Skypala
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35-3-S Vektorové prostory

Ukol 1 — Matice pfechodu [7b]:

Pfipomenme si baze B a C. Vektory baze C' roznasobime
a zapiSeme po mocninach, bude se nam to hodit.

bi(z)=1 ci(z) =0—x/2+2%/2
by(z) =2  cp(x) =1+0—2a?
bs(z) =z cs(x) :O+x/2+x2/2

Matici pfechodu g[id]¢ sestavime pfesné podle navodu, do
jejich sloupct pfijdou vektory baze C zapsané v bazi B. Do-
konce neni tfeba fesit soustavu rovnic, diky jednoduchosti
baze B staci opsat koeficienty u jednotlivych mocnin.

0 1 0
plide=1{-1/2 0 1/2
/2 -1 1/2

Ani pfi sestavovani matice ¢[id]p nemusime Fesit sousta-
vu rovnic. Baze C' odpovida funkénim hodnotam v bo-

dech —1,0, 1, v nich tedy vyhodnotime polynomy béze B.
1 -1 1
clidg=(1 0 0
1 1 1

Jesté bylo mozné vyuzit jiny trik. Pfevod tam a zpét jsou
inverzni operace, obdobné tedy matice pfechodu jsou k sobé
inverzni.

Se znalost{ matic pfechodu mtzeme spocitat p[g]p:

1 0 O
B[g]B— 0 -1 0
0 0 1

Jak $lo tuto matici nahlédnout geometricky? Zobrazeni g
zrcadli podle osy y. Funkce 1 a 22 jsou symetrické (sudé),
ty tedy meénit nemusime. Funkce x je liché, jeji obraz tvori
funkce —z.

Ukol 2 — Soustavy pomoci maticovych prostorai [5b]:

Sloupcovy prostor odpovida oboru hodnot zobrazeni popsa-
ném matici A. Pokud b lezi v oboru hodnot, tedy pokud
b € S(A), existuje alespoii jedno FeSeni xg.

Zbyvéa rozhodnout, jestli je feseni jednoznac¢né. To nam pro-
zradi dimenze jadra. Pokud jadro totiZ obsahuje nenulové
X, muzeme jej k xo pricist. Dfive platilo Axy = b, nové:
=b

A(XO +XK) = Axg+ Axg = Axg+ 0 = Axy

Nalezli jsme tedy nové feseni xg+x . Kdyby jadro obsaho-
valo pouze nulovy vektor, tedy kdyby k = 0, tento postup
by nefungoval a feSeni by bylo jednoznacné.

Zaroven ziskavame zpusob, jak vyjadrit vsechna feseni: Bu-
de to mnozina x¢ + X pro viechny x € ker(A). Receno
trochu jinak, mnoZina vSech FeSeni je afinni prostor vznikly
posunutim jadra ker(A) o xg. Tuto mnozinu parametricky
zapiSeme snadno, kazdé feseni bude ve tvaru:

k
X =X + E a;K;
i=1

Necht mé matice A rozméry n X n. Rozhodnout, jestli fe-
Seni existuje, umime pomoci Gaussovy eliminace v O(n?).
Vyjadrieni vSech feSeni parametricky trva stejné dlouho.



Jakou ¢asovou slozitost ma nas postup? Potfebujeme zjistit,
jestli b € S(A), tedy jestli existuji vhodné koeficienty, aby
platilo:

r
b= E a;S;
i=1

Abychom dané koeficienty nasli, musime vyfesit soustavu
rovnic. Zdanlivé jsme si nepomohli. Pocet nezndmych je
ovSem pouze r, coz muze byt méné nez n, ¢asova slozitost se
tak zlepsi na O(r?n). Kdybychom navic znali ortonormdini
bdzi, o které si povime ve ¢tvrtém dilu, slo by koeficienty
najit v O(rn).

Zname-li xq, parametricky zapis dostaneme skoro zadarmo.
Dopliime, Ze najit xo by $lo opét v O(rn), konkrétné pro-
jeket do R(A) — dalsi ldkadlo na étvrty dil.

Cely pfistup ma zjevny zadrhel, totiz ze potfebuje znat baze
maticovych prostort, pro rychlé feseni dokonce ve specialni
podobé. Jejich nalezeni by trvalo O(n?). Pokud bychom

v8ak s jednou matici fesili vice soustav (pro rizna b), stacilo
by baze najit jednou.
Ukol 3 — Rekurence [3b]:
Hledame koeficienty linearni kombinace a1, as, které splnuji
nasledujici rovnice:

0= S0 = a130 + az(—l)o

1= S1 = a131 + az(—l)l

Vychézi feSeni a; = 1/4, a2 = —1/4, tedy:

1

1
n:73"—7—1n
s )

4

Mizeme oveérit, ze tento vzorec plati i pro dalsi cleny.

Ulohu ptipravili: David Klement,
Martin ,Medveéd“ Mares
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Vysledkova listina tieti série tficatého patého roéniku KSP

resitel

Benjamin Swart
Stépan Mikéska
Katefina Doubkova
Erik Jezek

Filip Prasil
David Kolar
Ondrej Pupik
Viktor Helmich
Jachym Kouba
Patrik Cihal
Marek Ragka
Vojtéch Lancaric
Adam Cervenka
Krystof Tahal
Matus Pall
Anna-Kristina Migel
Zuzana Aubrechtova
Daniel Culliver
Honza Kocourek
Adam Kolnik
Adam Jahoda
Albert Bako¢
Patrik Pritrsky
Vit Kadéra

Petr Slonek
Martin Sindel4f
Jakub Ondrousek
Michael Jarvis
Jakub Konc
Krystof Marek
Robert Klimt
Katefina Vomelova
Jakub Hampl
Jan Sevecek

Petr Némec

Jan Sliva

Viktor Cihal
Ondrej Sedlacek
Erik Sabol

Adam Houdek
Oto Skypala
Finley Stuart
Richard Dobisek
Julie Krejci
Jakub Binter
Lucian Poljak
Vladimir Sklenar
Ondrej Novak
Martin Skypala
Ivan Zemlicka
Janek Hlavaty
David Bojko

Petr Dymanus
Richard Tichy
Michal Martinek
Vojtéch Prochazka

skola

MensaG
GJaroseBO
GNAlejiPH
SPSSmichov
GJifiPodéb
GJiroveCB
GRoznovPR
GTMannaPH
GJSkodyPR
SSKKamPard
GTr

SPSG Tiebesin
GJaroseBO
GUBalvanJN
GZborovPH
GNAlejiPH
GHeyrovPH
GZborovPH
ParkLane
SSSVTPraha
GKepleraPH
GZborovPH
GGrossBA

G Wicht
GJaroseBO
GGrossBA
GTomkovaOL
GSpitalsPH
GPéaroNitra
SGPCE
GDobris
GUstavniPH
GM¢élnik

G UherBrod
G Wicht
MensaG
SPSSmichov
GOPavla PH
GCeskoliPH
SOS Biezova
GJSkodyPR
GPisnickdPH
MensaG
PraKonz
GCeskaCB
GJSkodyPR
GTerVans

G Brandys
GJSkodyPR
GUstavniPH
GJirsikaCB
GMeélnik
GSpitalsPH
SPSSmichov
GUstavniPH
MensaG

roénik sérit
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3-1
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

2
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

1
10
10
10

10

10

3-2 8-3 3-4

10
10
10
10
10
10
10
10
4
10
10
10
1
10
4
5
10
10
10
4
10
4

10

10

12
12
12
12
12
12
12
9

6

8

12

N = I A= N~ e < Y

~

13
13
13
13
13
13
13
13
5
3
13
0
3
13
11
3

3
1
3

3-S 3-X1
15 10
15 8
14
14,5
13
14

6
13,5
9,5

9
9,5

3,5
12

13
75

6,5

10

série ksp-x celkem

60,0 30,0 180,0
60,0 26,0 179.5
59,0 9,0 1765
595 0,0 167,5
58,0 50 1650
59,0 1,0 1650
450 00 1575
480 0,0 1495
385 0,0 1475
40,5 0,0 1460
450 21,0 1440
41,0 0,0 140,0
20,0 00 1375
425 00 126,0
345 00 1250
340 0,0 1225
340 6,0 1220
27,0 0,0 1200
410 0,0 116,5
275 0,0 113,0
450 0,0 1100
30,0 00 109.5
18,0 0,0 107,0
230 1,0 107,0
265 0,0 99,5
270 0,0 86,5
28,0 00 84,5
190 0,0 81,5
10,0 0,0 785
230 00 71,0
230 00 650

1,0 00 63,0
170 0,0 550
11,0 00 525
110 00 51,0

00 00 46,0

00 00 450

00 00 420
410 0,0 41,0

00 20 365
170 00 36,0

70 00 350
10,0 0,0 34,0
10,0 0,0 32,0

50 0,0 31,0

00 00 300

70 00 27,0
140 00 245

70 00 230

00 00 21,0
200 00 200

00 00 19,0

60 00 16,0

00 00 16,0
16,0 0,0 16,0

00 00 150
10,0 0,0 150



57.

58.-59.

60.-62.

63.

64.-68.

69.-70.

71.

72.-76.

77.-79.

80.

resitel

Radomir Budinek
Tomas Kazimir
Michal Mentzl
Jakub Kop¢il
Jan Kotovsky
Filip Manas
Dominik Maly
Vojtéch Bizek
Adam Bures
Lida Kacenkova
Samuel Lipovsky
Toméas Macholda
Matéj Smetana
Jan James Soukup
Jachym Lowenhoffer
Martin Dobrusky
Miroslav Kolouch
Andrea Mikulova
Vit Mitas

Petr Sislak
Alexandr Bihun
Vojtéch Kosina
Jakub Vlcek
Michael Ambros

skola

GRi¢

GNPr

G UherBrod
GMikulasPL
GPisnickaPH
GJaroseBO
GBSucany
GPisnickaPH
SPS Pterov
GBudégjovPH
GBSucany
GCoubTéabor
AkademGPH
GKlatovy
GEvolutionJM
SSKKamPard
GJirovcCB
BGOstrava
GPolicka
GZborovPH
GJirovcCB

G Chrudim
GPiibor
GTomkovaOL

rocnik sérit

4
3
3
4
4
2
4
3
3
4
4
4
2
4
2
4
3
4
1
2
3
2
4
0

HHHHHMQ&HHH»—A»—AHHM»—A»—A»—A»—!SM»—A»—A»—!

3-1 8-2 3-8 3-4 3-S 3-X1

10 1

10

série Ksp-x celkem

00 00 12,0
00 00 11,0
11,0 00 11,0
00 00 10,0
0,0 00 10,0
10,0 0,0 10,0
0,0 0,0 7,0
0,0 0,0 6,0
0,0 0,0 6,0
30 0,0 6,0
0,0 0,0 6,0
0,0 0,0 6,0
0,0 0,0 5,0
0,0 0,0 5,0
0,0 0,0 4,0
0,0 0,0 3,0
0,0 0,0 3,0
0,0 0,0 3,0
0,0 0,0 3,0
0,0 0,0 3,0
0,0 0,0 2,0
20 0,0 2,0
0,0 0,0 2,0
1,0 00 1,0

Vysledkova listina KSP-X po tieti sérii tficatého patého roéniku

resitel skola rocnik sérii | 1-X1 2-X1 3-X1 | celkem
0. 10 10 10 30,0
1. Benjamin Swart MensaG 4 8 8 10 8 26,0
2. Patrik Cihal SSKKamPard 3 7 8 9 4 21,0
3. Stépan Mikéska, GJaroseBO 4 3 1 8 9,0
4. Anna-Kristina Migel GNAlejiPH 0 3 6 6,0
5. Erik Jezek SPSSmichov 1 3 5 5,0
6. Erik Sabol GCeskoliPH 3 3 2 2,0
7-8. Filip Prasil GJitiPodéb 4 4 1 1,0

Patrik Pritrsky GGrossBA 2 3 1 1,0

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspésné vyfeseni (alespori polovina bodf za ulohu) udélujeme specidlni odmény.

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|

E-mail:

sp @mff.cuni.c
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