Korespondenc¢ni Seminar z Programovani
ZACATECNICKA KATEGORIE

| 28. rocnik

KSP-Z

Listopad 2015 |

Prvni série letosniho KSP-Z je za nami. Doufame, ze se vam tulohy libily, a zde vam pfinasime jejich
autorska feseni. Pokud byste k cemukoliv méli néjaké dotazy, nevahejte se nas ptat na nasem foru.

Potésilo nas, ze se tolik z vas s vervou pustilo do feSeni. Pokud se vam z néjakych tloh nepodatilo ziskat
plny pocet bodt, nebo jste pri jejich feSeni uplné tapali a radéji nic neposlali, podivejte se na vzorova

TeSeni.

Reseni prvni série zadateénické kategorie 28. roéniku KSP

28-7Z1-1 Kevinuv letiak

Nejprve si vyfesme jednodussi tlohu: jak o néjaké posloup-
nosti zavorek pozname, jestli je (celd) spravné uzavorkova-
na? Urc¢ité musi obsahovat stejny pocet levych a pravych
zavorek — jinak tézko mohou tvorit pary.

Ovsem to nestac¢i. Uvazte tfeba posloupnost ()) (. Ta ob-
sahuje dvé levé a dvé pravé zavorky, ale korektnim uzavor-
kovanim urcité neni. Na tfeti pozici se pokousime ukondit
zavorku ,dfiv, nez zacala“.

Jak takovou situaci pozname? Podivame-li se na prvni tii
znaky nasi posloupnosti, vidime, ze obsahuji jednu levou za-
vorku a dvé pravé. Obecné problém nastane, pokud existuje
v posloupnosti néjaké misto takové, ze v tseku od zacatku
po toto misto je vice pravych zavorek nez levych. Pak ale-
spon jedna z téch pravych nemaé pred sebou zadnou levou,
se kterou bychom ji mohli sparovat.

Pokud posloupnost obsahuje stejné levych a pravych zavo-
rek a nenastane problém popsany vyse, pak uz si snadno
rozmyslite, Ze je vzdy jde spravné sparovat, a tedy uzévor-
kovani je korektni.

Nyni k ptvodni tiloze. Predstavme si, Ze si chceme oznadit
vSechna mista v posloupnosti, kde miize koncit korektni
uzévorkovani (za¢inajici na za¢atku). Tteba pro piiklad ze
zaddni to budou nésledujici mista (oznacena hvézdickou):

(COXODLICOLINON

Jak je najdeme? Budeme postupné prochazet posloupnost
od zacatku a pribézné si pocitat, kolik levych a pravych
zévorek uz jsme vidéli. Pokud narazime na misto, kde jsme
napocitali vic pravych nez levych, mizeme rovnou skoncit.
Uz vime, ze takové uzavorkovani korektni neni, a pridanim
libovolnych dalsich zévorek na konec uz nemiizeme napravit
chybéjici zavorky nalevo od aktualni pozice.

Pokud tato situace jeSté nenastala a objevime misto, pred
kterym je pocet levych a pravych zavorek stejny, oznacime
si jej. Podle toho, co jsme si fekli vyse, uzavorkovani koncici
na tomto misté je korektni.

Ukazme si prubéh algoritmu na predchozim prikladu:

cCcH)y )y )y ) ) )
Pozice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Pocetlevyjch 1 2 2 3 3 3 4 4 4 — -—
Pocet pravych 0 0 1 1 2 3 3 4 5 — -—
Rozdil 1212 1010 -1-—- —
Akce * x X

Hvézdicka znamend oznaceni mista s korektnim uzavorko-
vanim a X konec prohledavani, kdyz zadné dalsi uzavorko-
vani korektni byt nemtize.

Na konci jen vypiSeme nejpravéjsi oznacené misto. VSimné-
me si, ze si nemusime ukladat vSechna oznac¢ena mista, sta-
¢l si vzdy pamatovat posledni dosud nalezené. Dalsi drob-
né zjednoduseni je misto dvou pocitadel pouzit jen jedno,
uchovéavajici rozdil po¢tu dosud nac¢tenych levych a pravych
zévorek (fadek ,rozdil* v tabulce vySe). Pak oznacujeme,
kdyz je toto pocitadlo rovné nule, a kon¢ime, pokud klesne
pod nulu.

Program (Python 3) - poéitani obou druhid zavorek:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-21-1-1.py

Program (Python 3) - sta¢l ndm pocitat jen levé:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-21-1-2.py

Filip Stédronsky

28-Z1-2 SAarina hra

Na vstupu dostaneme ¢isla N a M a mame zjistit, jestli po
hrani M — 2 kol hry bude zastavka ¢islo NV zakrouzkovana
(kol je M — 2, protoZe Sara zac¢ne krouzkovat az ve druhé
zastavce — v prvinim kole krouzkuje zastavky délitelné 2
a v poslednim zastavky délitelné M — 1).

Pomalé FeSeni

Nejjednodussi feSeni by bylo vyrobit si pole zakrouzkova-
no s N priznaky, kde pfiznak zakrouzkovano [i] znadi, je-li
i-t4 zastavka zakrouzkovand. V tomhle poli (M — 2)-krat
nasimulujeme kolo Safiny hry a nakonec precteme priznak
u N-té zastavky, ¢imz zjistime, jestli skoncila zakrouzkova-
na, nebo ne.

V Pythonu to jde napsat tfeba takhle:

# N + 1, protoZe Python ¢isluje pole od nuly
zakrouzkovano [False for _ in range(N + 1)]
for kolo in range(2, M):
# ZakrouZkuj kaZzdou k-tou zastavku.
for zas in range(kolo, N + 1, kolo):
zakrouzkovano [zas] not zakrouzkovano [zas]
print ("ANO" if zakrouzkovano[N] else "NE")


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-1-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-1-2.py

Jak dlouho to pobézi? Uréité aspori (N) — prvni kolo Sa-
Finy hry zakrouzkuje asponi | N/2| zastévek, kterym potte-
bujeme upravit pfiznaky.!

Kol je ale vic: prvni kolo potfebuje N/2 krokt, druhé N/3,
tiet! N/4, a tak déle. Kol je celkem M a kazdé potiebuje
nejvys N kroki, proto nebude nase feSeni potiebovat vice
nez O(N - M) krokt. Pomalé feseni tedy pobézi néco mezi
Q(N) a O(N - M). (Pfesna ¢asova slozitost je O(N log M),
ale na ni ted p¥ili§ nezélezi. Chcete-li zjistit, kde se vzalo
Nlog M, podivejte se do sekce o Eratosthenové sité v ku-
chafce o teorii &fsel.)?

Timhle zvladneme prvni dva malé vstupy, ale vétsi nesti-
hame spocitat.

Druhy pokus

Zakrouzkovani zadné zastavky kromé N-té nés ale vlastné
vibec nezajima, vysledek programu na nich nezalezi. Udr-
zovani priznakd, jestli jsou zastavky 2, ... N —1 zakrouzko-
vané, je plytvani ¢asem a paméti. Misto toho tedy projde-
me kola 2,..., M — 1 a pro kazdé z nich se podivame, jestli
zméni zakrouzkovanost N-té zastavky. Krouzkovani kazdé
k-té zastavky zméni zakrouzkovanost zastavky IV praveé teh-
dy, kdyZ je N délitelné beze zbytku k, neboli (v Pythonu)
N % k == 0.
# Je N-t& zastavka zakrouZkovana?
zakrouzkovana = False
for kolo in range(2, M):

if N \/ kolo ==

zakrouzkovana = not zakrouzkovana

print ("ANQ" if zakrouzkovano[N] else "NE")

Tohle feSeni pobézi v ¢ase O(M), a to je urcité zlepSeni
proti prvnimu pokusu. Na plny pocet bodt ale jesté nestaci.

Reseni za viechny body

Kazda zména zakrouzkovanosti N-té zastavky odpovida to-
mu, ze Cislo kola k déli N. Zastavka N je na konci zakrouz-
kovana, pokud pocet zmén zakrouzkovanosti byl lichy, jinak
zakrouzkované neni. Uloha se nas tedy vlastné pta, jestli
ma N sudé, nebo liché mnozstvi déliteld, kteri jsou mensi
nez M a velci aspon 2.

K dalsimu zrychleni si vSimneme, ze délitelé se vyskytuji
v parech: ke kazdému k1, které je délitelem N, existuje né-
jaké ko takové, ze N = k1 - ko. Tohle ks je taky délitelem V.
Dale v kazdém péru (k1, k2) je aspoii jedno k mensi nebo
rovné v/ N: kdyby byly obé& vétsi, tak k; - ko by muselo byt
vic nez N, ale dohodli jsme se, Ze to bude pifesné N.

Kdyz nas tedy zajimaji vsSichni rizni délitelé N, mizeme
je generovat tak, Ze najdeme viechna ki mezi 1 a /N a ke
kazdému dopocitdme ks. Pro kazdého z délitelt mtizeme
zjistit, je-li mensi nez M a aspon 2, a jestli je, pfepneme
za néj zakrouzkovanost N-té zastavky. Zbyva doladit jesté
jeden detail: kdyz N je k?, tak ko = k;. V takovém pii-
padé musime prepnout zaskrtnutost N-té zastavky jenom
jednou. Tentokrat feseni dobéhne za O(V/N), a to uz si
zaslouzi 10 bodd.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-21-2.py|

Michal ,,Prvdk“ Pokorny

28-7Z1-3 Petrovy stromy

Zadani sice mohlo vypadat désivé kvuli mnozstvi promén-
nych, které se v ném vyskytuji, ve skutec¢nosti je ale prosté.
Podél cesty se ndm pravidelné stiidaji stromy a néas zajima,
kolik stromt se stihne prostfidat, nez uvidime K-ty strom
konkrétniho druhu. V feseni budeme mluvit o topolech, ale
myslime tim prosté strom druhu J.

Pripomenime jesté oznaceni B pro délku bloku, ktery se
nam pravidelné opakuje.

Pfimocaré feseni je ulozit si cely opakujici se blok do pole.
Nasledné muzeme toto pole prochazet a pamatovat si, kolik
topoll a kolik stromt celkem jsme uz vidéli. Az potkame
K-ty topol, zahlasime vysledek.

Takové FeSeni ma ale slozitost az O(BK), to kdyz bude
v celém bloku jeden jediny topol. Jelikoz vstup ma velikost
O(B) a K muZe byt mnohem vétsi nez B, milzeme pojmout
podezteni, ze to musi jit rychleji.

Jde, a rychlejsi feSeni neni nijak tézké, pojdme na néj. Nej-
prve uvidime néjaky pocet opakujicich se blokt, pak jesté
¢ast stromi z dalsiho bloku a pak ten ocekavany K-ty topol.

Kolik bude blokii, které uvidime celé? Tolik, aby se do nich
spolehlivé veslo K — 1 topolu, takze (K/S) — 1, kde lomit-
ko predstavuje celociselné déleni (zbytek zahodime) a S je
pocet topolt v bloku.

A kolik stromi uvidime z dalsiho bloku? Nejprve jiné otéz-
ka: kolik topoli jesté uvidime? Tolik, kolik jich chybi do K.
To vétsinou bude K mod S, kde ,,mod“ oznacuje zbytek po
déleni. Ono slovo ,vétSinou“ je v predochozi vété pro pri-
pad, kdy K je nasobkem S, pak ndm topolia chybi nikoliv 0,
ale S.

Dejme tomu, Ze nam tedy do K chybi jesté T topoli. To
ale znamena, Ze uvidime tolik stromt, na kolikaté pozici
je v bloku T-ty topol. Receno piikladem, pokud jsou tieba
topoly na pozicich 2, 4 a 9 a chybi nam 2 topoly, uvidime
jesté 4 stromy, protoze druhy topol je na pozici 4.

Zpocatku samoziejmé nezname ani S, ani pozice jednotli-
vych topoli. Oboji ale miizeme jednoduse zjistit pii nac¢ita-
ni vstupu. Pamatujeme si, kolikaty strom pravé nacitame,
a taky si udrzujeme informaci o po¢tu uz nactenych to-
poli. Kdyz méme na vstupu topol, zvysime pocet topol
a zaroven si ulozime jeho pozici do pole.

Q je pfibuzna znaméjsiho O. Kdyz fekneme, Ze né&jaké funkce g je v O(f(x)), znamena to, Ze se stoupajicim x neroste rychleji,

nez néjaky nasobek f(z), ¢li ,g se dd shora odhadnout f“. Q oproti tomu znaéi dolni odhady: kdyZ g je v Q(f(x)), tak g

roste se stoupajicim x aspon tak rychle, jako f.
2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel|



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel

Na konci pak jen vyuZijeme tyto informace k dosazeni a ma-
me vysledek. Zbyva posledni véc, a to je slozitost Feseni.
Musime naéist vstup, to zvlddneme v O(B) (i kdyz na-
¢itdme topol, provddime jen konstantné mnoho operaci).
Zavérecné spocteni vysledku stihneme v konstantnim ca-
se, mame tedy celkovou ¢asovou slozitost O(B). Paméfova
slozitost je O(S), protoZe si musime pamatovat pozice pro
jednotlivé topoly.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-721-3.4d

Karolina ,,Karryanna“ Buresovd

28-7Z1-4 Zuzéina zvédavost

Zadani trochu krkolomné popisovalo graf, ve kterém hrany
tvori dvojice zakt, ktefi se seznamovali. V tomto grafu jste
méli najit pocet komponent souvislosti. Pokud predchozi
vété rozumite, asi se zde nic nového nedozvite. Jinak velmi
doporuéuji preéist si nasi kuchatku o grafech.?

Pokud se grafovych zvifatek zatim bo-
jite, zkusim popsat feseni v jazyce za-
dani. Nejprve si celé zadani nacteme
do paméti. Nejlépe tak, ze si pro kaz-
dého zaka poridime seznam ostatnich
zak1l, se kterymi se seznamil. Nezapo-
metite, Ze pro kazdou dvojici musite
pridat dva zaznamy — lidé se seznamuji vzajemné.

Nyni budeme postupné prochazet vsechny zaky a pokud
nékoho jesté nemame zafazeného v zadné t¥idé, vytvorime
pro néj novou (zvysime pocitadlo tiid). Potom budeme pro-
chézet zaky, se kterymi se seznamil, a u vSech si oznacime,
ze uz jsme je zaradili. Tuhle operaci musime provadét re-
kurzivné, tj. oznacit si i sousedy sousedii, sousedy sousedii
sousedt a tak dale.

Prakticky si pofidime funkci ozna& (Z), ktera oznadi zéka Z,
a zavold sama sebe na viechny spoluzaky Z. Volani sebe
sama se Tiké rekurze. Dilezité ale je, aby nékdy prestala —
pokud uz je zak oznaceny, funkce ihned skon¢i a nic nedéla.

Popsanému algoritmu se rika prohledavani do hloubky, vice
o ném a jeho aplikacich najdete v kucharkach.

Nejprve si pojdme uvédomit, kolik potfebujeme paméti.
Pro ulozeni seznamiui spoluzdkd potiebujeme N seznamt
velkych nejvyse N — ale budou mit dohromady 2M prv-
k. Protoze ale nevime, které z cisel je vétsi, fekneme, ze
na tuto ¢ast potiebujeme O(N + M) paméti. Pii dodrzeni
podminek ze zadani bude M < N2, ale miize byt i fddove
mensi.

Na ulozeni priznakti oznaceni ndm sta¢i N proménnych,
pak uz potfebujeme jen par pocitadel. Dohromady se tedy
vejdeme do O(N + M) paméti.

Casové slozitost vyjde stejné. P¥i prochézeni si sta¢i uve-
domit, Ze po kazdé dvojici projdeme jen dvakrit (jednou
z kazdé strany), a jakmile t¥idu uzavieme, uz se na zad-
ného zaka z ni nepodivame. Ttida s jednim zdkem je ale
také trida a prohledavani, které hned skonci, musime ta-
ké zapocitat. Vsechna prohledavani dohromady spotiebuji
O(N + M) ¢asu — O(N) za zaky, O(M) za dvojice.

Dodejme jen, ze v nékterych jazycich mutze byt volani funk-
ce zbyte¢né naro¢né operace a mize chtit ptili§ mnoho pa-

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni|

méti. Potom se hodi rekurzi nahradit cyklem a zéky si ukla-
dat do zasobniku ,ru¢né“. Co je to zasobnik a jak ho pouzit
se doCtete ve vysSe zminéné kuchaice.

Pokud misto zasobniku pouzijeme frontu, dostaneme pro-
hledavani do $irky, které pouziva vzorové feseni v Pythonu.
Jinak jsou obé moznosti ekvivalentni.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-4.cpy

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-4.py|

Ondra Hlavaty

@

28-7Z1-5 Dvé fronty na obéd

Jsme v jidelné a mame tu dvé fronty hladovych studenti
sefazenych podle vysky. Potfebujeme, aby se spojili v jednu
frontu (také sefazenou). Jak se ale maji zici co nejrychleji
srovnat?

Néktefi z vas mozna poznali, ze se vlastné jedna o ,slévaci®
funkci merge z algoritmu MergeSort, o kterém si mizete
vice pirecist v nasi kuchaice o tiidéni.* A pokud je to pro
véas nové, pojdme si ukdzat, jak na to.

Prvni zdk v nové fronté musi byt nejmensi ze vsech. To
znamena, ze to bude bud prvni Zak prvni fronty, nebo prvni
zak druhé fronty. Tito dva jsou nejmensi ve své skupince
(kterd je sefazend), tudiz urc¢ité nikdo za nimi neni mensi.

Porovname jejich vysku a mensiho posleme do nové fronty.
MozZné by véas mohlo napadnout poslat do nové fronty oba,
ale to udélat nemtizeme. Zak druhy v pofadi méze byt klid-
né mensi nez prvni zak z jiné fronty. Posilame tedy vzdy jen
jednoho.

U jedné skupinky se tak druhy nejmensi stal nejmensim
a toho opét porovname s nejmensim z druhé fronty. Pokud
by porovnavani zaci byli stejné vysoci, miizeme poslat li-
bovolného, nebo dokonce oba dva (ani v jedné fronté neni
nikdo mensi nez oni).

Vzdy tedy porovnédme dva aktualné nejmensi zdky a men-
§iho z nich posleme na konec nové fronty. Kdyz uz bude
jedna fronta prazdna, mutuzeme zbytek té druhé poslat do
nové fronty tak, jak je (Zaci jsou uz sefazeni).

Nez vam prozradime ¢asovou a pamétovou slozitost, je tu je-
den implementac¢ni detail. Poslat zdka na konec nové fronty
znamend, ze informaci pouze prekopirujeme. ,,Odebraného*
zéaka nemazeme, jenom se ve fronté podivame na dalsiho.
Mazat data (a tim v8echna ostatni posouvat) by bylo zby-
tecné a neefektivni.

Kazdym porovnanim vybereme jednoho zdka, kterého pak
posleme na konec nové fronty. Pokud bylo v prvni skupince
A 7kt a ve druhé B, potom bude v nové fronté A+ B zaka.
TakZe provedeme maximalné A+ B — 1 porovnani, méné to
bude, pokud po vyprazdnéni jedné fronty zbude ve druhé
vice nez jeden zak ¢i pokud jsou porovnévani zaci stejné vy-
soci a my je posleme do fronty oba. Ale nas zajima nejhorsi
pripad, takze ¢asova slozitost bude O(A + B).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-21-5.py|

Katka Zdkravskd € Zuzka Drdzdovd


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-3.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-4.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-5.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

@ 28-Z1-6 Osm &ipu

Kevin si zvoli tii ¢isla: a, b a c¢. Kdyz méame spocitat ¢islo
k ulozeni do i-tého ¢ipu, pouzijeme vzorec a - x;_3+b - x;_o+
c-x;_1 a spocitame, kolik vyjde po vydéleni vysledku ¢is-
lem N° Dostaneme zadana ¢isla prvnich ti1 ¢ipt 21, 22 a 23
a néjaké hodné velké K a snazime se co nejrychleji spoci-
tat x k.

Nejjednodussi by bylo vyrobit si pole
o K prvcich, ve kterém budeme drzet
hodnotu kazdého ¢ipu. Prvni t¥i hodno-
ty do néj ulozime rovnou a zbytek do-
pocitame.
Takové feseni potiebuje O(K) paméti na uloZeni pole a bu-
de trvat ¢as O(K). My ale vlastné nepotfebujeme znét
vSech K ¢isel ve vSech Cipech: zajima nas jenom to posledni.
A kdyz pocéitame ¢islo K-tého ¢ipu, staci nam k tomu ¢isla
¢ipa (K — 1), (K —2) a (K — 3). Podobné kdyz poéitame
¢islo v ¢ipu (K — 1), potfebujeme zndt jenom ¢isla Cipl
(K—2), (K—-3)a (K —4).
Obecné si staci pamatovat ¢isla jenom tfi kroky dozadu —
diky tomu naSe spotfeba paméti bude konstantni, nezavisle
na K.% Proménné, ve kterjch budeme drZet posledni tii
Cisla ¢ip1, si oznac¢ime jako z, y a z. MuzZeme tieba ve for-
cyklu (K —1)-krat upravit hodnoty proménnych (z,y, z) na
(y,z,(a-z+b-y+c-z) mod N).
#V x, y, z si ted budeme drzet ¢&isla
# poslednich 3 ¢&ipid.
x, y, z = X1, X2, X3
for i in range(K - 1):

X, y,2=yY,2, (a*x+bx*xy+c*z)N
print (x)

V zadéani bylo napsano, ze do K nestihnete napocitat po
jedné — to znamena, ze cyklus provadéjici K krokt bude
prilis pomaly. Ukazeme si dva zptisoby, které jsou rychlejsi.
Kdyz se pozorné podivate na zadani, v§imnete si, Ze se Cisla
po né&jaké dobé opakuji. V zadani je predél mezi opakova-
nimi zvyraznén vétsi mezerou. Pokud bychom znali délku
opakujiciho se tiseku p, miizeme skoro s jistotou fici, ze K-
ty ¢ip méa stejné ¢&islo, jako (K mod p)-ty. Cislo K mod p
bude urcité mensi nez p, takze bychom to stihnout mohli.

Nejprve ucinime pozorovani: prestoze zadani neslibovalo,
jak velka budou x1, 22 a x3, mizeme misto nich vzit rov-
nou jejich zbytek po déleni N. Pokud a mod N = j, pak
existuje i takové, ze a = i- N + j. Potom (a-z) mod N =
(i-N-2)mod N+ (j-2) mod N =0+ (j-x) mod N. Coko-
liv, co nasobime N, bude N délitelné, tedy bude mit zbytek
po déleni N nula.

Dalsi dilezitda myslenka plyne uz z odstavce vyse. K urceni
¢isla i-tého ¢ipu nadm staci ¢isla tfech ¢ipit dozadu. Pokud
je tedy trojice Cisel pred ¢ipem i stejnd jako pred Cipem j,
musi byt z; stejné ¢islo jako z;. A diky tomu se rovnaji
ixit1 s xj41. A tak dale. Jakmile tedy najdeme stejnou
trojici podruhé, nutné uz musime byt v opakujicim se bloku,
v periodé.

Hledani periody trochu komplikuje to, ze posloupnost ¢isel
muze mit predperiodu — opakujici se tsek nemusi zacinat
na zacatku posloupnosti.

Napiiklad pro (a,b,c) = (0,1,1), N = 2 posloupnost muze
vypadat takto:

1, 1,1,0, 1,1,0, 1,1,0,...

Vsimnéte si, ze kromé prvnich se t¥i jednicky za sebou v po-
sloupnosti uz neobjevi. Jak se tedy s predperiodou vypo-
rfadat? Pofidime si trojrozmérné pole ¢isel, v kazdém roz-
méru velké N. Do néj si budeme oznacovat trojice po sobé
jdoucich ¢isel ¢ipi a ¢islo kroku ¢, ve kterém jsme danou
trojici potkali. Jakmile narazime na stejnou trojici podruhé
v kroku 7, nasli jsme periodu dlouhou j — i s pfedperiodou
délky 1.

Kdyz zname délku periody p a predperiody q, ¢islo K-tého
¢ipu spocitame hloupéjsim algoritmem vyse, ktery spustime
pro K’ = ¢+ (K — ¢) mod p.

Zbyva si uvédomit, ze K’, tedy ani pocet krok vypoctu
pfedperiody, nemtize presdhnout N? uz jen diky tomu, Ze
vice riznych trojic se nemuze objevit. To zaroven slouzi
jako dikaz, ze perioda se v posloupnosti vzdy objevi.

Algoritmus, kterj najde periodu tedy pobézi v ¢ase O(N?)
a spotfebuje O(N3) paméti. Miize se to zdat hodné, ale
pri rozumné velkém N, které slibovalo zadani, je to velké
zrychleni oproti O(K). Takové feSeni mohlo byt za plny
pocet bodii.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6.d

Stale to jde ale rychleji.

Upozornujeme ¢tenare, Ze nasledujici text obsahuje zvy-
Sené mnozstvi matematiky. Doporu¢ujeme!
Podivejme se, jak se hodnoty proménnych z, y a z zméni

béhem prvniho kroku (staré hodnoty oznacime indexem 1
a nové indexem 2):

T2 =11, Y2 =21, 22 =(a-x1 +b-y1 +¢-2z1) mod N

Rozepiseme si tyto rovnice do tvaru, ve kterém vysledné
proménné jsou vazeny soucet vstupnich:

29=(0-2y +1-y1 +0-21) mod N
yo = (0-21 +0-y1 +1-21) mod N
zo =(a-x1 +b-y1 + ¢ z) mod N

Tyto linedrni rovnice, které z (1, y1, 21) pocitaji (z2, y2, 22),
se daji taky vyjadrit jako maticové nasobeni téchto vektora
zleva. Pokud vam matice a vektory nejsou zndmé, mizete
si pro nase ucely predstavit vektory jako skupinky ¢isel, se
kterymi budeme pracovat najednou (tfeba (z1,y1,21))-

Matice jsou jenom zkratka za postup tohoto typu: z jed-
noho vektoru udélam jiny vektor, a slozky nového vektoru
jsou néjaké vazené soucty slozek prvniho, kde vahy jsou
konstanty. Pravé tyhle konstanty v poradi jako ve vzorec-
cich vyse tvori matici. Nas§ pripad se d& maticové zapsat
jako takovéto nasobeni:

To 0-z1 +1-y1 +0-21) mod N
y2 | =021 +0-y31 +1-21) mod N | =
29 (a1 +b-y1 +¢-2z) mod N
0 1 0 T
=10 0 1 y1 | mod N
a b ¢ z1

Obecné se operaci ,spocitat zbytek po déleni* fika ,modulo” a Casto se da v programovacich jazycich provést operatorem %.
Program navic v praxi nejspis i pobézi rychleji: pristupy do paméti jsou rychlejsi, kdyz zapisujeme a ¢teme porad do stejného
mista. Zatimco prvni program popise K rtznych mist v paméti, druhy program jenom tfi.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6.c

Tato matice se jesté bude hodit, tak si ji oznacime:

01 0
M=10 01
a b c

Kdyz potom z (22, Y2, z2) poitdme (z3,ys, 23), provadime
stejné operace: T3 = Y2, Y3 = 22, 23 = (@ Y2 +b-ya2 +c- 22),
neboli zapsano maticové:

T3 T2
ys | = | M- | v mod N =
23 22
T
= |M- | M- mod N
21

A podobné to vypada i dal: posunuti proménnych z,y, z
o jedno misto znamen4 jejich vynasobeni zleva matici M.

Obecné pro hodnoty z,y, z po K krocich plati:

TK Zo
1—1

yxk | =M""- | yo

ZK 20

Co to ale vlastné znamena néasobit matice? Nasobeni matic
je trochu divné operace. Je vymyslené tak, aby bylo asocia-
tivni, tedy aby pro libovolné ¢tvercové matice A a B a kazdy
vektor x platilo A- (B -z) = (A- B) - x. Matice (A - B) tedy
reprezentuji stejnou operaci, jako nejdfiv vektor ,prohnat®
matici B a pak matici A.

Na vektorech o dvou dimenzich a maticich velkych 2 x 2 si
z toho snadno mtizeme odvodit, jak se musi ndsobit. Méjme
par matic a libovolny vektor:

x
A= (0 @2} p_ b1 bi2 o= x;
21 Qa22 b21 b22

bi1 21 + b2 22
B-x=
* <b21'5f1+b22'$2)

Po vynéasobeni A dostaneme:

A-(B-x)

az1 (b1121 + biaxa) + age(ba1x1 + bagxa)

(

(

_ x1(a11b11 + a12b21) + x2(a11b12 + a12b22)
x1(a21b11 + ag2be1) + x2(ag1biz + azzbez)

Odsud si muzeme hned precist, jak musi matice A - B obec-
né vypadat. Pro rozmér 3 je koeficientu vic, ale daji se
odvodit stejnym zptisobem.

Ted uz vime, co déla a jak se déla nasobeni matic a Ze
je asociativni. Proto (K — 1)-ndsobné vynasobeni z; zleva
matici M se da napsat jako ME-1. 4, — nezdleZi na uzé-
vorkovani.

Nase prvni feseni se d4 popsat jako ,vezmi 1, (K —1)-krat
ho zleva vynasob M a pak vraf xx“. Tohle znamend i-krat
pronasobit t¥islozkovy vektor matici 3 x 3 (a promodulit
vysledek N).

(a11(b11$1 + bi2xa) + ar2(ba1zy + 522302)) _

Rychlejsi feseni to obejde tim, ze rychle spocitd M* (mo-
dulo N) a potom vynésobi x zleva M¥ (a zase vymoduli).
Bude ndm na to stac¢it O(log K) ndsobeni matic 3 x 3 a jed-
no nasobeni vektoru. Nasobeni matice matici sice potfebuje
vice operaci nez nasobeni matice vektorem, ale obé operace
trvaji konstantni ¢as: jenom nésobime a s¢itame konstantni
pocet ¢isel na vstupu.

Diky asociativité nasobeni matic se mizeme spolehnout na
to, 7e pro libovolna g a h plati M9+" = M9 M. Cislo
(K —1) si vyjadiime jako soudet mocnin dvojky (neboli ho
prevedeme do dvojkové soustavy) a piislusné si pfeuspofa-
dame vypocet M5 1. Napiiklad pro K = 44 tak dostaneme
M*3 = M32. M8 M?- M'. Takhle si rozlozime M¥~1 na
nejvyse [log, ] nasobeni matic, které jsou ,,dvojkové moc-
niny M*“.

Tyhle ,,dvojkové mocniny M“ budeme efektivné generovat:
v prvnim kroku budeme drzet M = M*!. Jejim vynéso-
benim samy se sebou dostaneme M?2, ze které po dalsim
umocnéni dostaneme M*, a tak dale.

V matici M’ si budeme postupné stavét potfebnou mati-
ci ME~1, Pocateéni hodnota M’ bude maticovy ekvivalent
jednicky. Takové matici se fika jednotkové, znaci se ve tfech
rozmeérech I3, a je to ta jedind, ktera se chova v nasobeni
matic jako jednicka v nasobeni c¢isel: kdyz je T' libovolna
matice 3 x 3, potom Is-T =T -1I3 =T. Z vlastnosti naso-
beni se da uhodnout, jak I3 vypada. M4 nuly vsude kromé
diagonaly, kde ma jednicky:

100
L=|0 10
00 1

Budeme se posouvat v bindrnim zépisu ¢isla (K — 1) zprava
doleva. Na zacatku kroku ¢islo 4 budeme mit uloZenou pro-
zatimni matici M’ a matici M?". Podivame se na i-té &islo
zprava v bindrnim zapisu, a jestli tam uvidime jednicku,
piendsobime M’ matici M?'.

At vidime jednicku nebo nulu, umocnime M 2" na druhou,
¢imz si spocitame pro dalsi krok M 2" Po kazdém kroku
taky vymodulime obsah M 2§ M’ ¢islem N. Tohle modu-
leni musime provadét, abychom zajistili, Ze vSechny pouzité
proménné budou omezené velké, konkrétné mezi 0 a N — 1.
Bez moduleni by totiz mohly rist hodné rychle a ukladat
velkd c¢isla nestoji konstantné mnoho paméti.

Z vysledku nas zajima jenom z; mod N a to vyjde stejné
at poc¢itame presné, nebo modulo N.7

Na konci bude M’ soucin téch mocnin M, které odpovida-
ji vahdm jedni¢ek v bindrnim zapisu (K — 1), tedy bude
M’ pfesné rovna M¥. Za kazdou ¢slici v bindrnim zépisu
(K —1) provedeme jedno nebo dvé niasobeni matic, coz trva
konstantni Cas, a protoze Cislic je logaritmicky mnoho, trva
nas algoritmus jenom O(log K). D4 se navic naimplemen-
tovat tak, Ze mu staci jenom konstantni mnozstvi paméti.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-721-6.py|

Michal ,Prvdk® Pokorny

To plati, protoze (a + b) mod N = [(a mod N) + (b mod N)]mod N a (a-b) mod N = [(a mod N)-(bmod N)] mod N.
x; vznikne z (xo, Yo, 20) jenom jejich posloupnosti, proto mizeme vSechny mezivysledky véetné matic ukladat modulo N.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z1-6.py
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