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Préazdniny se blizi, ale nez si jich zac¢nete uzivat plnymi dousky, vénujte par chvil precteni feSeni tloh
posledni série tohoto ro¢niku KSP-Z. Gratulujeme vSem, ktefi ziskali néjaké body! Pokud se vam né&jaké
prakticka tlloha nevydafila, mizete ji zkusit vyfesit i po terminu.

A jako obvykle se nas nebojte zeptat, pokud vam cokoliv neni iplné jasné. Obratit se na nis muzete pres

férum na nasich strankach nebo e-mailem na ksp@mff.cuni.cz.

Reseni étvrté série zadateénické kategorie 28. roéniku KSP

28-Z4-1 Pudorys

Dulezitou soucasti feseni bylo uvédomit si, ze hledané ob-
délniky maji jednu zajimavou vlastnost — body lezici na
jedné strané obdélnika maji vzdy stejnou jednu soutfadnici.
Takze svislé hrany obdélnika maji stejnou x-ovou souiad-
nici a vodorovné zase y-ovou.

My musime pro kazdy bod na vstupu ovérit, zda lezi na
néjaké hrané obdélnika. K tomu potifebujeme nejdfive znat
soutfadnice téchto hran. To uz zvladneme jednoduse.

Vsechny body na levé svislé hrané budou mit nejmensi x-
ovou soufadnici, body na pravé svislé hrané budou mit nej-
vétsi x-ovou soufadnici. Staci ndm tedy pouze projit z-ové
soutfadnice vsech bodu a zapamatovat si minimum a maxi-
mum. Pro vodorovné hrany analogicky s y.

Ted uZ jenom ovérime, Ze kazdy bod lezi na néjaké hra-
né jednoduchym porovnanim jeho soufadnic se zjisténymi
soufadnicemi hran.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-1.py|

Martin Sery

28-7Z4-2 Vykopavky

Je zfejmé, ze kdyz maji mit vSechny ctyri obdélnikové ob-
lasti stejny soucet, bude to praveé soucet vsech policek vydé-
leny ¢tyfmi. Abychom ho tedy spocitali, projdeme si nejdiiv
jednou vSechna ¢isla a secteme je. Zatim nezalezi na tom,
v jakém potradi je projdeme.

Déle si vS§imneme, Ze ¢ast nahofe od bodu S (v8ichni se tu
maji potkat) a ¢ast dole budou mit stejny soucet, a to pra-
vé€ polovinu souctu celkového. Budeme tedy prochéazet cisla
jesté jednou, tentokrat po fadcich, budeme je opét séitat,
ale zastavime se, kdyZ se dos¢itame k poloviné celkového
souctu. Zapamatujeme si, kolik fadkt jsme zatim prosli, to
bude totiz vyska obdélniku, kterou chceme zjistit.

Do tfetice vSeho dobrého projdeme ¢isla jesté jednou, ten-
tokrat po sloupcich. Opét je budeme séitat, dokud se nedo-
staneme k poloviné celkového souc¢tu. Pocet zatim proslych
sloupctt ndm déa hledanou sitku obdélniku.

Protoze jsme ¢isla na vstupu prosli t¥ikrat, slozitost bude
O(RS), coz je pocet Fadki vyndsobeny po¢tem sloupecki,
tedy pocet vsech policek.

Jesté se zamyslime, jak by se dala uspofit pamét — co kdy-
bychom si nemuseli pamatovat vSech R ¢isel? Vzdy potie-

bujeme pocitat soucty celych fadku a celych sloupci. Takze
by stacilo si pfi nacitani vstupu prubézné s¢itat vSechna ¢is-
la v kazdém Fadku a sloupci, a pamatovat si jen tyto udaje,
kterych je R+ S.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-74-2.py|

Zuzka Drazdovad

28-7Z4-3 Mocniny

Pfimocarym feseni Kevinova problému je si pro kazdé ¢islo
x spocitat jeho druhou a tfeti mocninu, a pak ovérit, ze
i ony lezi v nasi posloupnosti. To mizeme udélat tfeba sek-
venénim vyhledanim z? a 2%. Zapamatujeme si pravé ta x,
pro kterd jsme nasli dané mocniny. Ze zapamatovanych x
uz jenom stac¢i najit minimum.

Toto feseni ma kvadratickou slozitost O(N?), kde N je po-
c¢et Cisel na vstupu. Pro kazdé ¢islo projdeme vSechna ostat-
ni a zjistime, jestli mezi nimi je i jeho druhé a t¥eti mocnina.

Rychlejsi feseni ziskdme tpravou toho primocarého. Nej-
vice ¢asu stravime hledanim z? a 23. Tento krok miizeme
urychlit tim, Ze si na zac¢atku celou posloupnost setiidime.
Poté uz mizeme mocniny hledat pomoci binadrniho vyhle-
dévani.!

Navic nam staci se zastavit u prvniho z v setfidéné posloup-
nosti. Toto x je totiz prvni pro které jsme nasli mocniny,
takze vsechna dalsi ¢isla uz budou pouze vétsi.?

Setfidéni ndm zabere O(N log N) ¢asu. Bindrni vyhledani
jednoho prvku ma logaritmickou slozitost a jelikoz hleda-
né x muze byt témér az na konci setfidéné posloupnosti,
provedeme jej pro kazdy prvek. Tj. celé vyhledavani trva
O(Nlog N) ¢asu, coZ je stejné jako slozitost set¥idéni, bu-
de to tedy i vysledna slozitost.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-3-bin.pjy|

L http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy
2 V Pythonu se hodi pouzit set, ktery je piimo délany na podobné vyhleddvani.
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-3-bin.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

Pokud vas programovaci jazyk disponuje datovou struktu-
rou pro mnozinu, ¢asto pojmenovanou set, muzete ji s vy-
hodou pouzit. Ta si interné udrzuje ¢isla setfizena a vlastné
na nich binarni vyhledavani provadi — jen nema ¢isla uloze-
na v seznamu. Rychlé feseni pak vyjde velmi elegantné na
jeden tadek.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-3-set.pjy|

Martin Sery

28-Z4-4 Ctyikova

Uloha byla trochu podla, protoze zjistit odpovéd pro jed-
no cislo je vlastné stejné tézké, jako ji zjistit pro vSechna
najednou. Pojdme se na to podivat.

7 w7

Zaciname s jednou ¢tytkou. Jaka ¢isla jsme schopni vyrobit,
pokud pouzijeme ¢tyiky dvé? Jsouto 8 =4+4,0=4—4,
16 =4 x4 a1 = 4/4. ProtozZe tato ¢isla s jednou étyfkou
urcité nevyrobime, zapamatujme si o nich Ze jdou vyrobit
nejlépe se dvémi.

A co kdyz si dovolime dal$i ¢tyiku navic? Pak se staci po-
divat na ta Ctyfti ¢isla, kterd umime vyrobit se dvéma ctyt-
kami, a zkusit k nim vSemi ¢tyfmi operacemi pridat treti.
Tim, Ze se operace vyhodnocuji zleva doprava, snadno spo-
¢itame vysledek nezavisle na tom, jak jsme dokazali vyrobit
¢islo ptivodni.

Vytvorime si tedy pole vysledk v a pro kazdé ¢islo od 0
do 9999 si do néj ulozime tfeba —1, protoze jej zatim vy-
robit neumime. Jen pro ¢islo 4 vime, ze jej umime vyrobit
za pomoci jedné ¢tyiky.

Pak si pofidime frontu cisel, ktera jsme dokazali vyrobit,
ale jesté z nich neprozkoumali mozZnosti rozsifeni o dalsi
¢tyfku. Na zacatku bude obsahovat jen tu prvni ¢tyrku.

Nésledné vzdy vezmeme ¢islo = z fronty a podivame se na
vysledek operace x + 4 = y. Pokud jsme y jesté nevidéli,
ve v[y] bude stile minus jednicka. V tom pfipadé toto
musi byt nejkratsi zpisob, jak y vyrobit, a mizeme do v [y]
ulozit v[x] + 1. Soucasné y pridame do fronty.

To samé provedeme pro ostatni operace. Dame si pfi tom
pozor, abychom pfeskocili déleni, pokud x neni délitelné
CtyTmi.

Ve vypoctech jsme trochu zanedbali to, ze Safina kalkukac-
ka umi poditat jen s ¢tyfcifernymi ¢isly. Jak bylo napovéze-
no v zadani, s vyhodou pouzijeme operaci modulo. Kazdé y
prozeneme jednoduchym vyrazem:

Y2 = (y1 + 10000) mod 10000

Pric¢itat mtzeme bezpecné, i kdyz je cislo kladné, protoze
se 10 000 modulenim zase odecte.

A7 frontu vyprazdnime, urcité jsme nasli vSechna c¢isla, kte-
ra vyrobit jdou, a v poli v mame vysledky, které chceme
vracet. Stac¢i se do v podivat na spravné misto a vypsat
vysledek.

Pokud trochu znate grafové algoritmy, muzete si vSimnout,
Ze popsany zpusob je vlastné prohledavani grafu do sitky.
V tomto grafu jsou vrcholy ¢isla a z kazdého vedou tfi nebo
Ctyfi hrany za operace.

7 vz

Muzeme prozradit, ze kazdé ¢islo takto vytvorit jde, a do-
konce je nejkratsi vyraz az na dvé ¢isla jednoznacény. Pokud
byste chtéli zaroven vyraz vypsat, miizete si do v ulozit i =

a operaci, kterou jste y vyrobili, a z téchto pak vyraz zpétné
poskladat.

Algoritmus mé trochu piekvapivé konstantni ¢asovou slozi-
tost. Nejprve probéhne predvypocet, ktery neni zavisly na
vstupu, a tedy je z principu konstantni. Po pfecteni vstu-
pu uz se jen podivdme na spravné misto do pole. Pokud
bychom neméli pevné zadany rozsah 10000 cisel, ale néja-
ké nejvyssi ¢islo K, Casova slozitost by byla linearni s K.
Stejné tak paméfova.

Aby byl vas vypocet jesté rychlejsi, mohli jste pouzit trik.
Na co vysledky pocitat pfi kazdém startu programu zno-
vu, kdyz si je mizete spocitat jednou a ulozit pro pristé
napiiklad do souboru? Pro ziskdni plného poctu boda to
ale viibec nebylo nutné, 10000 cisel spocitate popsanym
zpusobem i v Pythonu bleskové.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-4.py|

Ondra Hlavaty

@ 28-Z4-5 Vyhlazeni GPS

Ulohu si trochu upravime — misto toho, abychom poéitali
primér, budeme pocitat pouze soucet poslednich K hod-
not. Kazdé ¢islo pak jen pfed vypsanim vydélime K, takze
vyresime pivodni zadani, ale pfemyslet se o tom bude 1épe.

Pouzijeme myslenku pohyblivého okénka. Prohlasime na
chvili, ze K je 3. Zndme soucet S; = x1 + x5 + x3, a dosta-
neme x4. Jak z nich spocitat soucet So = xo + 13 + 247
Kazdy vidi, Ze stac¢i odecist x1 a pricist x4. Dilezité je, ze
K miize byt aplné libovolné a vzdy staci nejstarsi ¢islo ode-
¢ist a nové pricist, tedy provést konstantni pocet operaci.

Poridime si proto pole, do kterého si budeme ukladat po-
slednich K ¢isel, a jejich soucet si budeme pocitat pribézné.
Vzdy prvni ¢islo z pole vyhodime a na konec jiné pfidame.

Pockat, tady néco nehraje. Vyhodit prvni ¢islo z pole ndm
zabere spoustu ¢asu, protoze musime ta ostatni posunout!

Predstavte si, ze byste si mohli pofidit pole zatocené do
kruhu, takovy prstenec. Nékdy se mu proto anglicky rika
ring buffer, cyklicky buffer. Prstenec bude stat pred nami
na stole a misto abychom my tocili s prstencem, budeme
obchézet okolo stolu.

>R S

Tolik pfedstava, ted jak to implementovat. Pole zustane
rovné a bude mit K prvkt jako predtim. V prvnim kole
budeme pracovat s prvnim prvkem s indexem 0. V druhém
s druhym. .. az v K-tém s K-tym s indexem K — 1. Potom
by se nam hodilo, abychom pokracovali znovu od zacatku.
K tomu nam poslouzi stard znaméa funkce modulo. V i-tém
kole budeme pracovat s prvkem s indexem ¢ mod K.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-3-set.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-4.py

Necht se tedy prubézny soucet jmenuje S a udrzujeme cyk-
licky buffer B. Jak S, tak vSechny prvky B budou na zacat-
ku nulové. V i-tém kole odeéteme od S prvek Bli mod K]
a nasledné na jeho misto vlozime nové ¢islo x;, a zpatky ho
pri¢teme do S.

Pokud by se nam nelibilo, Ze pocitadlo krokid ¢ roste do
nekonecéna a muze pretéci, budeme ho pribézné modulit. To
totiz ni¢emu nevadi, my ho k jinému tucelu nepotfebujeme.

Takto se nam podafilo udrzovat pribézny soucet s kon-
stantni ¢asovou slozitosti na jeden krok. K celému vypoctu
potiebujeme pamét velikosti O(K), kterou si ale vynulu-
jeme na zacatku, a v kazdém kroku pfistupujeme pouze
k jednomu prvku.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z4-5.py|

Ondra Hlavaty

@ 28-7Z4-6 Kluéi¢i drby

Nejprve si uvédomime, ze drb se vzdy prestane $irit — kluka
je kone¢né mnoho a kazdy rika drb pravé jednomu, takze
Casem se urcité dostane k nékomu, kdo uz jej zna.

Navic vime, Ze o prestavce je stejny drb sdélovan nejvyse
jednou (fikdme ho pouze svému nejlepSimu kamaradovi).
Proto se kazdy drb dostane do skupiny kamaradu, ktefi si
drby ptredavaji do kruhu. Drb se zastavi tehdy, kdyz se jej
dozvi v8ichni z néjakého cyklu.

Zkusme pro kazdy drb spocitat, kolik kluki jej bude znat.
Udélame to presné tak, jak se drby sifi. Za¢neme u naseho
nejlepsiho kamarada, poté je na fadé nejlepsi kamarad toho
naseho, pak jeho nejlepsi kamarad, ... A tak dal, dokud
nenarazime na néjakého, ktery uz drb zné.

A abychom védéli, kolik kluki se ho dozvédélo, staci si po-
stupné nejlepsi kamarady poéitat (v kazdém kroku pfi¢teme
jednicku k poéitadlu).

Jak poznadme, Ze jsme se pravé dostali k n€komu, kdo uz drb
zna? Budeme si kluky znacit. Pofidime si tfeba pole plné
nul, kde mame pro kazdého kluka jedno policko. Vzdy, kdyz
se nékdo dozvi drb, ulozime si do jeho policka jednicku.
Pred sifenim dalsiho drbu si celé pole vynulujeme.

Slozitost tohoto feseni je kvadraticka vzhledem k poctu klu-
ki ve tf¥idé — kazdy drb sledujeme zv14st, drbi je stejné jako
klukt. Drb se navic mize rozsifit az ke vSem kluktm.

Ale jde to jesté zrychlit! Vsimnéte si, Ze Casto pocitame
vicekrat, jak dlouho se $ifi néjaky drb od stejného kluka.
Mohli bychom si tedy pro kazdého kluka pamatovat, ke
kolika dalsim se od néj drb dostane. Tomuto ¢islu budeme
tikat spolecensky dopad.

Jak spolecenské dopady ziskat a jak si je pamatovat? Jed-
noduse. Jako pamét nam poslouzi dalsi pole. Zaéneme opét
simulovat $ifeni néjakého drbu. Postupné prochazime a po-
¢itame nejlepsi kamarady jako v prvnim feseni, pocitadlo
si oznacime jako K.

Rozdilem oproti kvadratickému feSeni bude, Ze se zastavime
i tehdy, fekneme-li drb nékomu, jehoz spolecensky dopad uz
znédme (budiz to ¢islo L). K + L ndm udava celkovy pocet
klukd, ktefi se dozvi pravé simulovany drb.

Skocime zpatky na zacatek a projdeme stejnou cestu zno-
vu, ale budeme u toho uklddat dopady jednotlivych klukid —
prvniméd K+ L, druhy K+L—1,dalsi K+ L—2,... Tém,
ktefi uz maji spolecensky dopad spocitany, ho neprepisuje-
me, dokonce u prvniho takového se opét zastavime.

Porad se nam muze stat, ze se simulace zastavi kvili pod-
mince z prvniho feSeni (pfestane se i §itit drb). P¥ipomeii-
me, ze drb se zastavi, kdyz se dostane do cyklu, a dozvi-li
se ho nékdo z cyklu, dozvi se ho i v8ichni ostatni z néj. To
znamena, ze spolecensky dopad vSech klukt na cyklu bude
stejny — délka cyklu (drb se z tohoto kruhu nikdy nikam

dal nedostane).

Misto, kde se v cyklu zastavime, je zaroven i to misto, kde
do néj vstoupime. Zapamatujeme si ho. Opét sko¢ime na
zacatek a uklddame K, K — 1, K — 2, ... Jakmile znovu
narazime na cyklus, pfestaneme odecitat jednicku a ukla-
déme stejné ¢&islo (pravé délku cyklu).

Poznamka na konec: Tuto vylepsenou simulaci postupné
spustime pro kazdy drb (nemusi totiz existovat kluk, jehoz
spolecensky dopad postihne vechny).

Zrychlili jsme feseni? Simulujeme opét vSechny drby a si-
mulace mize trvat linedrné s poctem klukt ve tiidé. Jenze
¢im déle trva, tim vice spoleCenskych dopadt spocitame.
Trva-li K kroki, zapamatujeme si tim i K dosud nezna-
mych dopadi. To ovSem znamena, ze uz je zadna dalsi si-

mulace nebude pocitat — od kazdého kluka Sifime drb pouze
jednou.

Dohromady udélame tolik krokt, kolik je ve tfidé klukd.
Celkovéa ¢asova slozitost je linearni, pamétova také.

Pokud by nés zajimala ¢asova slozitost jedné simulace, mi-
zeme o ni tvrdit, ze je amortizované konstantni. Sice mtizou
nékteré trvat dlouho, ale v priaméru (kdyz pustime simulaci
pro v8echny drby) ndm jedna trva pouze konstatné dlouho.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-74-6.py|

Katka Zdkravskd € Jenda Hadrava
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0,0
0,0
18,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

celkem
264,0
236,5
233,0
226,7
226,5
214,5
180,0
150,5
144,0
136.,0
133,5
129.,0
128,5
122,0
119,5
115,0
115,0
106,0
104,5
104,0
101,0
95,5
84,0
82,0
81,5
80,0
80,0
78,5
78,5
77,5
77,5
76,0
71,5
69,0
66,0
62,0
60,9
60,0
58,5
58,0
58,0
56,5
56,0
56,0
54,0
54,0
53,0
52,0
48,0
48,0
47,0
46,0
44,3
44,0



54.

95.
96.-62.
63.-65.
66.
67.-68.
69.

70.
71.-72.
73.

74.

75.
76.-78.
79.-82.
83.

84.
85.-87.
88.
89.-93.
94.-95.
96.
97.-98.
99.-100.
101.-103.
104.-108.

Blahoprejeme k ziskanym bodtim a doufame, Ze jste si

resitel
Radek Jancik
Ondfej Cach

Ondfej Baumgartner

Ondrej Borysek
Hana Hladikova
Vojtéch Lanz
Jakub Maténa
Pavel Svoboda
Lucien Sima
Robert Jaworski
Jan Mraz

David Zacek
David Pavlik
Jakub Suchének
Marek Cernoch
Alexej Popovic
Ondrej Potucek

Ludmila Bujnovska

Matéj Smid
Jiti Kvapil
Eligka VIc¢inska
Filip Cermak
Radim Buran
Jakub Dostal
Pavel Martinec
Jan Burda
Ladislav Topfer
Jan Vanik
Adam Sénta
Milan Kubala
Jan Vozar

Vanda Hendrychova

Jakub Ruzicka
Lenka Vincenova
Michal Ml¢och
Martin Hofbauer
Filip Matéjka
Vaclav Plavec
Daniel Pluskal
Martin Zima
Dominik Karas
Roman Ondracek
Matéj Hudec
Josef Martinek
Robert Wiesner
Martin Hubata
Daniel Perout
Tomés Bajak
Rajmund Hruska
Martin Kolar
Lenka Duongova
Martin Miksik
Filip Novotny
Petr Zahradnik
Petr Sicho

skola
GJaroseBO
ZSPolab
GMost
GJaroseBO
GNadKavaPH
GZborovPH
GCeskoliPH
7SJilovsPH
PORGPha
GUstavniPH
G Holice
GZborovPH
GJaroseBO
GOpatovPHA
GFPValMez
SlovanGOL
G_GolNitra
MendelG_OP
SPSUzlabPH
GTomkovaOL
GHladnov
MendelG_OP
G UherBrod
SlovanGOL
GLesniZlin
G Holice

G DrJPekMB
GRNK
GJHroncaBA
GTajBanBys
G UherBrod
GHeyrovPH
G_Nymburk
GTomkovaOL
G UherBrod
G BO-Re¢
GZborovPH
GTep

G BO-Re¢

G Holice
GTés
GBoskovice
CirkG Plzen
GPelhfimov
GJosefskPH
GMikulasPL
GJaroseBO
7S VBilovice
GPosgKosice
GUstavniPH
SvobChebS
SPS Bo
GJMasar_JI
GaSOS UL
GKepleraPH

rocnik sérit

3
0
4
3
2
2
4
0
4
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8
10
4
8 33 33
10
7

série
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
8,0
0,0
10,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
4,0
0,0
0,0
0,0
23,7
0,0
0,0
0,0
10,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
7,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

celkem
43,0
40,5
40,0
40,0
40,0
40,0
40,0
40,0
40,0
36,0
36,0
36,0
30,0
28.0
28.0
27,5
27,0
26,0
26,0
24,0
23,7
18,5
18,0
18,0
18,0
16,0
16,0
16,0
16,0
15,0
13,0
12,0
12,0
12,0
10,0
8,0
8,0
8,0
8,0
8,0
7,0
7,0
6,5
5,0
5,0
2,0
2,0
1,0
1,0
1,0
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5

z letosniho roc¢niku odnesli spoustu cennych zkuSenosti.

Tésime se na vase feseni v pristim roc¢niku!
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Prejeme Ti hezké prdazdniny piné
slunecnych dni, zazitku

...a hrochu!

Dominik, Dominik, Filip, Janka, Jenda, Jirka,
Karry, Katka, Kuba, Marek, Marek, Martin, Martin,
Medved, Michal, Ondra, Toman, Petr, Vasek, Vojta, Zuzka
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