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31-Z3-1 Tvurdi krize

Najprv sa zamyslime nad tym, kedy rieSenie existuje. V ce-
lej Glohe nas z kazdého vstupného riadku zaujima iba po-
slednych K znakov. Oznac¢me si takto orezané riadky zo
vstupu, tvorené iba poslednymi K znakmi ako sufizy. Rie-
Senie bude urdite existovat ak sa medzi sufizmi nachidza
asponi M rovnakych prvkov. Co znamend, Ze rymy v béasni
buda na parnych aj neparnych riadkoch rovnaké. Riesenie
moze existovat aj ked rymy v basni na parnych a neparnych
riadkoch budd rozne. V tomto pripade musi byt medzi sufi-
Tmi aspon f%} rovnakych prvkov pre neparne riadky basne
aaspoii | % | rovnakych prvkov pre parne riadky basne. Po-
chopitelne, ak M je nepérne, tak neparnych riadkov bude
o jeden viac ako parnych.

Ostéva ndm vyriesit ako reprezentovat sufixy. V Pythone
moéZeme k tomu pouzit slovnik, v C++ napr. std: :map. Ako
kItuce si budeme ukladat jednotlivé sufixy a ku kazdému su-
fixu ako hodnotu si uchovame zoznam prislusnych riadkov
70 vstupu.

Ako alternativne rieSenie na reprezenticiu sufizov je mozné
vyuzit datovu Struktaru trie, o ktorej sa mozete doditat
v nagej kucharke Hledani v textu.! V trii si pre kazdy vrchol
reprezentujuci koniec slova budeme pamétat opif zoznam
riadkov zo vstupu, ktoré odpovedaji danému sufixu.

Po spracovani sufizov zo vstupu stadi zistit, ¢i existuju neja-
ké sufixy, ktoré spliiaji podmienky existencie riesenia. Na-
sledne vypiSeme prislusné riadky, ktoré odpovedaju sufixom
a to v spravnom poradi striedavého rymu ABAB. ..

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-1.py|

Pali Rohar

31-Z3-2 Zamek obrazovky

Kruhy s pismenky ze zadani a jejich spojnice popisuji véc,
které se v informatice ¥iké graf s vrcholy (kruhy s pismen-
ky) pospojované hranami. Abychom se v tom pocviéili, tak
budeme toto nazvoslovi v feSeni pouzivat.

Nagim tkolem bylo zac¢it od zadaného pocate¢niho vrcholu
a najit v grafu posloupnost vrcholt pospojovanou hrana-
mi takovou, Ze pismenka z vrcholii budou postupné davat
zadané slovo. Schvalné jsme nepouzili vyraz cesta, jelikoz
v nasem piipadé (jak je vidét i na ukézce v zadani) se mo-
hou vrcholy a dokonce i hrany opakovat, coz nespliuje de-
finici cesty v grafu. Takovou posloupnost vrcholi spravné
nazyvame sled (ale to tu uvddime jenom jako zajimavost
pro rozsifeni slovni zasoby o grafech).

A jak takovy sled najit? Vime, ze kdyZ za¢neme z pocatec-
niho vrcholu s prvnim pismenkem, tak mizeme pokracovat
jenom po hranach, které vedou do vrcholi se stejnym pis-
menkem, jako je druhé pismenko zadaného slova. Tak si

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-texty
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néjaky z nich vyberme a zkusime to dal — z druhého vr-
cholu si vybereme néjakou hranu, ktera vede do vrcholu se
tfetim pismenkem a tak dél. Skonéit toto prochizeni mi-
zeme ve dvou pfipadech: Bud se ndm povede dojit az na
konec slova (a tim jsme objevili feSeni), nebo se dostane-
me do slepé ulicky — do mista, odkud nepokracuje zadna
zatim nepouzitd hrana, po které bychom mohli pokracovat
do vrcholu se zadanym pismenkem. V takovém piipadé se
zkusime vratit o krok zpét a podivame se, jestli z minulého
vrcholu neslo pokracovat i nékam jinam.

Pravé popisované technika se nazyva prohledavdni do hloub-
ky a spoCiva v tom, Ze postupujeme jednim smérem stale
dal a dal, dokud to lIze, a vracime se zpét, pokud to nelze.

Nejsnaze se da implementovat pomoci rekurze — vyrobime si
funkci, ktera jako parametr bude brat vrchol a slovo, které
ma od tohoto vrcholu najit. Funkce pak pro zadany vrchol
projde vsechny hrany vychézejici z tohoto vrcholu a pokud
je na opacném konci hrany vrchol se spravnym pismenkem,
tak se na néj zavold (se zbytkem slova). Pokud se povede
této funkci umistit vSechna pismenka, tak pak muze zpétné
vracet seznam vrcholll, pfes ktery prosla (jenom pozor na
to, Ze bude pozpatku).

Reseni pomoci rekurze v Pythonu sta¢i na vétsinu vstu-
pt, ale posledni uz je moc velky a presahuje limit zanore-
ni volani funkci, které Python dovoluje. Ale kazda rekurze
se da snadno zménit na TeSeni se zdsobnikem. V podstaté
nam staci poridit si pole, ve kterém na zacatku bude pouze
avodni stav — poc¢atecni vrchol a celé slovo, které mame na-
jit. Pak v kazdém kroku odebereme ze zasobniku posledni
prvek a provedeme to samé, co rekurzivni funkce v predcho-
zim p¥ipadé — jenom namisto rekurzivniho zavolani funkce
pridame vrcholy k pokracovani na konec zasobniku.

Tim, Ze pridavame na stejny konec pole, ze kterého odebi-
rame, tak se nejprve ,zanorime do hloubky“ (podobné jako
rekurzivni funkce) a teprve pfi netspéchu se vracime do
predchozich vrcholt zkouSet jiné hrany. Toto feSeni v Py-
thonu by jiz nemélo mit na nasSich vstupech zadny problém
ziskat plny pocet bodi.

Pokud bychom vsak vstupy vytvorili trochu zaludnéji s vel-
kym mnozstvim dlouhych slepych ulic¢ek, do kterych pijde
vstoupit z mnoha smért, tak by vyse zminéné feSeni mohlo
v téchto slepych ulickach dlouho uvaznout. Potiz je v tom,
7e pres stejny vrchol bychom mohli zkusit projit mnohokrat
se stejnym pismenem — a tim, ze za timto vrcholem bude
dlouhé slepa ulicka, tak kazdym timto pokusem stravime
mnoho casu, i kdyZ pokazdé dostaneme stejny vysledek.

Udélame tedy posledni trik a to ten, Ze si budeme pro kazdy
vrchol pamatovat, Ze jsem ho uz pro néjaky dotaz zacali
prohleddvat (Ze jsme ho jiz pro danou ¢ast slova pridali do
zésobniku). Pokud bychom se ho rozhodli pfidat znovu, tak
to neudélame, protoze kazdé takové prohledani by dopadlo
stejné a jenom by nas to zdrzelo. Toto vylepsSeni sice na nase


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu

testovaci vstupy neni potieba (tak zdkefni jsme nebyli), ale
podobny trik se do bucoucna mtze velmi hodit.

Kazdy vrchol v tomto pripadé projdeme nejvysSe K-Kkrat
(kde K je délka slova), takze ¢asova slozitost se v tomto
pfipadé d4 odhadnout na O(K (N + M)).

Program (Python 3) — pomoci rekurze:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-23-2-rekurze.py

Program (Python 3) — pomoci zasobniku:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-23-2-zasobnik.py|

Program (Python 3) — zésobnik s paméti:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-2-pamet.py

Jirka Setnicka

31-Z3-3 Stada hrochu

Stejné jako v predchozi tloze se i tady trochu pocvi¢ime
v praci s grafy a grafovou terminologii. Pokud jste se s grafy
jesté nesetkali, nebojte se, nekousou :-). Graf je v informa-
tice struktura, kterd se sklada z vrcholi (néjakych objekti,
v nasem piipadé hrocht) pospojovanych hranami (vztahy
mezi objekty, v naSem pripadé hrana predstavuje informaci,
7e se dva hrosi z jiného stadda potkali). Hod{ se pfedstavovat
si ho nakresleny, s vrcholy jako body a hranami jako ¢arami
mezi nimi.

Zadani nas vybizi k nabarveni vrcholid grafu dvéma barvami
tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou (o takovych
fikdme, Ze jsou sousedni) nemély stejnou barvu, pfipadné
zjisténi, ze to nejde.

Vcelku pfirozené nas miize napadnout nésledujici algorit-
mus: Na zac¢atku si vybereme libovolny vrchol a ddme mu
tfeba ¢ernou barvu. Pak se podivame na vsechny jeho souse-
dy a nastavime jim bilou barvu. Nasledné vezmeme vSechny
jejich jesté neobarvené sousedy a nastavime jim zase ¢ernou
barvu a tak dale, dokud nachézime jesté néjaké neobarvené
vrcholy.

Tento algoritmus ma v podstaté spravnou myslenku, ale
jesté je v ném pottfeba doresit nékolik detaild. V prvni fa-
dé nebude fungovat napriklad pro graf bez hran, protoze
nabarvi néjaky vrchol na ¢erno a hned skoné¢i. Obecné al-
goritmus nebude fungovat na grafech, které nejsou souvisle
— nejde se mezi kazdymi dvéma vrcholy dostat po néjaké
cesté z hran. PomizZeme si tak, Ze ho budeme spoustét opa-
kované — dokud bude existovat néjaky neobarveny vrchol,
nabarvime ho na ¢erno a pak z néj spustime nas algoritmus.
Tak vzdy obarvime jednu komponentu souvislosti naseho
grafu — tak fikdme souvislym c¢astem, na které se nas graf
rozpada.

Druhy problém je, ze zatim nefesime, jak poznat, kdy graf
dvéma barvami obarvit nejde. I to snadno spravime, napri-
klad tak, ze po dobéhnuti algoritmu znovu projdeme vsech-
ny hrany a ovéfime, ze jejich krajni vrcholy maji opa¢nou
barvu. Pokud ano, je vSe v poradku, pokud ne, odpovime,
Ze na$ algoritmus graf obarvit neumi. Znamena to ale, ze
graf obarvit nelze? Az na prvni vrchol v kazdé komponenté
barvime vrcholy vzdy tak, jak je to nutné — jinymi slovy,
pro kazdy vrchol vime, Ze nemtze mit barvu jinou, nez ja-
kou mu pravé davame. A jelikoZ jsou komponenty nezavislé
a barvy symetrické, znamen4 to, Zze pokud obarveni naleze-
né algoritmem neni spravné, pak graf obarvit nejde.

Jak nas algoritmus naimplementujeme? Nejjednodussi je
poridit si rekurzivni funkci, ktera dostane jiz obarveny vr-
chol a vSem jeho neobarvenym sousediim nastavi barvu na

opacnou, nez mé aktualni vrchol, a pak se na kazdy z nich
rekurzivné zavola. Pokud pritom navic bude u jiz obarve-
nych sousedt kontrolovat, zda je jejich barva spravnd, mii-
zeme se zbavit vySe zminéného druhého prichodu vSech
hran, a kontrolovat neexistenci obarveni uz béhem barveni.

Rekurzivni feSeni mize byt ¢asto snazsi na pochopeni, ale
nékdy neni zadouci, protoze za rekurzi ¢asto platime drob-
nym zpomalenim a nékteré jazyky (napiiklad Python) maji
omezenou maximalni hloubku rekurze. Pojdme se tedy re-
kurze zbavit. Misto, abychom se na nové obarvené vrcholy
volali, pofidime si pole, do kterého si budeme ukladdat vr-
choly, které jsme nabarvili, ale jesté musime nabarvit jejich
sousedy. Na zacatku bude v poli jen poc¢atecni ¢erny vrchol.
V kazdém kroku odebereme libovolny vrchol z pole (tfe-
ba ten posledni, ten totiz umime odebirat v konstantnim
Case) nabarvime/zkontrolujeme jeho sousedy a ty predtim
neobarvené do pole pfiddme (opét na konec). Tak budeme
pokracovat, dokud pole neni prazdné.

Tak komponentu ¢ s N; vrcholy a M; hranami zpracuje-
me v ¢ase O(N; + M;), protoze pro kazdy vrchol i hranu
vykoname konstantné prace. Budeme-li jeSté nenavstivené
komponenty hledat chytie, bude celkova ¢asova i pamétova
slozitost O(Ny + My + Ny + My +...) = O(N + M), kde
N je pocet vrcholt a M pocet hran grafu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-723-3.py|

Risa Hladik

@

31-Z3-4 Pohyb termitu

Tato tloha spocivala v tom rychle najit vSechny dvojice
termittl, které jsou ve vzdalenosti nejvyse K. Dievorubec-
kym FeSenim je spocitat vzdalenost mezi vSemi dvojicemi
termitt a vypsat ty, jez jsou mensi nebo rovno K.

Takové feSeni se d& zkonstruovat snadno pomoci dvou cyk-
I zanofenych v sobé, jenom je potfeba dat pozor na to,
abychom kazdou dvojici termitti vypsali jenom jednou (coz
miuzeme udélat tfeba tak, ze vnitini cyklus bude prochéazet
pouze termity s vyssim ¢islem, nez mé termit vybrany vnéj-
§im cyklem). Casové slozitost tohoto Teseni je viak O(N?),
coz pro vétsi testovaci vstupy uz nedostacuje. Jak to udélat
lépe?

V dfevorubeckém feseni jsme kontrolovali i dvojice termit,
které od sebe byly velmi daleko — co kdybychom si zkusili
néjak odhadnout, ktefi termiti maji Sanci na to byt bliz-
ko sebe? Zkusme si termity rozdélit do prihradek velikych
K x K vyskladanych vedle sebe a zamyslet se, v jakych pfi-
hradkach se muze nachéazet termit vzdaleny od vybraného
termita nejvyse K.

Takovy termit muZe byt bud ve stejné piihradce (ale ne
vSichni termiti ze stejné pfihradky musi byt blizko sebe,
tfeba protéjsi rohy piihradky jsou v/2K daleko od sebe)
nebo v néjaké ze sousedicich pfihradek (v osmi smérech).
V zadné jiné ptihradce uz byt nemize — i kdyby zkoumany
termit lezel pfimo na okraji pfihradky, tak vzdalenost K
vysta¢i maximalné na okraj sousedni prihradky a jakjkoliv
termit v jiné prihraddce uz bude urcité vzdalen vice, nez
je K.

Rozdélime si tedy termity pii nacteni rozdélit do prihra-
dek (t¥eba tim, Ze si spocteme velikost pfihrddky v z a y
ose a témito velikostmi vydélime soufadnice termita) a pak
tyto prihradky postupné projdeme a zpracujeme. Protoze


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-2-rekurze.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-2-zasobnik.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-2-pamet.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-3.py

vyskyt termitd mtze byt docela fidky, tak je vhodné vy-
tvaret jen pfihradky, ve kterych néjaky termit je — v Py-
thonu na to mtzeme Sikovné vyuzit slovnik, ktery budeme
indexovat soufadnicemi prihradek. Tim padem bude pocet
prihradek maximalné rovny poctu termiti na vstupu.

Pro kazdou prihradku nam pak stac¢i zkontrolovat termity
v ni navzajem mezi sebou a pak také s termity v osmi okol-
nich pfihrddkich (pokud existuji). Pro kazdou piihradku
mame konstantni pocet sousedd a prihradek je nejvyse N,
takze provedeme nejvySe O(N) porovnani piihradek, kde
vzdy porovname kazdy bod s kazdym.

I na tento postup mohou existovat vstupy, kde bude po-
tieba udélat ¥adové N? kontrol dvojic termit@ — nap¥iklad
pokud skoro vsichni termiti spadnou do stejné prihradky.
V zadani jsme vam ale slibili, Ze u vSech vstupt bude oce-
kavany pocet dvojic blizkych termitt fadové N. V ramci
jedné prihradky o hrané K muze byt pouze velmi omezeny
pocet termit tak, aby vsichni byli ve vzdalenosti vétsi nez
K od ostatnich (zkuste se zamyslet, kolik nejvic jich doka-
Zete rozmistit), a kazdy dalsi termit v ptihradce jiz pridd
alespon jednu dvojici blizkych termiti. Pri takto zadanych
omezenich nam tedy vyse popsany postup s rozdélenim na
prihradky staci a nebyl problém za néj ziskat plny pocet
bodu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-7Z3-4.py|

Jirka Setnicka

@ 31-Z3-5 Scrabblova

V 1loze hleddme takovy souvisly podietézec délky k v Te-
tézci, ktery ma co nejvétsi soucet hodnot jeho pismen. Ten
muzeme nalézt tfeba vyzkousenim vsech moznosti. Podreté-
zec muze zacinat na fadové n pozicich ve vstupnim fetézci.
Pro kazdou z téchto pocatecnich pozic projdeme nasleduji-
cich k pismen a seCteme jejich hodnoty, ¢imz zjistime, jak
dobry je podfetézec zacinajici na této pozici.

Pii zkousSeni pozic si v proménnych pamatujeme, na kte-
ré pozici jsme vidé€li zatim nejlepsi podretézec a jaka byla
jeho celkova hodnota. Pokud je podretézec na aktualni po-
zici lepsi, zapiSeme tuto pozici do proménné zatim nejlepsi
pozice a jeho délku do délky zatim nejlepsiho podfetézce.
Na konci béhu algoritmu budou tyto proménné obsahovat
informaci o celkové nejlepsim podfetézci.

Tento pristup bude ovSem pomérné pomaly. Pro fadové n
pocatecnich pozic se¢teme k ¢isel, casova slozitost tedy bu-
de O(nk), coz je pro k podobné velké jako n kvadraticky
pomalé.

Pozorovani: Jak se od sebe lisi dva podfetézce, které za-
¢inaji na sousednich pozicich? VétSinu pismen budou mit
spole¢nou, konkrétné k — 1 pismen, vyjimky jsou prvni pis-
meno levého podietézce a posledni pravého. Dale si v§imné-
me, ze toto plati pro kazdé dva sousedni podietézce. Toho
muzeme vyuzit pro vytvoreni rychlejsiho algoritmu.
Vyjdeme z predchoziho pomalého feSeni. V prvnim kroku
spocitdme v O(k) hodnotu podfetézce zadinajictho prvnim
pismenem fetézce. Misto abychom pro néasledujici podreté-
zec pocitali znovu vSech k pismen, vyuzijeme uz spocitany
vysledek pro aktudlni podfetézec, pouze od néj odecteme
jeho prvni pismeno a pfi¢teme k nému posledni pismeno
nasledujiciho podietézce. Vyuzijeme tim toho, ze zbylych
k — 1 pismen se nezménilo. To samé provedeme i pro kazdy
nasledujici podfetézec.

Jak to ale bude rychle? VSimnéme si, Ze k hodnoté kazdé-
ho pismena ze vstupu pfistoupime nejvyse dvakrat: jednou,
abychom ji pficetli, podruhé, abychom ji odecetli. Pro k pis-
men z levého okraje vstupniho fetézce a k z pravého okraje
dokonce provedeme jen jeden pristup. Pro kazdé z n pis-
men vstupu provedeme nejvyse konstantné mnoho operaci,
celkova Casova slozitost tedy bude linedrni.

Na zavér poznamenejme, Ze lepSi nez linedrni algoritmus
pro tento problém existovat nemuze, protoze vzdy musi-
me projit cely linearné dlouhy vstup, jinak bychom mohli
néjaky potencidlné nejlepsi podretézec tiplné minout.

Kuba Pelc

@ 31-Z3-6 Vyzvednuti vyhry

Nabizi se nasledujici pomérné intuitivni algoritmus: zacne-
me usekem posloupnosti (tak budeme Fikat souvislé podpo-
sloupnosti), ktery bude obsahovat jenom prvni prvek. Usek
budeme rozsirovat smérem doprava prvek po prvku. Pfitom
budeme pocitat, jaky je aktualni soucet prvki v iiseku. Ta-
ké si budeme udrzovat priibézné maximum ze soucti, které
jsme zatim potkali. A jakmile soucdet klesne pod nulu, na
aktualni tsek zapomeneme a za¢neme znovu s prazdnym.

V Pythonu by to vypadalo takto:

x=1[...1 # Vstup

s =0 # Pribézny soucet

z =0 # Aktualni zacatek dseku

max = 0 # Dosavadni maximum

maxz = maxk = 0 # Poloha max. useku

for k in range(len(x)): # Aktudlni konec
s = s + x[k]

if s > max:
max, maxz, maxk = s, z, k
if s < 0:
s 0
z = k+1
print (max, maxz, maxk)

Tento algoritmus evidentné bézi v linedrnim case, ale vi-
bec neni jasné, jestli doopravdy funguje. Algoritmus totiz
nezkousi vSechny useky, nékteré drze preskakuje. Musime
ukézat, ze zadny z vynechanych tsekd nemiize byt maxi-
malni.

Nejprve ukazeme, ze pokud jsme nagli tsek [z, k] se zacat-
kem z a koncem k, ktery uz ma zaporny soucet, nema smysl
zkouset tseky s pozdéjsimi konci. To proto, ze zadny tako-
vy tisek nemtize mit nejvétsi soucet. Usek [z, k'] pro k' > k
totiz mizeme rozlozit na tseky [z, k] a [k + 1,k']. A jelikoz
soudet useku [z, k] je zéporny, pak soucet [k + 1,%'] musi
byt jesté vétsi nez soucet [z, k']. Tim pddem pieskocenim
tseku [z, k'] nic nezkazime.

A ted si uvédomime, Ze pokud jsme néjaky tsek ukonéili
se zapornym souctem, nemé smysl zkouset jiné tseky, které
zacinaji uvnitf néj. Opét nahlédneme, Ze takové tseky ne-
mohou mit maximalni soucet. Necht tsek [z, k] mél zaporny
soucet a [/, k'] je néjaky usek, ktery zac¢ind uvniti néj (te-
dy z < 2/ < k). VSimneme si, ze Gsek [z,z — 1] nemuze
mit zaporny soucet (jinak bychom totiz zacatek z uz ddavno
vzdali). Takze pokud tsek [z, 2/ — 1] pFilepime pied [2/, k'],
vznikne tsek [z, k'] s jesté vétsim souctem.

Dokéazali jsme tedy, ze vSechny useky, které nas algoritmus

preskocil, nejsou maximalni. Proto jsme museli maximalni
tsek najit.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z3-4.py

Dalsi, prosim ...

Na tlohu se muzeme divat i jinak. Vymyslime tzv. inkre-
mentdlni algoritmus. Tak se Tika algoritmtm, které c¢tou
vstup postupné a v kazdém okamziku znaji vystup pro za-
tim preCtenou Cast vstupu. V nasem piipadé tedy cteme
posloupnost prvek po prvku a stale si udrzujeme, jaky tisek
ma nejvetsi soucet.

Pridame-li k posloupnosti dalsi prvek, jaké nové tiseky se
objevily? Kazdy takovy tsek vznikl rozsifenim néjakého
koncového tseku pivodni posloupnosti (to je tsek odné-
kud az do konce posloupnosti). Pfibudou tedy nové koncové
tseky, které jsou rozsifenim predchozich koncovych tsekt.

Pfirozené nam do toho zapada prazdny usek s 0 prvky a
nulovym souctem, ktery mezi koncové také patii.

Ze vsech koncovych usekd si ovSsem staci pamatovat ten,
ktery ma nejvétsi soucet (jen ten mize ovlivnit celkové ma-
ximum). TakZe si budeme udrZzovat néjakou proménnou M
se maximalnim souctem koncového useku. Pokazdé, kdyz
pribude novy prvek, pricteme ho k této proménné a pokud
vyjde M < 0, pak M vynulujeme, protoze prazdny usek je
vyhodnéjsi.

Ejhle, vySel ndm tplné stejny algoritmus :)

Martin ,Medved” Mares
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KSP pro vés pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
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