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32-7Z4-1 Jednobarevné prani

Pro zaznamenani poctu tricek jednotlivych barev v hroma-
dé si zavedeme slovnik. Pfi pfidani tricka na hromadu bud
vytvorime novy kli¢ s danou barvou, pokud jsme ji jesté
nepotkali, a k nému prifadime hodnotu 1, nebo hodnotu
u existujiciho klice zvysime o 1.

Dale potfebujeme dvé proménné — jedna udava aktualni
velikost hromady. Druha ukazuje, jakou maximalni vysku
hromada zatim méla. Tyto dvé proménné budeme porov-
navat pfi kazdém pfidani tricka do hromady, aby v druhé
proménné byla vzdy ulozena maximéalni vyska.

Zacneme prochézet vstup a pro kazdé pismeno ze vstupu in-
krementujeme hodnotu u prislusného klice ve slovniku nebo
vytvofime novy klic. Pokud hodnota u néjakého klice do-
sahne ¢isla 5, tak se v hromadé nachazi pét tricek stejné
barvy. Zkontrolujeme velikost hromady — pokud je jeji vys-
ka vétsi nez maximalni ulozena vyska, tak tuto hodnotu
opravime. Potom snizime aktualni vysku o 5 a k danému
kli¢i zapiseme hodnotu 0.

Na konci vypiseme maximalni velikost hromady. Vse zvlad-
neme spocitat na jeden prichod vstupnimi hodnotami —
¢asové slozitost proto bude O(N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-1.py|

Lucka Vomelovd & Zuzka Urbanovd

32-Z4-2 Hof#i chleba?

Nez se pustime do tvorby algoritmu, povSimnéme si tii di-
lezitych véci:

1.

Prazdna policka pro nas nejsou zajimava a nemé smysl
si je ukladat. Dulezita je pouze vzdalenost a tu vycteme
ze soufadnic.
. Vstup je sefazeny podle soutradnic, tedy sousedni objekty
(nepocitdme prazdna policka) spolu sousedi i na vstupu.
. Uloha bude fungovat shodné, pokud se nebude z trub si¥it
kout, ale z detektoru ,,detekéni paprsek”, pricemz detek-
tor spusti poplach, jakmile jeho paprsek zabira alespon
dvé trouby.

Ted k algoritmu. Nejjednodussi je samoziejmé dfevorubec-
ka varianta s vyuzitim poznatka 1 a 2. VSechny objekty si
naskladame za sebe do pole a budeme vtefinu po vtefiné
simulovat Sifeni koufe a kontrolovat, kolik se jej jiz dostalo
ke kazdému detektoru. Nakonec detektory seradime podle
Casu a vypiseme.

Takovy pristup je ale velmi neefektivni, dlouhé vstupy by-
chom zpracovévali hrozné dlouho. Mtzeme vyuzit poznatek
3 a tedy namisto simulace koure pro kazdy detektor hledat
dvé nejblizsi trouby; ¢as spusténi poplachu pak odpovida
vzdalenosti k vzdalenéjsi z nich. Stale jsme si moc nepo-
mohli (pro vstup, kde na krajich chodby je vzdy 1 trouba a

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni]

zbytek je tvoren detektory, délame O(N?) krokii), ale ote-
vieli jsme si cestu k vyznamné optimalizaci.

Hrozné moc ¢asu travime hledanim nejblizsich trub. Ne-
mohli bychom si je néjak pfedpocitat? Pofidme si ke kaz-
dému policku s troubou nebo hlasi¢em jesté dvé informace a
to, kde se nachézi nejblizsi trouba smérem nalevo a smérem
napravo. To zvladdneme spocitat jednoduchym priichodem
zleva, resp. zprava (nezapomenme, ze nejlevéjsi/nejpravejsi
trouba uz zaddnou levéjsi/pravéjsi nema).

Této pomicky ted vyuzijeme. Pro kazdy detektor si poridi-
me az 3 dvojice kandidatd — trub, jez v ném spusti poplach.
Jedna se o troubu nejblize nalevo a dalsi troubu nalevo od
ni, obdobné pro smér vpravo a nasledné o troubu nejblize
vlevo a nejblize vpravo. Musime si ohlidat, ze dana dvoji-
ce skuteéné existuje, a také spravné pracovat v pripadé, ze
na policku se zkoumanym detektorem zaroven stoji trouba.
Pak jiz jen vybereme dvojici, jejiz vzdalengjsi trouba je nej-
blize zkoumanému detektoru. Ta nam téz prozradi, za jak
dlouho detektor sepne.

Zbyva jiz jen detektory seradit dle ¢asi. V kuchafce o tiidé-
ni! se miiZzete dozvédét, Ze rychlé t¥idici algoritmy zvladnou
sefadit posloupnost N éisel v éase O(N log N) (v Pythonu
zavolanim sort pouZijete pravé takovy algoritmus). Jeli-
koz je tridéni nejdelsi operaci celého algoritmu, tak celkové
pobézi algoritmus s ¢asovou slozitosti O(N log N). Co se
paméti tyce, nacetli jsme do ni cely vstup a ke kazdému
policku si pfipojili konstantné mnoho proménnych, takze
spotieba je linearni s V.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-24-2.py|

Vojta Kdné

32-7Z4-3 Esej do bloku

Nejdfive se podivame na to, jak zjistit maximalni pocet
slov, ktery se nam vejde na jeden fadek. K tomu si potfebu-
jeme pamatovat aktualni délku nacteného fadku, oznac¢me
ji akt_délka. Déle si potfebujeme pamatovat seznam dosud
nezapsanych slov. Postupné budeme nacitat slova ze vstupu
a jejich délku pricitat k proménné akt_délka. Pokud slovo
pridavame k nenulovému fadku, musime jesté ptripocist jed-
nicku za mezeru oddélujici slovo od zbytku fadku. Pokud
je akt_délka mensi nez ¢islo K udavajici pozadovanou S$it-
ku, pfiddme nactené slovo do seznamu dosud nezapsanych
slov. V momenté, kdy akt_délka presdhne ¢islo K, zpracu-
jeme aktualné nactena slova, nastavime akt_délka na délku
posledniho nacteného slova a prepiSeme seznam nezapsa-
nych slov tak, aby obsahoval pouze posledni nactené slovo.

Otéazkou ztistava, jak budeme dosud nezapsana slova zpra-
covavat. Nejprve si spocitame celkovou délku zpracovava-
nych slov. Aby mél fadek spravnou délku, musime ho do-
plnit K — celkovd délka slov mezerami. Potom mezi dvéma


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

néasledujicimi slovy bude budto

| (K — celkovd délka slov)/(pocet slov—1)| +1

mezer, nebo o jednu méné. Ted uz zbyva jen mezery mezi
jednotliva slova spravné doplnit a zpracovany fadek vypsat.

Tento postup jde jist€ naprogramovat s lineadrni casovou
slozitosti vzhledem k délce zpracovavaného vstupu.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-724-3.py|

Maruska Kalouskovd € Kldrka Tauchmanovd

32-Z4-4 Bomberman uklizi

Ze vstupniho souboru vytvorime pole, které obsahuje mapu
hraci plochy a najdeme polohu hrace.

Jakmile hrace najdeme, spustime z jeho pozice prohledé-
vani do hloubky a pribézné vypisujeme, kudy prochézi.
(Vsimnéte si, ze prohledavani do §itky nemtizeme pouzit,
protoze by po mapé neustale skakalo.) Kdykoliv narazime
na policko sousedici se zdi, zavolame podprogram, ktery se
postara o zbourani zdi. Tento podprogram pfitom skonéi na
stejném policku, kde zacal, takze pak budeme moci plynule
pokracovat v prohledavani.

Bouraci podprogram zac¢ne prozkoumévat policka ve vSech
4 smérech, jestli ndhodou nemaji volné sousedni policko,
kam se mutzeme schovat pred vybuchem. Pokud ano, po-
lozime na policko sousedici se zdi bombu, vypiSeme cestu
k bezpeénému policku a odpalime bombu. Nakonec se vra-
time na misto, kde jsme prerusili prohledavani do hloubky
a vypiSeme cestu, kterou jsme se vratili. Naptiklad na na-
sledujicim obrazku polozime bombu na policko B, nacez se
jdeme schovat na policko 0. Provedeme tedy posloupnost
ptikaztit BPPPPPDONLLLLL.

HERHHBHHHHHRH
#...B #
H##ERHHHHOHHH

Existuji ovsem pripady, kdy tento postup selze. Tteba:

HHHH | HHtH HHHHH AR
HH#ERHHH #...0x 0 #
#P..... # HEHHH  HH#
HE#H . HHH HA#H#HPHH
HEHHHHAHR HHHHHERH

Pokud bychom polozili bombu hned vedle zdi, nezbylo by
nam zadné bezpecné misto, kam se schovat pred vybuchem.
V takovém piipadé se budeme snazit polozit bombu do
chodby naproti zdi a schovat se do chodby, kteréd je na ni
kolma.

H#HH . HHH HHHHHERH
H#HHHEHR #...x . B#
#..0...# HEH#HOHH
HHHHBHAH HEH#H  HH#
HEHHHHHHR HA#HHARHS

V jakych pripadech selZe i tento postup? Jen pokud dosa-
zitelna Cast mapy vypadéa jako jedna dlouhd chodba:

H#HHHHARH

H##HHHRH

Tehdy je ale vSe marné — zed zbourat nelze.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Presvéddili jsme se tedy, Ze nas algoritmus funguje. Zbyva
uréit jeho ¢asovou slozitost. Necht N je delsi strana ma-
py. Prohledévani do hloubky projde nejvyse N2 polidek,
takze to stihne v ¢ase O(N?). Nalezne nejvyse N2 zdi a
pro kazdou z nich spusti bouraci podprogram. Ten projde
nejvyse N policek vertikdlné a N horizontalné, takze trva
O(N). Celkové ¢asové slozitost tedy je O(N?) za prohleda-
van{ krat O(N) za bourani, ¢ili O(N3).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-4.py|

Honza Cerny

@ 32-Z4-5 Kopeckova zmrzlina

Dobrym zpiisobem, jak zacit fesit tilohu, je uvédomit si,
co se v ni skryva (pod $tédrou vrstvou zmrzliny s polevou)
za data. Mame zde rtuzné komponenty, ze kterych se skla-
da zmrzlina. Déale mezi témito komponentami jsou néjaké
vztahy, konkrétné ktera komponenta muze lezet na které
jiné. Navic tyto vztahy nejsou obousmérné, tedy muiize se
stat, ze na ¢okoladovou zmrzlinu miize ptijit jahodova, ale
ne naopak.

A tohle uz je Vam mozné povédomé — jedna se o typic-
kou grafovou tlohu.? Komponenty zmrzliny jsou vrcholy a
vztahy mezi nimi, tedy ktera p¥ichutf smi p¥ijit na kterou,
tvori hrany, a protoze tento vztah neni symetricky, jsou to
hrany orientované. Hrany budeme vést tak, ze vedou z nizsi
polozky do vyssi, tedy z kornoutu do zmrzlin a ze zmrzlin
do jinych zmrzlin nebo do polevy.

V zadéni je zaruceno, ze podle Zuzéinych pravidel se nikdy
neda vratit ke stejné komponenté znovu. To po prelozeni
do grafové terminologie znamend, Ze se v tomto grafu ne-
nachazi cykly. Jedna se tedy o acyklicky orientovany graf,
¢asto zkracovan na DAG, anglicky directed acyclic graph.

Umime tedy pravidla reprezentovat grafem, a chceme zjis-
tit, kolik rtiznych zmrzlin 1ze témito pravidly vytvorit. Pre-
loZzeno do teci grafii, chceme zjistit, kolik riznych cest exis-
tuje z vrcholu kornoutu do vrcholu polevy.

Prohledavani do hloubky

Miuzeme zkusit hledat vSechny mozné cesty z kornoutu do
polevy pomoci prohledavani do hloubky. Implementovali
bychom ho pomoci rekurzivni funkce, ktera dostane na vstu-
pu néjaky vrchol. Pokud je tento vrchol polevou, zvysi po-
¢et nalezenych cest o jedna, pokud neni polevou, tak zavola
sama sebe na vSechny nasledovniky aktualniho vrcholu. Na-
sledovniky vrcholu u myslime takové vrcholy v, Ze existuje
hrana vedouci z v do v, ale nikoliv vrcholy, pro které exis-
tuje pouze hrana z v do u, ale uz ne obracené.

Z acykli¢nosti grafu mame zaruceno, Ze se tato rekurze ni-
kdy nezacykli.

Tento algoritmus jisté najde kazdou validni cestu, a to nejen
do vrcholu polevy, ale i z kornoutu do tplné kazdého vrcho-
lu. Lze to dokazat indukci podle délky cesty.

Cesty délky 0 nalezneme spus$ténim algoritmu na vrchol
kornoutu. Pokud umime nalézt vSechny cesty délky N a
chceme dokézat, Ze nalezneme i néjakou cestu délky N +1,
vime, ze do predposledniho vrcholu této cesty existuje cesta
délky N, kterou umime nalézt, a z tohoto vrcholu se rekurzi
dostaneme do posledniho vrcholu delsi cesty a tudiz ji také
najdeme.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Zaroven algoritmus zadnou cestu nezapocitd vicekrat. Ale
co kdyby se tak stalo a algoritmus by néjakou cestu zapo-
¢ital dvakrat? Potom by se nase rekurzivni funkce musela
na posledni vrchol cesty spustit podruhé z predposledniho
vrcholu.

To se pii jednom bé&hu funkce stat nemtze (na kazdého na-
sledovnika se spusti jen jednou), tudiz by to muselo stét
potom, co se funkce na predposlednim vrcholu podruhé re-
kurzivné spustila z néjakého pfedchoziho vrcholu. Ale pro-
toZe 1 predpfedposledni vrcholy obou (stejnych) cest jsou
stejné, opét se na nich funkce musela znovu spustit rekur-
zivné. Takto postupné dojdeme az k prvnimu vrcholu cesty.
Ale protoZe jemu uz zadny vrchol v cesté ani v grafu nepted-
chéazi, tak na ném se funkce nemohla nikdy spustit podruhé
a cely tento pripad tedy nemtze nastat.

Tento algoritmus je nicméné pfiSerné pomaly, protoze kaz-
dou cestu zapocita zvlast, a cest mtize byt v grafu aZ expo-
nencialné mnoho vzhledem k jeho velikosti. Lze napriklad
vytvorit graf, ve kterém je asi O(2V) rtiznych cest, kde N
je pocet vrcholu. Ale jde to i rychleji. Co kdybychom zapo-
éitavali vice cest naraz?

Hledame z druhého konce

Meéjme néjaky vrchol v, pro ktery chceme zjistit, kolik exis-
tuje ruznych cest z kornoutu do v. Podivame se na vSechny
jeho predchidce, ¢imz myslime kazdy takovy vrchol u, ze
existuje cesta z u do v. Co kdyz pro kazdé u vime, kolik
vede cest z kornoutu do u?

Toto ndm vypocet velice usnadni, protoze pocet cest do v
je pravé soucet pocti rtznych cest do vsech takovych u (ke
kazdé cesté do néjakého u pfiddme hranu z u do v).

Vytvorime si funkci, kterd pro svij vstupni vrchol v vrati
pocet cest z kornoutu do v. To udéla tak, ze se rekurzivné
zavola na kazdého u predchiidce v a vysledky secte. Pokud
je v vrchol kornoutu, tak vrati jedna. Tuto funkci zavolame
na vrchol polevy a tim ziskame feSeni tlohy.

Tim jsme si ale viibec nepomohli co se rychlosti algoritmu
tyde. Tato nova funkce stéle zapocita kazdou cestu zv1ast
jako nasSe predchozi, jen to déla pozpatku. Vraceni jednicky
u vrcholu kornoutu je vlastné to samé jako zvyseni pocita-
dla u polevy u predchozi funkce.

Zrychlujeme

Vsimnéme si ale toho, ze tuto novou funkci sice budeme
pro néjaky vrchol spoustét mnohokrat, ale vzdy vrati stejny
vysledek.

Proto provedeme jednoduchou tpravu: poté, co hodnotu
funkce pro néjaky vrchol spocitame, tak si ji k tomuto vr-
cholu poznamename a pokud bychom ji chtéli nékdy pouzit,
nebudeme funkci spoustét znovu, ale rovnou vratime tuto
hodnotu.

Jak rychly bude vylepSeny algoritmus s uklddanim mezi-
vysledk? Funkci spustime pro kazdy z N vrchold nejvyse
jednou. Kazdé spusténi této funkce projde vSechny hrany
vedouci do daného vrcholu a seéte hodnoty funkci vrcho-
It na druhé strané (at uz musime funkci spoustét znovu ¢

jen ¢teme z paméti), projdeme tedy kazdou z M hran grafu
nejvyse jednou. Celkové ¢asova slozitost je O(N + M), tedy
linearni vzhledem k velikosti grafu.

Prostorova slozitost ¢ini O(N) na uloZzeni mezivysledka a
O(N + M) pro ulozeni grafu, dohromady tedy O(N + M).

Kuba Pelc

@

32-Z4-6 Trojjediné mince

Méame N minci a zadany seznam fadové N vysledkii vazeni
néjakych dvou minci. Nasim tkolem je rozdélit mince do
t¥i skupin tak, aby v kazdé skupiné byly mince se stejnou
hmotnosti.

Seznam véazeni projdeme dvakrat. Pfi prvnim prichodu se
budeme divat jen na ta vazeni, kde hmotnost obou minci
vysla stejna. Pro kazdou minci si vyrobime spojovy seznam
a kdyz narazime na minci, ktera vazi stejné, pridame ji na
konec tohoto seznamu.

Nyni mame vlastné takovy graf. Jednotlivé mince jsou vr-
choly a hrana z jedné mince vede do kazdé mince, ktera
je v jejim spojovém seznamu. Uvédomime si, ze vSechny
mince v jedné komponenté grafu (tedy takové Gasti grafu,
kterd je navzdjem propojend hranami, a zaroven z ni ne-
vedou hrany do jinych ¢4sti) musi mit stejnou hmotnost.
Toho vyuzijeme v nasledujicim kroku.

Projdeme seznam vazeni podruhé a budeme se naopak divat
na ta vazeni, kde vysla jedna mince tézsi nez druhé. Takové
vazeni nam sice nefekne, ve které hromadce presné mince
skonc¢i, ale fekne nam néco o tom, kde ktera mince nebude.
Pokud nam vyslo, Ze mince A je leh¢i nez mince B, pak jisté
B neni v nejtézsi hromadce, tak A nebude ani v prostfedni.
Naopak B urcité nebude v nejleh¢i hroméadce a pokud vime,
ze A neni v nejlehéi, tak B nebude ani v prostfedni.

Kdyz tedy zjistime novou informaci o tom, ve které hro-
madce mince neni, zapiseme si ji k této minci. Protoze vi-
me, ze vSechny mince, které ma tato mince ve svém spojo-
vém seznamu, jsou stejné tézké, zapiSeme si tuto informaci
i k nim, a pokud ji jesté nevédély, tak i k jejich sousediim
a tak dal (takto vlastné pouzivdme prohledavani do sifky).
Timto tuto novou informaci rozsifime po celé jedné kom-
ponenté naseho grafu.

Takovychto Sifitelnych informaci bude fadové stejny pocet
jako vazeni, tedy N. Jak dlouho bude takové sifeni jedné
informace trvat? ProtoZe minci mame N, miZe se stat, ze
rozsifit jednu informaci nas bude stat az N krokt. Uvédo-
mime si ale, Ze jakmile mince uZ informaci méa, podruhé tu
stejnou informaci $ifit nebude. Podivame se tedy radéji na
celkovy soucet vSech sifeni informaci: ProtoZze kazda mince
ma dvé hromadky, ve kterych neni, bude béhem celého al-
goritmu $ifit maximalné dvé informace. Celkova doba sifeni
nam tedy zabere jen O(N) éasu. Proto bude cely algoritmus
linedrni. Paméfova slozitost je O(N).

Zuzka Urbanovad

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
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E-mail:

sp @mff.cuni.c
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KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Diskusni férum:
fttps: //ksp.mff.cuni.cz/forum /|
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