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38-7Z3-1 Osobni pokladna

Zadani po nas chce vyhodnotit vyraz zapsany v notaci, kde
jsou operatory psany za operandy misto mezi operandy, jak
bychom mohli byt zvykli. Této notaci se bézné iika postfi-
xové notace nebo RPN (Reverse Polish notation), ale to pro
vyfteseni tlohy védét nepotiebujeme, zadani totiz popisuje
i to, jakym zptisobem se operatory vlastné vyhodnocuji;
hladové zleva.

Jinymi slovy: budeme prochazet vstup a kdyz narazime na
operand (tedy ¢islo), nékam si ho ulozime. Pokud narazime
na operator, potfebujeme znat posledni dvé ¢isla, s nimi
operaci provést a vysledek (tedy opét ¢islo) si zase ulozit.
Méme slibeno, ze se po nas nebude chtit délit nulou a ze
na konci ndm zbyde pravé jedno ¢islo, které je vysledkem a
o takové chybové stavy se tedy nemusime starat.

Zbyvé vymyslet jak ulozit ¢isla tak, abychom méli jednodu-
chy pfistup k tém, kterad jsme ulozili jako posledni. K tomu
se nabizi pouzit zasobnik, ktery pfresné toto spliuje — pfi
odebrani prvku dostaneme ten nejpozdéji pridany. V Py-
thonu k tomu mtzeme pouzit obyc¢ejny seznam a metodu
.append () pro pridani prvku a .pop() pro odebrani prvku.

Na konec je jesté dobré rozmyslet si poradi operandii. 2 3
- totiz znamend 2 - 3 v bézné notaci. Do zasobniku by-
chom tedy vlozili postupné 2 a 3 a pii odebrani ze zasobniku
bychom dostali nejdfive 3; prvni odebrany prvek ze zasob-
niku je tedy druhym operandem a vysledek je -1 (a ne 1
pri popleteném potadi).

A jak to bude rychlé? Cely vstup projdeme jednou a na
kazdém operatoru nebo operandu stravime konstantné ca-
su, vyslednd slozitost je tedy O(n), kde n je délka vstupu.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-Z23-1.py|

Ulohu pripravili: Honza Cernohorsky,
Ondra Machota, David ,Dejwut” Pacdk

38-73-2 Nejvétsi dort

Na vstupu méme K bodt a hleddme mezi nimi ¢tyti takové,
7e tvotri obdélnik rovnobéZzny s osami s co nejvétsim obsa-
hem. Jinymi slovy, hleddme ¢tvefici bodu tvaru (z1,y1),
(z1,y2), (x2,91), (T2,y2) a zajimé nds, jakou nejvétsi hod-
notu vyrazu |x; — x2| - |y1 — y2| miZeme dosdhnout.

Nejjednodussi feseni je pomoci ¢ty vnotfenych for-cykla vy-
zkouset vSechny mozné ¢tvefice bodi. Pro kazdou c¢tvetici
zjistime, zda tvofi rohy obdélnika, a pokud ano, spocitame
jeho obsah. Béhem algoritmu si budeme udrzovat obdélnik
s doposud nejvétsim obsahem. Takové feSeni ma slozitost
O(K*).

Muzeme prijit se zlepsovakem: rozmyslime si, ze kdyz zkou-
Sime néjaké tii vrcholy obdélnika, tak umime jednoznacné
urcit, kde musi lezet ¢tvrty vrchol — poptipadé, Ze nase tfi
body jsou slepé uli¢ka a obdélnik z nich postavit nejde. Sta-

¢i nam tedy zkouSet vSechny trojice bodi, dopocitat ¢tvr-
ty bod, a otestovat, zda se nachézi mezi nasimi K body.
To umime v konstantnim c¢ase, pokud pouzijeme heSovani
(v Pythonu set nebo dict), pfipadné v éase O(log K), po-
kud si na za¢atku body sefadime (napfiklad primérné podle
x-ové soufadnice a sekundarné podle y-ové) a pak pouZije-
me binarni vyhledavani. Celkova ¢asova slozitost je tedy
O(K3), pripadné O(K?3log K).

Tento postup umime jesté vylepsit, kdyz si uvédomime, ze
nam staci zkouset jen dva body: levy dolni a pravy horni
roh obdélnika. Zbylé dva body z nich uz umime dopocitat:
pokud je levy dolni roh na soufadnicich (z1,y1) a pravy
horni na (x2,y2), pak levy horni roh je na (z1,y2) a pravy
dolni na (x2, y1). Jejich existenci umime opét ovétit bud he-
Sovanim, nebo binarnim vyhleddvanim. Tim se dostaneme
na ¢asovou slozitost O(K?), resp. O(K?log K).

Dobrym zvykem je ovérit, ze nas algoritmus funguje, te-
dy, ze vypiSe platny obdélnik a ten bude mit nejvétsi moz-
ny obsah. Na jednu stranu algoritmus urcité vypise néja-
ky platny obdélnik: dva rohové body jsou z nasi mnoziny
bodi a u obou dopo¢itanych bodu v algoritmu explicitné
kontrolujeme, zda existuji. Na druhou stranu, vezmeme-li
obdélnik O s nejveétsim obsahem, nas algoritmus ho najde,
nebot zkousi vSechny dvojice bodt, takze natrefi i dvojici
(levy dolni roh O, pravy spodni roh O).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-23-2.py|

Ulohu pripravili: Daniel Culliver,
Risa Hladik, Jirka Kvapil, Viadimir Sklendr

38-7Z3-3 Polarni express

Na vstupu dostaneme rozméry miizky R a S, poc¢ateéni po-
zici lokomotivy x,y a vagény neboli body piejezdu N. Na-
§im tkolem je vymyslet cestu, kterd projde vSechny vagoé-
ny. Cestu zapisujeme pomoci znakt >, <, v a ~, které znaci
pohyb doprava, doleva, dolt a nahoru. Cesta nemusi byt
nejkratsi, ale musi mit méné nez 105 krokd.

Trivialni feSeni je pustit vlak tak, aby prosel vSsechna polic-
ka mtizky a vratil se zpét na start. To zaruci, Ze posbirdme
vSechny vagdny bez nehody. Nevyhoda: cesta ma délku R-S,
coz miize byt vice nez 108.

Jak to ale vylepsit? Klicem je projit body po fadcich tak,
aby vlak nemohl vrazit do sebe. K tomu vyuzijeme, Ze miiz-
ka je toroidalni: kdyz se vlak dostane na pravy okraj, miize


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-Z3-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-Z3-2.py

pokracovat zleva, a kdyz se vlak dostane na spodni okraj,
mize pokracovat shora. Diky tomu neexistuje okraj mapy
a vlak se muze pohybovat bez omezeni.

Pro jednodussi praci se soufadnicemi posuneme lokomotivu
na (0,0) a vSechny vagény posuneme o stejnou hodnotu ja-
ko lokomotivu. Tady vyuzijeme toroidalni vlastnost mrizky
— kdyz posuneme lokomotivu o x doprava, posuneme vsech-
ny vagény také o x doprava. Timto trikem ziskdme nejen
jednodussi souradnice, ale i informaci o tom, jak daleko jsou
vagény vpravo a doli od lokomotivy.

Nyni sefadime vagdny, lexikograficky podle fadka a sloup-
ct. V kazdém radku pak postupujeme takto: pokud jsme ve
sloupci ¢, navstivime vSechny vagény v daném radku, které
jsou v sloupcich vétsich nez ¢, a pak se vratime pfes torus
az do posledniho vagénu co muze byt ¢ — 1. V poslednim
bodé fadku se pak posuneme dolt a opakujeme tento po-
stup pro dalsi radek. Timto zptisobem zajistime, ze se vlak
nikdy nesrazi sam se sebou.

Pohyb mezi body je pak jednoduchy: mezi dvéma soused-
nimi body spocitejme rozdil v poloze a to ndm fekne, kolik
krokti musime udélat doprava a dold. Pfitom vyuzijeme to-
roidni vlastnost mtizky — kdyz musime jit zaporné doprava,
pujdeme misto toho doprava pres levy okraj, a podobné pro
dol.

Reseni ma ¢asovou slozitost O((N log N) + N -max(R, 9)).
Tridéni zabere O(N log N) plus €as na vypisovani cesty,
kterd muze mit délku az 2 - N - max(R,S), protoZe v nej-
horsim ptripadé mizeme projit vSechny vagony a mezi nimi
ujit vzdalenost R nebo S.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-Z23-3.py|

Ulohu pripravili: Ondra Sedldcek,
Viadimir Sklendr, Dan Skypala

@ 38-Z3-4 Nakup v posledni chvili

Na vstupu jsou ¢asy prichodu kazdého zédkaznika a1, ..., a,.
Nejjednodussi zpusob, jak pfijit na optimalni pocet stano-
vist K, je postupné si simulovat, jestli zdkazniktim bude
sta¢it k = 1,k = 2,k = 3,..., nez na optimum narazime.
V celém feseni budeme predpokladat, ze piesun zédkaznikt
je instantni. Nejprve si setfidime seznam c¢ast pfichodu a
pak spustime simulaci pro k stanovist:

Pro tuto simulaci si vyrobime pole S o k prvcich, kde si
budeme pamatovat, v jaky cas bude kazdéa stanice volna
— na zacatku jsou vSechny volné v case 0. Pak iterujeme
sefazeny seznam pfichodt. Pro pfichod a; najdeme mini-
mum c v poli S, respektive ¢as kdy bude néjaka stanice
nejdiive volna. Pokud je ¢ > a; + 15, tedy praveé pficho-
zi zakaznik musi Cekat déle nez patnact minut, vime, ze k
stanic ndm nebude stacit a spustime novou simulaci pro

k + 1. Jinak mtzeme zdkaznika k této stanici umistit, ta
pak dalsiho zdkaznika mize obslouzit v ¢ase max(c, a;) + 5;
tedy v moment, kdy je stanovisté pfipraveno nebo kdy pri-
jde zékaznik (kterdkoli ze situaci nastane pozdéji) plus pét
minut. Touto hodnotou nahradime ¢ v seznamu a mizeme
se posunout k dalsimu zakaznikovi. Pokud takto tispésné
odsimulujeme i posledniho zakaznika, nasli jsme to nejlepsi
K, nebot vSechny simulace predtim musely selhat.

Jak jsme na tom s ¢asovou slozitosti? V nejhorsim piipadé,
kdy vsichni zédkaznici prijdou nahusténi v jeden cas, bude-
me potiebovat K = n/3 stanic (za patnict minut u jedné
stanice obslouzime t¥i zékazniky). Simulaci tedy provedeme
O(n)-krat. Jedna simulace musi projit vSech n zakaznik,
zaroven pro kazdého zakaznika hledame minimum v sezna-
mu dlouhém k = n/3. Spole¢né s po¢ateénim t¥idénim v ¢a-
se O(nlogn) vyjdeme s monstrézni slozitosti O(n?). Zby-
tecné hodné ¢asu mrhame na opakovaném hledani minima
a slepém zkouseni riznych k. Jak to zvladnout lépe?
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Zacneme opét se setfidénym seznamem prichodt zékaznik.
Misto toho, abychom museli pokazdé miniméalni ¢as pracné
hledat, pofidime si datovou strukturu, které tu tézkou praci
odvede za nas, tedy minimovou haldu — ta za cenu poma-
lejsich pfidavani novych prvkl zvladne minimalnim casem
odpovédét konstantné rychle. Na zacatku si do haldy umis-
time pouze jeden cas 0. Pak v jedné smycce pro kazdy cas
navstévy a; opakujeme:

Podivime se na minimalni prvek ¢ v haldé. Pokud ¢ <
a; + 15, stihne tato stanice obslouzit zadkaznika véas. Ode-
bereme ¢ z haldy a zpét do ni pfiddme max(c, a;) + 5. Jinak
je ¢ > a; + 15, tedy v haldé neméame dost stanic. To jed-
noduse vyfesime pfidanim nového ¢isla a; + 5 (mtizeme si
to predstavit tak, Ze tam tato stanice ¢ekala na tohoto za-
kaznika a déle ji pak mohou vyuzit i ostatni). Odpovédi na
otazku je pak pocet c¢isel v haldé.

Toto bude fungovat, protoze otvirdme novou stanici (ptida-
vame nové ¢islo do haldy) pouze v moment, kdy je to nutné.
Jakmile otevieme stanici K pro i-tého navstévnika, vsech
ostatnich K — 1 stanic je dostupnych az po case a; + 15,
jinak fec¢eno k — 1 zakaznikd pouziva v ¢ase a; 4+ 15 néjakou
stanici a na chudéka ptichoziho v a; by se nedostalo.

Casové jsme na tom o hodné lépe. Cyklus mame pouze je-
den pies vSechny zdkazniky. V kazdé iteraci miizeme z hal-
dy jednu hodnotu odebrat a jednu pfidat, oboji v case
O(logn). Kolik mame éisel (stanovist) v haldé zjistime pri-
chodem v ¢ase O(n). Celkova ¢asova slozitost i s prvotnim
tfidénim tedy vyjde O(nlogn). V paméti si musime uchovat
¢asy prichodu a ¢asy dostupnosti stanic, kterjch ale nebu-
de nikdy vice nez zédkaznikt samotnych, tudiz je prostorova
slozitost O(n).

Ulohu pripravili: Jakub Hampl, Adam Jahoda


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/38-Z3-3.py
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20,0
0,0
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0,0
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0,0
13,0
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0,0
2,7
0,0
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0,0
18,0
8,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
13,5
27,0
12,7
0,0
0,0
0,0
21,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
8,0
8,0
8,0
0,0

celkem
132,0
126,0
123,0
120,0
118,0
101,5
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83,0
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68,0
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8,0
8,0
8,0
8,0
8,0
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8,0



resitel skola rocénik sérii | Z3-1 7Z3-2 73-3 7Z3-4 | série celkem

60.—61. Michael Ambros GTomkovaOL 3 17 0,0 3,0
Toméas Diessner  GZborovPH 4 5 0,0 3,0
62.-63. Zbynék Mika GPatockyPH -2 1 1 1,0 1,0
Michal Martinek GUstavniPH 4 5 0,0 1,0

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

.‘ ma tf\[Z Webové stranky: E-mail: Organizatori a kontakty:

lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/| https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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